
VII.2 bw

*

-topologie a Krein-©mulyanova vìta

De�ni
e. Ne
h» X je normovaný lineární prostor. Øekneme, ¾e mno¾ina A ⊂ X∗
je bw∗

-

otevøená, jestli¾e pro ka¾dé r > 0 je A ∩ rBX∗
(relativnì) w∗

-otevøená v rBX∗
.

Lemma 10. Ne
h» X je normovaný lineární prostor. Pak systém v¹e
h bw∗
-otevøený
h

podmno¾in X∗
tvoøí topologii, která je jemnìj¹í ne¾ w∗

-topologie.

De�ni
e. Ne
h» X je normovaný lineární prostor. Pak systém v¹e
h bw∗
-otevøený
h podm-

no¾in X∗
se nazývá bw∗

-topologie.

Tvrzení 11. Ne
h» X je normovaný lineární prostor. Pak bw∗
-topologie na X∗

splývá s

topologií stejnomìrné konvergen
e na posloupnoste
h v X , které (v normì) konvergují k nule.

Vìta 12 (Bana
h-Dieudonné). Ne
h» X je normovaný lineární prostor a ne
h» κ : X → X∗∗

znaèí kanoni
ké vnoøení. Pak

(X∗, bw∗
)

∗
= κ(X).

Jinými slovy, duál k (X∗, bw∗
) lze ztoto¾nit se zúplnìním X . Spe
iálnì,

(X∗, bw∗
)

∗
= κ(X) ⇐⇒ X je úplný.

Dùsledek 13 (Krein-©mulyan). Ne
h»X je Bana
hùv prostor a A ⊂ X∗
je konvexní mno¾ina.

Pak platí

A je w∗
-uzavøená ⇐⇒ ∀r > 0 : A ∩ rBX∗

je w∗
-uzavøená.

Dùsledek 14 (Bana
h-Dieudonné). Ne
h» X je Bana
hùv prostor a f je lineární funk
ionál

na X∗
(tj. f ∈ (X∗

)

#

). Pak

f ∈ κ(X) ⇐⇒ f |BX∗
je w∗

-spojitý.

Vìta 15. Ne
h» X je Bana
hùv prostor. Oznaème K = (BX∗ , w∗
). Pak K je kompaktní

Hausdor�ùv prostor. De�nujme zobrazení J : X → C(K) pøedpisem J(x) = κ(x)|K . Pak J je

lineární izometrieX do C(K), homeomor�smus (X,w) do (C(K), τp) a naví
 je J(X) τp-uzavøené

v C(K).

Poznámky. Ne
h» X je Bana
hùv prostor a A ⊂ X∗
je konvexní mno¾ina. Pak A

w∗

= A
w∗

.

Ni
ménì, mù¾e se stát, ¾e ⋃

r>0

A ∩ rBX∗

w∗

$ A
w∗

,

a to i kdy¾ A je podprostor. To ilustruje rozli¹ení následují
í
h pøípadù:

Ne
h» Y ⊂⊂ X∗
. De�nujme pseudonormu qY na X pøedpisem

~qY (x) = sup{|f(x)| ; f ∈ Y & ‖f‖ ≤ 1},

tj. ~qY = qBX∗∩Y . Pak platí:

(1) ~qY je norma na X ⇐⇒ Y
w∗

= X∗
.

(2) ~qY = ‖·‖ ⇐⇒ Y ∩BX∗

w∗

= BX∗
. V tom pøípadì øíkáme, ¾e Y je 1-normují
í podprostor

X∗
.

(3) ~qY je ekvivalentní norma na X ⇐⇒ ∃r > 0 : Y ∩BX∗

w
∗

⊃ 1

r
BX∗

⇐⇒
⋃

r>0 Y ∩ rBX∗

w∗

= X∗
. V tom pøípadì øíkáme, ¾e Y je normují
í (nebo podrob-

nìji r-normují
í, kde r je èíslo z druhé podmínky) podprostor X∗
.


