VII. Vice o lokalné konvexnich topologiich
Pripomenuti:

o Lokalné konvexni prostor je vektorovy prostor X nad F opatieny topologii 7 s vlastnostmi:
o Zobrazeni (x,y) — x + y je spojité zobrazeni X x X — X.
o Zobrazeni (t,x) — t - x je spojité zobrazeni F x X — X.
o Existuje baze okoli nuly tvorena konvexnimi mnozinami.
e Necht X je vektorovy prostor nad F a U neprazdny systém jeho podmnozin s vlastnostmi:
(a) Prvky U jsou absolutné konvexni a pohlcujici.
(b) Pro kazdé U € U existuje V € U spliujici 2V C U.
(c) Pro kazdé dva prvky U,V € U existuje W € U spliwjici W Cc UNV.
Pak existuje pravé jedna lokadlné konvexni topologie na X, pro niz je U baze okoli nuly. Tato
topologie je Hausdorffova, pravé kdyz (U = {o}.
Obrécené, kazdy lokalné konvexni prostor ma béazi okoli nuly U s vlastnostmi (a)-(c). Navic
lze bazi U volit tvorenou otevienymi mnozinami.
e Necht X je vektorovy prostor nad F a P je neprazdny systém pseudonorem na X. Pak systém

U={{zeX;pi(x)<ci,....,pn(T) < cn}t;P1y--yPn € Pyciy...,cn € (0,00)}

je bazi okoli nuly néjaké (jednoznacné uréené) lokalné konvexni topologie na X.

Obrécené, kazda lokalné konvexni topologie na X je takto definovani néjakym systémem
pseudonorem, napriklad systémem vSech spojitych pseudonorem.

Navic, je-li topologie T generovana systémem pseudonorem P, pak pseudonorma p je 7T-
spojitd, pravé kdyz existuji p1,...,p, € Pac >0, 7e p < c-max{pi,...,pn}

VII.1 Svaz lokalné konvexnich topologii a topologie souhlasici s dualitou

Znaceni: Necht X je vektorovy prostor. Ozna¢me symbolem £%(X) systém vSech lokalné konvexnich
topologii na X.

Tvrzeni 1. Necht X je vektorovy prostor. Pak je £6(X) tplny svaz. Tj., je-li # C £%(X) libovolny
neprazdny podsystém, pak existuje nejslabsi lokalné konvexni topologie jemnéjsi nez vSechny prvky F
(tu znacime sup .#) a nejsilnéjsi lokalné konvexni topologie slabsi nez vSechny prvky % (tu znacime
inf .%). Lze je popsat nasledovné:

e sup.Z je generovana systémem vsech pseudonorem, které jsou spojité v néjaké topologii ze sys-
tému Z.

e inf.Z je generovana systémem vSech pseudonorem, které jsou spojité ve vSech topologiich ze
systému Z.

Poznamky:

(1) Pokud aspon jeden prvek % je Hausdorffova topologie, je i sup .# Hausdorffova topologie.

(2) sup Z%4(X) je nejsilnéjsi lokalné konvexni topologie. Bazi okoli nuly tvoii vSechny pohlcujici ab-
solutné konvexni mnoziny. VSechny pseudonormy jsou v ni spojité, je tedy generovina systémem
vSech pseudonorem na X. Vsechny linearni funkciondly jsou v ni spojité, tedy (X, sup £%(X))* =
X# (algebraicky dudl X).

(3) inf Z%¢(X) je indiskrétni topologie, jediné okoli nuly je cely prostor X, jedina spojitd pseudonorma
je nulova a jediny spojity linedrni funkcional je nulovy.

(4) Je-li dim X < oo, existuje na X jedind Hausdorffova lokdlné konvexni topologie.

(5) Necht dim X = co. Pak inf.%# nemusi byt Hausdorffova topologie, i kdyZ jsou vSechny jeji prvky
Hausdorffovy. Dokonce infimum systému vSech Hausdorffovych lokalné konvexnich topologii je
indiskrétni topologie.

Lemma 2. Necht X je vektorovy prostor, f : X — F linedrni funkciondl a p1, ..., p, pseudonormy na
X. Pokud |f| < max{p1,...,pn}, pak existuji linearni funkcionaly fi,..., fn, a ¢isla t1,... t, € [0,1]
spliujici
(i) [fil<pjproj=1,....n;
(ii) f=tifittafot - +infa;
(iii) ty +ta+---+t, =1



Tvrzeni 3. Necht X je vektorovy prostor a F C £%6(X) je libovolny neprazdny podsystém. Pak plati

(X,sup F)* = span ( U (X,’T)*> , (X,inf F)* = ﬂ (X, 7)".

TeF TeF

Definice. Necht X je vektorovy prostor a M cC X*.

e Oznac¢me
LEX,M)=A{T € L6(X);(X,T)" = M}.
Pokud X je lokalné konvexni prostor a M = X*, pak se topologie ze systému .£2%( X, X*) nazyvaji

pripustné topologie nebo topologie souhlasici s dualitou.
e Dle Tvrzeni 3 mé systém Z6(X, M) nejmensi a nejvétsi prvek, tj.

inf LA X, M) e LAX, M) a  sup LE(X,M).

Nejmensi prvek se nazyva slabd topologie generovand M a znadi se o(X, M) (splyvéa se slabou
topologii z oddilu II.1). Nejvétsi prvek se nazyva Mackeyho topologie generovand M, budeme ji
znadit (X, M). (Casto se znaéi 7(X, M).)

Lemma 4. Necht (X,T) je LCS. Uvazme X* jako podprostor X# a uvazujme topologie o(X*, X)
na X* a o(X#,X) na X#. Pak plati:
(a) Topologie o(X#, X) je Hausdorffova. Topologie o(X*,X) splyva s topologii podprostoru gene-
rovanou o(X#, X).
(b) Je-li T Hausdorffova, je X* o(X#, X)-husty podprostor X#.
(¢c) Necht A C X*. Pak A je relativné kompaktni v (X*,o(X*, X)) (tj. jeji uzavér je kompaktni),
pravé kdyz plati nasledujici dvé podminky:
o A je o(X*, X)-omezena.
o (XH
o ATETX) C X*.

Definice. Necht X je vektorovy prostor.

e Necht A C X# je o(X#, X)-omezena mnoZina. Symbolem g4 budeme znagit pseudonormu na
X definovanou piedpisem

qa(z) = sup{|f(2)|; f € A}, =z X.

e Necht A je neprazdny systém o(X#, X )-omezenych podmnozin X#. Pak topologii stejnom&rné kon-
vergence na prvcich A rozumime lokalné konvexni topologii na X generovanou systémem pseudonorem
{qA; Ae .A}

Lemma 5. Necht X je vektorovy prostor, A C X# je o(X#, X)-omezend mnozina a f € X#. Pak
plati

I #
/1< qa e feacod ),

Véta 6 (Mackey-Arens).  Necht X je vektorovy prostor a M cC X#. Pak topologie (X, M) splyva
s topologii stejnomérné konvergence na absolutné konvexnich o(M, X )-kompaktnich podmnozindch M.

Tvrzeni 7. Necht (X,7T) je metrizovatelny LCS. Pak plati:
(a) (X*,0(X*, X)) je o-kompaktni.
(b) u(X.X") = T.

Dusledek 8. Necht X je normovany linedarni prostor. Pak topologie p(X, X*) je normova topologie
na X.

Priklad 9. Necht X je Banachiiv prostor.

(1) Topologie u(X*, X) splyva s topologii stejnomérné konvergence na absolutné konvexnich slabé
kompaktnich podmnozindch X. Navic, topologie u(X*, X) splyva s normovou topologii na X,
pravé kdyz X je reflexivni.

(2) Uvazme na X topologii stejnomérné konvergence na absolutné konvexnich slabé kompaktnich
podmnozindch X*, oznac¢me ji p. Pak p je pripustna topologie na X, tj. (X, p)* = X*.



