V. Omezené a neomezené operatory na Hilbertovych prostorech

Umluva. V této kapitole uvazujeme Banach prostory nad télesem komplexnich &sel (kromé oddilu V.2 nebo
pokud explicitné neni Fedeno jinak). Specidlng, pracujeme s komplexnimi Hilbertovymi prostory.

V.1 Ruzné typy omezenych operatort na Hilbertovych prostorech a jejich vlastnosti
Pfipomenuti: Necht H a K jsou Hilbertovy prostory.

(1) L(H, K) oznacuje Banachiiv prostor v8ech omezenych linedrnich operatori T : H — K opatfeny opera-
torovou normou. L(H) je zkratka pro L(H, H).

(2) Pro kazdé T € L(H, K) existuje pravé jeden operator T* € L(K, H), nazyvana adjungovany operdtor k T
splhujici

(Tx,y) ) = (x,T"y), forze HandyeckK.

(3) Zobrazeni T +— T* je involuce na L(H), L(H) je pak C*-algebra. Tedy pojmy a vysledky z Kapitoly
IV miZzeme aplikovat na L(H). To plati mj. pro spektrum, spektralni polomér, rezolventni mnozina,
rezolventa, holomorfni funkéni kalkulus, samoadjungované, normalni a unitarni prvky a spojity funkéni
kalkulus pro normalni prvky.

(4) Pro x,y € H nésledujici plati polarizatni rovnost:
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Definice. Nechf H a K jsou Hilbertovy prostory. Operator T' € L(H, K) se nazyva unitdrni, pokud T* = T~1, tj.
pokud T*T = Iy a TT* = Ik.

Tvrzeni 1 (charakterizace unitdrnich operatori). Necht H a K jsou Hilbertovy prostory a T € L(H,K).
Uvazme nasledujici podminky:
(i) T je unitdrni.

(ii) T je izometrie H na K.

(iii) T je izometrie H do K.
(iv) Tz, Ty), = (z,y)y for x,y € H.
Pak (i) < (i) = (iii) < (iv). Jestlize T je na, jsou vSechny podminky ekvivalentni.
Definice. Necht X je Banachtv prostor, T' € L(X) and X\ € o(T).

e Rikéme, Ze A je vlastni &islo T, pokud AI — T neni prosty, tj. pokud existuje x € X \ {o}, pro které Tz = \x
(pak z je vlastni &islo pfislusné ). Mnozinu vlastnich ¢isel nazyvame bodové spektrum T' a znaéime o, (7).

e Rikéme, 7e X je priblizné vlastni &islo 7', pokud existuje posloupnost jednotkovych vektort (,,), pro kterou
plati (Al — T)x, — o. Mnozina v8ech pfibliznych vlastnich ¢isel se nazyvé pfiblizné bodové spektrum T a
znadi se oqp(T).

e Rikéme, 7e A patii do spojitého spektra o..(T"), pokud Al — T je prosty, ma husty obor hodnot, ale neni na.

e Rikéme, 7e \ patii do zbytkového spektra o,.(T') (té7 zvaného compression spectrum), pokud AI — T je prosty
a jeho obor hodnot neni husty.

Tvrzeni 2 (o podmnozninich spektra).  Necht X je Banachiv prostor a T € L(X). Pak plati:
(a) o0p(T) C ogp(T).

(b) A€ C\ 04p(T), pravé kdyz \I — T je izomorfismus X do X.
(c) o(T) = 0ap(T) Yo, (T).
(d) 0e(T) = 0ap(T) \ (0p(T) U0 (T))) = (T) \ (0p(T) U0 (T)).
(€) A€o (T)\ 0up(T), préavé kdyz \I — T je izomorfismus X na vlastni uzavieny podprostor X .
Definice. Necht H je Hilberttv prostor a T' € L(H).

o Numericky range T je mnozina W(T') = {(T'z,z);z € H,||z| = 1}.

e Numericky polomér T je definovan vzorcem w(T) = sup{|A|; A € W(T)} = sup{|(Tz,z)|;2 € H, ||z|| = 1}.

Lemma 3 (polariza¢ni vzorec pro operdtor).  Necht H je Hilbertiv prostor aT € L(H). Pro x,y € H plati:

(T +y),z+y) = (Te—y)z—y) +i(T(z+iy),z +iy) —i(T(x —iy),z —iy))

ANy

(Tz,y) =

Tvrzeni 4 (vlastnosti numerického poloméru).  Necht H je Hilbertiiv prostor.
(a) Numericky polomér w je ekvivalentni norma na L(H) spliujici 1 ||T|| < w(T) < ||T|| pro T € L(H).
(b) Pokud T € L(H) a pro kazdé x € H plati (Tz,z) =0, pak T = 0.
(c) Pokud S,T € L(H) a pro kazdé x € H plati (Tz,x) = (Sx,z), pak S =T.
(d) Pro kazdé T € L(H) je W(T) souvisld podmnozina C .
(e) Pro kazdé T € L(H) je 0,(T) C W(T) a o(T) C W(T).
(f) Pro kazdé T € L(H) je w(T) > r(T).



Tvrzeni 5 (struktura normélnich operatort). Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H). Operdtor T je
normalni, pravé kdyz pro kazdé x € H plati | Tz|| = ||T*z||. Je-li T normdlni, pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) kerT =kerT* aker T = (R(T))*.

(b) R(T) je husty, pravé kdyz T je prosty. Tedy, o,.(T) =0 a 0(T) = 04p(T).

(¢) Pokud X\ € C a x € H, pak Tx = \x, pravé kdyz T*z = Az. Specidlné, o,(T*) = {\; A € 0,(T)}.

(d) Jsou-li A\, Ay € 0,(T) raznd, pak ker()\ll T) L ker(A\I —T).

Tvrzeni 6 (charakterizace ortogonélnich projekci).  Necht H je Hilbertiv prostor at P € L(H) je projekce (tj.
P? = P). Pan nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) P je ortogondlni projekce, tj. ker P L R(P).
(ii) P je samoadjungovany.
(iii) P je normalni.
(iv) (Pz,z) = ||Pz|* pro kasdé x € H.
(v) (Pz,z) > 0 pro kazdé x € H.
(vi) [[P] < 1.
Dile, jsou-li P,Q € L(H) dvé ortogondlni projekce, pak R(P) 1 R(Q), prdavé kdyz PQ = 0. V tomto piipadé
fikdme, Ze P a @ jsou navzdjem kolmé (ortogonalni).
Tvrzeni 7 (spektrum samoadjungovaného operatoru).  Necht H je Hilbertiv prostor aT € L(H).
(a) T je samoadjungovany, pravé kdyz W(T) C R.
(b) Necht T je samoadjungovany. Polozme a = inf W(T') a b = sup W(T'). Pak o(T) C [a,b], a,b € o(T),
IT]] = max{|al,|b|} a o(T) obsahuje aspori jedno z ¢isel |T||, — |||
(c) W(T) C [0,00), pravé kdyz T je samoadjungovany a o(T) C [0, 00).
Poznamky a definice.
1) Operatory spliujici dvé ekvivalentni podminky z Tvrzeni 7(c) se nazyvaji nezdporné.
) T*T je nezaporny operator pro kazdé T € L(H).
) ProT € L(H) definujeme |T'| = v/T*T (tj. aplikujeme spojitou funkei ¢ — /¢ na nezaporny operator T*T).
) Je-li T normélni, vySe definovany operator |T'| splyva s operatorem, ktery dostaneme aplikaci spojité funkce
A — |A| na operdtor T. Neni-li T normdlni, pak |T'| # |T*|.
(5) Operator U € L(H) se nazyva Castecna izometrie, pokud existuje uzavieny podprostor Hy C H takovy, Ze
Ulm, je izometrie Hy do H a U|H1L =0.

Véta 8 (polarni rozklad).  Necht H je Hilbertiv prostor aT € L(H). Pak existuje pravé jedna ¢dstecnd izometrie
U € L(H) spliujici T =U |T| aU =0 na R(|T|)*
Pak U* je také ¢dstecnd izometrie a plati |T| = U*T a U* = 0 na R(T)*

Véta 9 (Hilbert-Schmidt).  Necht H je Hilbertiiv prostor a T € L(H) je kompaktni norméalni operdtor. Pak

existuje ortonormalni baze H slozena z vlastnich vektori T'. Pokud T # 0, pak dale existuje ortonormalni systém

(zx)ken a nenulovd komplexni ¢isla (Ax)ken, kde bud N = N nebo N ={1,2,...,m} pro néjaké m € N, spliujici
Tx =73 L cn M (T, 28) 21, r € H.

Tvrzeni 10. Necht H je nekonde¢nédimenzionalni Hilbertiiv prostor. Necht T € L(H) je kompaktni normalni
operator reprezentovany jako ve Vété 9. Pak o(T") = {0} U{A\; k € N}. Pokud f € C(o(T)), pak

i fMz = f0)x + 2 ey (F(Ar) = £(0) (w,zx) 2x,  x € H.
Specidlng, f(T) je kompaktni, pravé kdyz f(0) = 0.

Véta 11 (Schmidtova reprezentace kompaktnich operatort). Necht H je Hilbertiiv prostor a T € L(H) je
nenulovy kompaktni operdtor. Pak existuji ortonormalni systems (ex)ren, (fx)rken a kladnd cisla (ag)ken, kde
bud N =N nebo N = {1,2,...,m} pro néjaké m € N, splitujici

Te =73 cn o (@, er) fr r e H.
Poznamka: Jak bylo feceno na pocatku kapitoly, v8e uvedené plati pro komplexni prostory. Pro redlné prostory
nékteré z uvedenych tvrzeni plati ve stejné formé, nékteré v pozménéné formé a nékteré vibec. Podrobnéji:

e Adjungovany operator lze definovat i v redlném piipadé zcela stejné. Polarizacni identita je v redlném
pifpadé jednodussi: (z,y) = +(||lz +y||> — [z — y||*). Tvrzeni 1 a Tvrzeni 6 plati pro redlné prostory beze
zmén, s tymz dikazem. Tvrzeni 5 plati pro redlné prostory s upravenou formulaci.

e Spektrum z principu uvazujeme jen pro komplexni prostory, v readlném pripadé (i A bychom uvazovali redlné)
by mohlo byt prazdné. Numericky range a polomér samoziejmé mtizeme definovat i v redlném pripadé. Ale
Lemma 3 v redlném piipadé neplati (ani zadné jeho analogie). To souvisi s tim, Ze body (a)-(c) z Tvrzeni 4
ani body (a),(c) z Tvrzeni 7 v redlném piipadé neplati. Mize se totiz stét, Ze nenulovy operator ma nulovy
numericky polomér.

e V redlném piipadé nékterd tvrzeni zistavaji v platnosti alespon pro samoadjungované operédtory (napiiklad
Tvrzeni 7(b) a Véta 9). Vice se tomu budeme vénovat pozdéji, v zdvéru kapitoly VI.



