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PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE — ZS 2023,/2024

PRIKLADY KE KAPITOLE V

K oDDILU V.1 — LOKALNE KONVEXNI TOPOLOGIE A JEJICH GENEROVANT

Piiklad 1. Necht X je vektorovy prostor. Necht U je systém vsech absolutné konvexnich
pohlcujicich mnozin.
(1) Ukazte, ze U je béze okoli nuly v néjaké Hausdorffové lokalné konvexni topologii
T na X.
(2) Ukazte, ze tato topologie T je nejsilnéjsi lokalné konvexni topologie na X.
(3) Ukazte, ze kazda konvergentni posloupnost v (X,7) je obsazena v podprostoru
konecné dimenze.
(4) Ukazte, ze T je generovand systémem vsech pseudonorem na X.

Navod: (3) Kdyby ne, pak existuje linedrné nezdvisld posloupnost (xy), kterd konverguje k
nule. Dopliime ji na algebraickou bdzi. Pak popiste absolutné konvexni pohlcujici mnoZinu, kterd
neobsahuje Zdadny z vektori .

Priklad 2. (1) Ukazte, ze konvexni obal vyvézené podmnoziny vektorového prostoru
je vyvazeny, a tedy absolutné konvexni.
(2) Ukazte, ze vyvazeny obal konvexni mnoziny nemusi byt konvexni.

Navod: (2) Uvazte vhodnou tsecku v R2.

Piiklad 3. Necht X je LCS a A C X vyvdZend mnozina s neprdzdnym vnitikem.
(1) Ukazte, ze int A je vyvazend, pravé kdyz 0 € int A.
(2) Ukazte na protipiikladu, ze int A nemusi byt vyvézena.
Piiklad 4. Necht (X,7) je LCS a A C X neprdzdnd. Ukazte, Ze
A=(A+U:UeT(0)}.

Priklad 5. Necht (X, 7) je LCS, ktery neni Hausdorffuv.

(1) Oznacme Z = {o} = (T(0). Ukazte, ze Z je vektorovy podprostor X.

(2) Necht Y = X/Z je kvocientovy vektorovy prostor a ¢ : X — Y kanonické kvocien-
tové zobrazeni. Necht R je kvocientova topologie na Y (tj. R = {U C Y;¢ 1 (U) €
T1}). Ukazte, ze (Y, R) je HLCS.

K opDiLU V.2 — OMEZENE MNOZINY, SPOJITA LINEARN{ ZOBRAZENT

Piiklad 6. Necht X je LCS a A C X. Ukazte, ze A je omezend, pravé kdyz kazda
spocetna podmnozina A je omezena.

Piiklad 7. Necht X je LCS a A, B C X jsou omezené mnoziny. UkaZte, Ze i mnoZiny

AUB, A+ B, A, b(A), co A a aco A jsou omezené.
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Piiklad 8. Necht X je normovany linedrni prostor a A C X. Ukaite, 7ze A je omezend
jakozto podmnozina LCS X, pravé kdyz je omezend v metrice generované normou.

Piiklad 9. Necht X je LCS, jehoz topologie je generovand translacné invariantni metrikou
p.
(1) Ukazte, ze mnozina A C X, kterd je omezend v X, je omezend i v metrice p.

(2) Ukazte, ze mnozina A C X, ktera je omezend v metrice p, nemusi byt omezena v
TVS X.

Navod: (2) Metrika p sama mize byt omezend.

Piiklad 10. Uvazme prostor (X,7T) z Piikladu 1. Ukazte, ze kazdy linedrni funkcional
L: X — F je spojity.

Piiklad 11. Necht X = F'' a A C X. Ukagte, ze A je omezend v X, pravé kdyz je
,bodové omezend®, tj. pravé kdyz pro kazdé v € T' je mnozina {x(y);x € A} omezend
v IF.

Piiklad 12. Necht X je LCS a (z,) je posloupnost prvka X. Ukazte, ze posloupnost (z,,)
je omezend v X, pravé kdyz pro kazdou posloupnost (A\,) v F plati A, — 0 = \,z, — o.

Piiklad 13. Necht X je metrizovatelny LCS a (z,) posloupnost prvku X. Ukazte, Ze
existuje posloupnost kladnych éisel (\,), pro kterou A\, x, — o.

Navod: Necht p je metrika generujici topologii na X. UkaZte a pak pouZijte, Ze pro kaZdé
x € X plati limy_04 p(o0,tx) = 0.

Piiklad 14. Plati tvrzeni z Ptiikladu 13 i pro nemetrizovatelné LCS?

Navod: Uwazte prostor z Prikladu 1.

Piiklad 15. Necht X je LCS, jehoZ topologie je generovand translaéné invariantni met-
rikou p. Necht (z,,) je posloupnost prvku X, kterd konverguje k nule. Ukazte, Ze existuje
posloupnost kladnych ¢isel (A,,) splaujici A, — 00 a A\,z, — 0.

Navod: Z translacni invariance metriky p plyne p(o,nx) < np(o,z) prox € X an € N.

Piiklad 16. Plati tvrzeni z predchoziho piikladu pro obecny LCS?

Navod: Uvazte napriklad X = co nebo X = P pro p € (1,00) se slabou topologii (viz oddil
VI.1 z pFedndsky), (xy,) necht je posloupnost kanonickijch jednotkovijch vektorii.

K oDDILU V.3 — PROSTORY KONECNE A NEKONECNE DIMENZE

Piiklad 17. Necht X je metrizovatelny LCS nekoneéné dimenze. Ukazte, Ze na X existuje
nespojity linearni funkcional.

Navod: PouZijte algebraickou bdzi X a Priklad 13.

Priiklad 18. Existuje na kazdém HLCS nekone¢né dimenze nespojity linearni funkcional?

Navod: PouZijte Priklad 10.



K oDDILU V.4 — METRIZOVATELNOST TVS
Piiklad 19. Ukazte, ze prostor F je metrizovatelny, pravé kdyz I' je spocetna.

Navod: K dikazu < pouzijte Tvrzeni V.21. K dikazu = predpoklddejte, Ze ' je mespocetnd
a ukazte, Ze meexistuje spocetnd bdze okoli nuly. K tomu pouZijte definici soucinové topologie,
zejména fakt, Ze bdzové okoli nuly je definovdno pomoci konecné mnoha soutadnic.

Piiklad 20. Ukazte, Ze prostor F! je normovatelny pravé kdyz I' je konecn4.

Navod: K dikazu = predpoklddejte, Ze I' je nekoneénd a dokazte, Ze Zddné okoli nuly nend
omezené. K tomu pouZijte definici soucinové topologie, zejména fakt, Ze bdzové okoli nuly je
definovdano pomoci konecéné mnoha souradnic.

Piiklad 21. Ukazte, ze prostor C(R,F) z Piikladu V.1(3) neni normovatelny.

Navod: UkaZte, Ze Ze Zadné okoli nuly neni omezené. K tomu pouZijte pseudonormy z Prikladu
V.6(3).

Piiklad 22. Ukazte, ze prostor H(2) z Piikladu V.1(4) neni normovatelny.

Navod: Postupujte podobné jako v predchozim prikladu.

Piiklad 23. Uvazme prostor C(T,F) spojitych funkei na Tichonovové prostoru T' s to-
pologii stejnomérné konvergence na kompaktnich podmnozinach 7' (viz Piiklad V.6(4)).

(1) Ukazte, ze prostor C(T,TF) je metrizovatelny, préave kdyz existuje posloupnost (K,)
kompaktnich podmnozin 1" takova, ze pro kazdou kompaktni podmnozinu K C T’
existuje n € N, pro které K C K.

(2) Predpoklddejme, ze T neni o-kompaktni. Ukazte, ze C(7,F) neni metrizovatelny.

(3) Predpokladejme, ze T je lokalné kompaktni. Ukazte, ze C(T,F) je metrizovatelny,
praveé kdyz T je o-kompaktni.

(4) Necht T'= Q (s topologii zdédénou z R). Ukazte, ze T je o-kompaktni, ale C(T,F)
neni metrizovatelny.

Navod: (1) K dukazu < pouzijte Tvrzeni V.21. K dikazu = predpoklddejte, Ze T neexistuje
prislusnd posloupnost (K,), a ukaZte, Ze neexistuje spocetnd bdze okoli nuly. To lze dokdzat
sporem. Predpokldidejme, Ze (U,) je bdze okoli nuly, kazdé U, lze definovat pomoci kompaktni
podmnoziny K, C T. Necht K C T je kompaktni, pro kterou K \ K, # 0 pro n € N. Necht
V ={filflrlle < 1}. S vyuZitim <iplné regularity ukazte, Ze V neobsahuje Zadnou z mnoZin
Upn. (3) Necht T je lokdiné kompaktni a o-kompaktni. Ukazte, Ze existuje posloupnost (K)
kompaktnich podmnozin T, pro kterou plati T = J,, K, a K, C int K41 pron € N, a Ze tato
posloupnost splriuje podminku z (1). (4) Necht (K,) je posloupnost kompaktnich podmnoZzin Q.
S pouzitim faktu, Ze kazdé kompakini podmnozina Q je 7idkd zkonstruujtr posloupnost (x,) v Q
takovou, ze x, € Q\ K,, a (zy,) konverguje k 0.

Priklad 24. Ukazte, ze prostor C(T,F) s topologii stejnomérné konvergence na kom-
paktnich podmnozinach Tichonovova prostoru 7' (viz Piiklad V.6(4)) je normovatelny,
pravé kdyz T je kompaktni.

Navod: Predpoklddejme, Ze T neni kompaktni. Necht U je okoli nuly definované pomoci kom-
paktni mnoZiny K CT. Necht x € T C K. Ukaste, Ze f — |f(x)] je spojitd pseudonorma, kterd
nent omezend na U.



K oDpDILU V.5 - FRECHETOVY PROSTORY, TOTALNE OMEZENE MNOZINY

Priklad 25. Necht (X, [|-||) je Banachuv prostor. Necht (||| - |||x) je posloupnost funkcf
X — [0, 00], které splnuji nasledujici podminky:
e |[[oll[x = 0;
o Vo e XVa e F\{0}: |[|az|l[x = | - |[[z]|];
o Yo,y € X: [|lx+yllle < [[l2|llx + [lylllx;
e funkce |||-|||x je zdola polospojitd, tj. pro kazdé ¢ € R je mnozina {x € X |||x|||x <
¢} uzaviena,
o Vz e X: lzf < llxf[l < [llzflla < [llllls < ...
Ozna¢me Y = {z € X;Vk € N: |||z|||x < +00}.
(1) Ukazte, ze Y je vektorovy podprostor prostoru X.
(2) Ukazte, ze Y je Fréchetuv prostor, je-li opatien lokélné konvexni topologii gene-
rovanou posloupnosti norem (||| - |||x)-

Navod: (2) Pouzijte Tvrzeni V.21 z predndsky a postup dukazu Véticky 1.5 na kaZdou z norem
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Priklad 26. Necht (X, ||-||,) je posloupnost Banachovych prostoru a pro kazdé n € N
je dano kvocientové zobrazeni P, : X,, .1 — X,,. Polozme

Y ={(z,);¥n e N: (z, € X,, & x, = P(y41))}

Ukazte, ze Y je Fréchetuv prostor, pokud jej opatiime posloupnosti pseudonorem (py)
definovanych vzorcem
pr((@n)) = llzelly,,  (zn) €Y.

Navod: Pouzijte Tvrzeni V.21 z predndsky.

Piiklad 27. Pomoci Piikladu 26 ukazte, ze prostory C(R,F) a H(Q?) (viz Piiklad V.1(3,4)
z prednasky) jsou Fréchetovy prostory.

Priklad 28. Necht X je LCS a A, B C X jsou totalné omezené podmnoziny. Ukazte, ze
i mnoziny AU B, A+ B, A, b(A) jsou totdlné omezené.

Piiklad 29. Nechf X je LCS, jehoZ topologie je generovand translaéné invariantni met-
rikou p. Ukazte, ze mnozina A C X je totalné omezena v TVS X, pravé kdyz je totalné
omezena v metrice p.

K oDDILU V.6 — ROZSIROVACI A ODDELOVACI VETY

Piiklad 30. Necht X je normovany linedrni prostor nekoneéné dimenze. Ukazte, ze v X
existuji dvé disjunktni konvexni mnoziny, které jsou husté v X (a tedy je nelze oddeélit
nenulovym prvkem X*).

Navod: VyuZijte existenci nespojitého linedrniho funkciondlu.

1/2
Priklad 31. Necht X = C([0,1]) s L*normou (tj. || f]| = <f01 |f|2> ). Pro @ € R defi-

nujme Y, = {f € X; f(0) = a}. Ukazte, ze (Y,; @ € R) je systém po dvou disjunktnich
hustych konvexnich mnozin. Ukazte, Ze pro o # 8 nelze mnoziny Y, a Yz oddélit nenu-
lovym prvkem X*.



Piiklad 32. Necht X = ¢y nebo X = (? pro né&jaké p € [1,00) (uvazujme prostory nad
R). Necht @ = (x,) € X je prvek, jehoz vsechny soufadnice jsou kladné, a y = (%2) € X.
Polozme

A={z=(z,) € X;VneN:z, >0}, B ={—x +ty;t € R}.

Ukazte, ze A a B jsou disjunktni uzaviené konvexni podmnoziny X, které neni mozné
oddélit nenulovym prvkem X*.

Navod: Postupujte sporem: Necht f € X*\ {0} splriuje sup f(B) < inf f(A). UkaZte, Ze nutné
f >0 mna A ainf f(A) = 0. Funkciondl f lze reprezentovat prislusnou posloupnosti (prvkem
' resp. 09, kde }D + % = 1), ukaZte, Ze vSechny prvky této posloupnosti musi byt nezdporné. Z
predpokladu inf f(B) < 0 odvodte f(y) =0, a odtud f =0, coZ ddvd spor.

DALST PRIKLADY - METRICKE VEKTOROVE PROSTORY

Metricky vektorovy prostor (kratce MVS) je vektorovy prostor X nad IF opatfeny metrikou
p, VUCi niz jsou operace na X spojité, tj. plati:
o, =T, Y, > yvX =2x,4+y, > r+yvX;
ez, > v X, N\, 2 AVvF = \z, > A\ v X.
Je ztejmé, ze MVS je specidlnim piipadem TVS. Pritom MVS nemusi byt lokalné kon-
vexni, o ¢emz svédéi napiiklad prostory LP z Piikladu V.1(5) z prednasky.

Priklad 33. Necht X je prostor viech lebesgueovsky méritelnych funkef na [0, 1] (s hod-
notami v IF; ztotoznujeme funkce, které se rovnaji skoro viude). Pro f,g € X polozme

p(ﬁg):/o min{1, |f — g|}.

(1) Ukazte, ze p je metrika na X, s niz je X MVS.
(2) Ukazte, ze konvergence posloupnosti v metrice p splyvé s konvergenci v mifte.
(3) Je vysledn4 topologie lokalné konvexni?

Navod: (3) Ukazte, Ze pro kazdé r > 0 je konvexni obal mnoZiny {f € X;p(f,0) <r} celé X.

Piiklad 34. Necht X je vektorovy prostor nad F a ¢ : X — [0,00) je F-norma na X, tj.
zobrazeni s néasledujicimi vlastnostmi:
e ¢(x) =0« x=0;
o Vr e XVAeF, |\ <1:q(\x) <q(x);
o Yo,y € X: q(z+y) < q(x) +q(y);
e Vz € X: lim ¢(tx) = 0.
t—0+

Ukazte, ze vzorec p(z,y) = q(x — y) definuje translaéné invariantni metriku na X, v niz

je X MVS.

Piiklad 35. Necht X je vektorovy prostor nad F, p € (0,1) a ¢ : X — [0,00) je p-norma
na X, tj. zobrazeni s nasledujicimi vlastnostmi:

¢ §(z) =0« 2 =0;

o Vz € XVAeF: g\x) = |\ q(x);

o Va,y € X: gz +y) < q(e) +q(y)-
Ukazte, ze vzorec p(z,y) = q(x — y) definuje transla¢né invariantni metriku na X, v niz

je X MVS.



Navod: Ukazte, Ze q je F-norma.

Piiklad 36. Necht p € (0,1). Ukazte, ze funkce f + [[f|l, = [[f|" du je p-norma na
LP(p).

Piiklad 37. Necht X je MVS, jehoz metrika p je indukovana p-normou pro néjaké p €
(0,1). Ukazte, ze mnozina A C X je omezend v X, pravé kdyz je omezend v metrice p.

Priklad 38. Necht X = L?([0,1]), kde p € (0,1).
(1) Ukazte, Ze pro kazdé r > 0 plati co {f € X;[|f]|, <r} = X.
(2) Ukazte, ze existuje omezend podmnozina X, jejiz konvexni obal neni omezend
mnozina.
(3) Ukazte, ze jediny spojity linedrni funkciondl na X je konstatni nulovy funkcional
(tj. X ={0}).
Navod: (1) Necht f € X an € N. Ukazte, Ze eristuje déleni 0 = tg < t1 < --- < t, =1, Ze
pro kazdé j plati f;tjj_l lfIP = %fol |fIP. Ddle ukazte, Ze pro n dost velké maji funkce nfx(;_, 1,
p-normu mensi nez r. (2) Pouzijte (1) a predchozi priklad. (3) PouZijte (1).

Piiklad 39. Necht X = (7, kde p € (0,1). Ukazte, ze pro kazdou posloupnost x = (z,,) €
(> vzorec

me(y) = anym Yy = (yn> €,
n=1

definuje spojity linearni fukcional na ¢P. Ukazte, ze zobrazeni & — ¢, je linedrni bijekce
(> na X*.

Priklad 40. Necht p € (0,1). Ukazte, ze 7 je izomorfni (dokonce izometrické) podpro-
storu LP([0,1]). S vyuzitim pfedchozich dvou piikladu pak ukazte na protipiikladu, ze
spojity linearni funkcional na podprostoru MVS nemusi jit rozsitit na spojity linearni
funkcional na celém prostoru.

Priklad 41. Necht X = L?([0,1]), kde p € (0,1). Zvolme kladnd ¢isla €, n a § tak, aby
platilo p < I—}FE, T<pd<eal:<p. PlronENpoloZme:zcn:ﬁ,fn:n“rE
aty, = —rs.

(1) Ukazte, ze mnozina K = {0, f1, fo, f3,... } je kompaktni v X.

(2) Ukazte, ze mnozina co K neni omezend v X.

X(In+17xn)

Navod: (1) Ukazte, Ze f, — 0 v LP([0,1]). (2) Uvazte proky %



