V1.3 Polary a jejich aplikace

Definice. Necht X je LCS. Necht A € X a B C X™* jsou neprazdné mnoziny. Pak
definujeme

={feX*Vee A:Ref(x) <1}, Byo={rxeX;VfeB:Ref(r)<
A°={fe X" Ve e A:|f(x)] <1}, B, ={r e X;VfeB:|f(x) <1},
L={feX*VzecA: f(zx) =0}, B, ={z e X;VfeB: f(z) =0}

1},

Mnoziny A® a B, nazyvame polary mnozin A a B, mnoziny A° a B, pak absolutni polary
a mnoziny A+ a B, anihilatory.

Poznamky:

(1) Terminologie a znaceni v literatufe kolisad. Nékdy je slovem poléra minéna abso-
lutni polara, nékdy se pro nasi polaru pouziva znaceni A°, B,.

(2) Pokud X je Hilbertiv prostor, pak pro A C X miize A+ oznacovat bud anihil4tor
nebo ortogondalni doplnék. To je treba rozlisit podle kontextu. Nicméné tyto
dvé situace spolu souvisi, jak bylo vysvétleno v oddilu III.1. Pripomenme toto
vysvétleni: Pro z € X je

fo(y) =(y,x), yeX

spojity linedrni funkcional na X a navic z — f, je (sdruzené linedrni) izometrie
X na X* (viz Véta I1.15). Pfi tomto znaceni mame

anihildtor A = {f,;x € ortogonalni doplnék A}.

(3) Pokud X je Hausdorfftiv a duélni prostor X* opatfime slabou* topologii o(X*, X),
pak (X* w*)* = »(X), a tedy pro B C X* plati B®> = »(B,), kde B je (zpétnd)
poléra dle predchozi definice a B” je polara viéi prostoru (X*, w*) a jeho dualu
#(X). Podobné je tomu pro absolutni polary a pro anihilatory.

Priklad 10. Necht X je normovany linearni prostor. Pak plati
(a) (Bx)” = (Bx)® = Bx-~,
(b) (Bx+)» = (Bx+)o = Bx.
Tvrzeni 11 (polarovy kalkulus). Necht X je LCS a A C X neprazdna mnozina.

(a) Mnozina A" je konvexni a obsahuje nulovy funkcional, A° absolutné konvexni a
AL je podprostor X*. Vsechny tfi mnoZiny jsou navic slabé* uzaviené.

(b) A+ C A° C A”.
(c) Je-li A vyvazena, je AD = AO Je liACC X, je A> = A° = A+,
(d) {0} = {0}° = {o}* = X", X* = X° = X = {o}.

(e) Pro ¢ > 0 plati (cA)> = %AD, (cA)° =14°
(f) Necht (A;)ier je neprazdny systém neprazdnych podmnozin X. Pak
(Uie 7 Ai)o = (;er A5 Analogicky vzorec plati i pro polary a anihilatory.



Poznamka: Analogicka tvrzeni plati i pro B C X* a mnoziny B, B,, B,. Jsou jen
dva rozdily: Mnoziny B, B, a B, jsou slabé uzaviené a pro platnost analogie druhého
tvrzeni v bodé (d) je tfeba predpokladat, ze X je Hausdorffuv.

Véta 12 (o bipolafe). Necht X je LCS a A C X a B C X* jsou neprazdné mnoziny.
Pak plati

(A7), =eo(AU{o0}) (=" XD (AU{o}), (B,)” =" M) (BU{o}),
(A°), = acoA (= aco” XX 4), (B,)° = aco” XX B,

(A1), =spand (= span’ XX A4), (B1)* = span XX B,

Dusledek 13.  Necht X a Y jsou normované linearni prostory a T € L(X,Y). Pak

*

(ker T)= =T/(Y*)"
Véta 14 (Goldstine).  Necht X je normovany linearni prostor a » : X — X** kano-
nické vnoreni. Pak plati

Véta 15 (Banach-Alaoglu). Necht X je LCS a U C X je okoli o. Pak plati:
(a) U° je slabé* kompaktni podmnozina X* (tj., je kompaktni v topologii o(X*, X)).
(b) Je-li navic X separabilni, je U° je v topologii o(X*, X) metrizovatelna.

Dusledek 16 (Banach-Alaoglu pro normované prostory). Necht X je normovany
linearni prostor. Pak (Bx-,w*) je kompaktni. Je-li X separabilni, je (Bx~,w*) navic
metrizovatelna.

Dusledek 17 (reflexivni prostory a slabé kompaktnost).  Necht X je Banachuv pros-
tor. Pak X je reflexivni, pravé kdyz Bx je slabé kompaktni. Je-li X reflexivni a separa-
bilni, je (Bx,w) navic metrizovatelna.

Poznamka. 7 Dusledkt 16 a 17 dostaneme jednodussi dukaz Vét 11.33 a I1.34:

e Je-li X separabilni normovany linearni prostor, pak kazd4 omezené posloupnost
v X* ma4 slabé* konvergentni podposloupnost.

e Je-li X je reflexivni Banachiiv prostor, pak kazda omezend posloupnost v X ma
slabé konvergentni podposloupnost.

Dusledek 18. Necht X je reflexivni Banachuiv prostor a f : X — R je funkce s
nasledujicimi vlastnostmi:

(i) f je slabé sekvencialné zdola polospojita, tj.
Vo € X V(z,,) posloupnost v X:x, — x = f(x) < liminf f(z,).
(i) lim f(z) = 4oc.
[zl =00
Pak f nabyva na X v néjakém bodé minima.
Podminka (i) je splnéna napriklad v pfipadé, ze vSechny troviiové mnoziny {x €
X; f(z) <c}, c € R, jsou uzaviené a konvexni.



