V.5 Fréchetovy prostory

Definice. Necht (X,7) je LCS. Prostor X se nazyvé Fréchetav prostor, pokud
T je generovana néjakou tuplnou transla¢né invariantni metrikou.

P¥iklady 24.

(1) Kazdy Banachitiv prostor je i Fréchetiiv prostor.
(2) Prostory FN, C(R,FF), H(Q) zminéné v Piikladech 1 jsou Fréchetovy
prostory.

Tvrzeni 25.  Necht (X,7T) je Fréchetiiv prostor. Pak kazda translacné in-
variantni metrika, ktera generuje topologii T, je uplna.

Tvrzeni 26.  Necht X je Fréchetiiv prostor. Pak mnozina A C X je kom-
paktni, pravé kdyz je totalné omezena a uzavrena.

Tvrzeni 27. Necht X je LCS a A C X je totalné omezena. Pak aco A je téz
totalné omezena.

Dusledek 28. Necht X je Fréchetuv prostor a A C X kompaktni pod-
mnozina. Pak aco A je rovnéz kompaktni.

Véta 29 (Banach-Steinhausova véta).  Necht X je Fréchetuv prostor a 'Y je
LCS. Necht (T,,) je posloupnost spojitych linearnich zobrazeni T,, : X — Y.
Necht pro kazdé v € X existuje limita lim T,x vY. Pak zobrazeniT : X — Y
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definované predpisem T'r = lim T,x pro x € X je spojité.
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Véta 30 (o otevieném zobrazeni). Necht X a Y jsou Fréchetovy prostory a
T : X —Y jespojité linearni zobrazeni X na Y. Pak T je oteviené zobrazeni.
Specialné, je-li T navic prosté, je T~! spojité, tj. T je izomorfismus X na Y.

Poznamky: Pro obecné TVS je situace nasledujici:

e TVS, jehoz topologie je generovana transla¢né invariantni tplnou me-
trikou, se nazyva F'-prostor. Prikladem F'-prostoru, ktery neni lokalné
konvexni, jsou prostory LP(u) pro p € (0,1) zminéné v Pfikladu 1(5).

e Tvrzeni 25 a 26 plati pro F-prostory beze zmény.

e Tvrzeni 27 a Diusledek 28 pro prostory, které nejsou lokalné konvexni,
neplati.

e Véta 29 plati i v pripadé, ze X je F-prostor a Y je TVS. Dukaz je
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e Véta 30 plati i pro F-prostory.



