V.2 Spojita a omezena linearni zobrazeni

Tvrzeni 12.  Necht (X,7T) a (Y,U) jsou LCS nad F a L : X — Y je linedrni
zobrazeni. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) L je spojité.
(ii) L je spojité v bodé o.
(iii) L je stejnomérné spojité, tj.

VU eU(o)AV e T(o)Vx,ye X :x—y eV = L(x) — L(y) € U.

Tvrzeni 13. Necht X aY jsou LCS a L : X — Y je linearni zobrazeni. Pak
L je spojité, prave kdyz

Vq spojitou pseudonormu na Y dp spojita pseudonorma na X
Vo € X : q(L(z)) < p(z).

Pokud P je systém pseudonorem generujici topologii prostoru X a Q je systém
pseudonorem generujici topologii prostoru Y, pak je spojitost L ekvivalentni
podmince

Vg€ Qap1,...,px € PIe>0Vz € X : q(L(x)) < c-max{pi(x),...,pr(x)}.

Tvrzeni 14. Necht (X,7T) je LCS nad F a L : X — F je linedrni zobrazeni.
Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) L je spojité.
(ii) ker L je uzavieny podprostor X.
(iii) Existuje U € T (o) takové, ze L(U) je omezena mnozina v .
Je-li topologie T generovana systémem pseudonorem P, pak je spojitost L dale
ekvivalentni podmince
(iv) Ip1,...,px € PIc > 0Vr € X : |L(z)| < ¢- max{pi(x),...,pr(x)}.

Je-li L nespojité, je ker L. husty podprostor X.

Definice. Necht (X,7) je LCS a A C X. Mnozina A je omezend v (X, T),
pokud pro kazdé U € T (o) existuje A > 0, pro které A C \U.

Lemma 15. Necht (X,7T) je LCS a A C X. Mnozina A je omezena v X,
pravé kdyz kazda spojita pseudonorma p na X je omezena na A. (Podminku
staci testovat pro néjaky systém pseudonorem generujici topologii X.)



Tvrzeni 16. Necht (X,7T) a (Y,U) jsou LCS nad F a L : X — Y je linearni
zobrazeni. Uvazme nasledujici podminky:

(i) L je spojité.

(ii) Pro kazdou A C X omezenou je L(A) omezend v'Y (tj. L je omezené).
Pak plati (i)=(ii). Je-li topologie T generovana néjakou translacné invariantni
metrikou na X, pak (i)<(ii).

Poznamky. (1) Z Véty 22 v oddilu V.4 plyne, Ze je-li LCS (X,7) metrizo-
vatelny, tj. topologie 7 je generovana néjakou metrikou, pak tuto metriku lze
zvolit transla¢né invariantni.

(2) Ekvivalence v Tvrzeni 16 obecné neplati, coz bude plynout z obecné véty,
k niz se dostaneme pozdéji.

Definice. Necht (X,7) a (Y,U) jsou LCS nad F a L : X — Y je linearni
zobrazeni. Rikame, Ze L je

e izomorfismus X do Y, je-li L spojité, prosté a L™ je spojité na L(X);
e izomorfismus X na Y, je-li L spojité, prosté a na a L~! je spojité na Y.

Prostory X a Y jsou izomorfni, existuje-li izomorfismus X na Y.

Poznamka: Z tohoto oddilu o obecnych TVS plati:

e Tvrzeni 12 beze zmény, z Tvrzeni 14 ekvivalence podminek (i)—(iii).
e Omezené mnoziny se definuji stejné, Tvrzeni 16 plati beze zmény.
e Plati i zfejmé analogie poznamky (1) za Tvrzenim 16.



