IX. Kompaktni konvexni mnoziny

Umluva: V této kapitole uvazujeme jen vektorové prostory nad R. Nejde o
zéddnou tjmu, nebot vSechny definice i vysledky jsou pouZitelné i pro komplexni
prostor, protoze se pouziva jen struktura jeho realné verze.

Definice. Necht X je vektorovy prostor a A C X je konvexni mnozina. Rikame,
ze bod x € A je extremdlnim bodem mnoziny A, jestlize neni vnitfnim bodem
zadné tsecky lezici v A, tj. plati-li

Va,be AVte€ (0,1):x=ta+ (1 —t)b=a=0b=u.
Mnozinu vSech extremalnich bodd mnoziny A znac¢ime ext A.

Poznamka. Bod z € A je extremalnim bodem konvexni mnoziny A, praveé
kdyz neni stfedem zadné nedegenerované tsecky v A, tj. prave kdyz

1
Va,bEA:a::§(a+b):>a:b:ac.

Piiklady 1. Necht X = R2. Pak plati:
(1) Je-li A C R? konvexni mnohotihelnik, pak jeho extremalnimi body jsou
pravé jeho vrcholy.

(2) Je-li A C R? uzavieny kruh, pak mnozinou ext A je jeho hrani¢ni kruznice.
(3) Je-li A C R? otevieny kruh, pak ext A = ().

Definice. Necht X je vektorovy prostor a A C X je konvexni mnozZina. Pod-
mnozinu F C A nazveme hranou mnoziny A, pokud plati nasledujici dvé pod-
minky:

o F' je neprazdna konvexni podmnozina A;

oVa,be A: f(a+b)eF=>a€F &beF.

Lemma 2 (vlastnosti hran). Necht X je vektorovy prostor a A C X je
konvexni mnozina.

(a) x € A je extremalnim bodem mnoziny A, pravé kdyz {x} je hranou
mnoziny A.

(b) Je-li F; C A hrana mnoziny A a F» C F; je hrana mnoziny F, pak Fy
je hranou mnoziny A.

(¢) Pokud navic X je HLCS a A je kompaktni mnozina obsahujici alespon
dva body, pak existuje uzaviend hrana F G A.

Véta 3 (Krein-Milman).  Necht X je HLCS a K C X je konvexni kompaktni
mnozina. Pak
K =coext K.

Specialné, je-li K neprazdnd, pak ext K # ().



Tvrzeni 4 (Minkowski-Carathéodory).  Necht X je HLCS dimenze n € N
a K C X je neprazdna kompaktni konvexni mnozina. Pak K = coext K.
Dokonce plati, ze kazdy bod K Ize vyjadrit jako konvexni kombinaci nejvyse
n + 1 extremalnich bodii K a tyto body lze volit afinné nezavislé.

Priklad 5. Necht K je kompaktni Hausdorffiv prostor a P(K) je mnozina
Radonovych pravdépodobnosti na K uvazovana jako podmnozina (C(K)*, w™*).
Pak P(K) je kompaktni konvexni mnozZina a jeji extremalni body jsou pravé
Diracovy miry.

Tvrzeni 6 (Milman).  Necht' X je HLCS a K C X je konvexni kompaktni
mnozina. Pokud A C K splnuje K = co A, pak ext K C A.

Tvrzeni 7 (o tézisti miry).  Necht X je HLCS a K C X je kompaktni konvexni
mnozina.

(a) Pro kazdou p € P(K) existuje pravé jeden bod x € K spliujici

Vf: K — R spojitou afinni : f(z) = /fd,u.
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(b) Zobrazeni r : i+ r(u) je spojité afinni zobrazeni P(K) na K.

Véta 8 (Krein-Milmanova véta o integralni reprezentaci).  Necht X je HLCS
a K C X je kompaktni konvexni mnozina. Pak pro kazdé x € K existuje
p € P(K) spliujici p(ext K) =1 a x = r(u).
Tvrzeni 9. Necht X je HLCS a K C X je kompaktni konvexni mnozina.

(a) Je-li K metrizovatelny, pak ext K je G5 podmnozina K.

(b) Pokud dim X < 2, pak ext K je uzaviena podmnozina K.
Poznamka. Existuje kompaktni konvexni mnozina K C R3, pro kterou mnozina
ext K neni uzavrena.

Poznamka. Plati nasledujici Choquetova véta zesilujici Vétu 8 v pripadé metri-
zovatelného K:

Necht X je HLCS a K C X je metrizovatelnd kompaktni konvexni mnozina.
Pak pro kazdé x € K existuje p € P(K) splnujici p(ext K) =1 a xz = r(u).

Existuje verze této véty i pro nemetrizovatelné K, jeji formulace je vsak
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