VII.6 Konvoluce a Fourierova transformace temperovanych distribuci

Znaceni a timluva: Pfipomenime, ze A\ znaéi Lebesgueovu miru na R¢. Oznaéme my =
(2m)~%2)\%, V tomto oddilu budeme prostorem LP(R?) rozumét prostor LP(mg). Taktéz kon-
voluci budeme uvazovat vici této mire, tj.

Fro@) = [t —y)dnaw) = G [ F@ete - ) dy.
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Navic, vSechny prostory uvazujeme komplexni.

Pripomenuti:

e Pro f € L'(R?) je Fourierova transformace funkce f definovdna vzorcem

1

W e (:c)e_i<t’m> d:c, te Rd.

fit) = [ f)e™ ) ama(a) =

e Fourierova transformace zobrazuje L'(R?) do Cp(R%).

e Fourierova transformace zobrazuje .’ na . a pro f € .% plati ]/“\ = f.
Lemma 24. Fourierova transformace je izomorfismus .¥ na .7.

Definice. Nechf A je temperovana distribuce na R?. Jeji Fourierovou transformaci rozumime
zobrazeni

Alp) =A@), pe

Pripomenuti:

e Je-li P polynom na R?, ozna¢me symbolem P polynom na R? definovany vzorcem P (t) =
P(it) pro t € R, Je-li P tvaru

Pit)= ) cat®, teR?
a€eNg,|a|<N

kde N € Ny a cq, a € N&, |a| < N jsou né&jaka komplexni ¢isla, pak

Pit)y= > it teR”

aeNg, |a|<N

e Je-li P polynom na R? vys$e uvedeného tvaru a f je funkce tiidy C> na R (nebo obecnéji
na oteviené podmnoziné R¢), pak symbolem P(D) f zna¢ime funkci definovanou vzorcem

PD)f= >  caD"f
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(Tato definice m4 smysl i pro funkce tiidy CV.)



Véta 25 (vlastnosti Fourierovy transformace na .7").

(a) Fourierova transformace je linearni bijekce ' na .7, pro A € .#' plati

~

A=A,

=)

=A.

(b) Necht (A,) je posloupnost v.% a A € .. Pak A, — A v.%', pravé kdyz A, — A v
S

(c) Pro f € LY(R?) plati Ay = A]/;.

(d) Pro f € L?(RY) plati //X-} = Ap(y), kde P je zobrazeni z Plancherelovy véty.

e) Je-I1 A € a € polynom na , pa

(e) Je-li A € .7 a P je poly R?, pak

—

P(D)A=P-A, P-A=PD)A

Lemma 26. Necht ¢ € A(R?).

(a) Je-li x,, = x vRY, pak 7, 0 — Tpp v AR?).
(b) Necht e € R?. Pak do € .#(R%). Navic, pokud pro r € R\ {0} definujeme funkci ¢,
predpisem

pr(@) = ~(p(x) — p(x —re)), xR,

ti. or = L(p — Tre), Pak o, — Oeip v AR?) pror — 0.

Tvrzeni 27. Necht di,ds € N a ¢ € ARD x R®).
(a) Necht A € .'(R%). Proy € R% definujme ¥(y) = A(x — p(x,y)). Pak ¢ € A R%®)
a pro kazdy multiindex o € Ngz plati D) (y) = A(x — D@ y(x,y)) proy € R%.
(b) (Fubiniova véta pro temperované distribuce) Necht A; € ' (R%4) a Ay € ' (R9). Pak

Azr(y = Mi(z = p(z,y))) = A(z = Aoy = o, y))).

Definice. Necht U je temperovana distribuce na R? a ¢ € AR?). Konvoluci funkce ¢ a distribuce
U rozumime funkci U * ¢ definovanou vzorcem

Usp(x)=U(rep) =Uly — p(x —y)), x=ecR™

Poznamka. Je-li p € Z(RY), pak tato definice splyva s definici konvoluce distribuce a testovaci
funkce z oddilu VII.4.

Véta 28 (o konvoluci temeperované distribuce a funkce ze Schwartzova prostoru).  Necht
Uc.Y, pe.7 Pak plati:
(a) U * ¢ € C®(RY) a pro kazdy multiindex o plati D(U * ) = (DU) % p = U * D%p.
(b) Ays, je temperovana distribuce.
(c) Je—h f € LP(Rd) pro néjaké p € [1,00], pak Ay x p = f * .
(e) * @*w) (U @) 1.



