VII.5 Temperované distribuce
Umluva: Pro € R? zna¢ime symbolem ||| eukleidovskou normu vektoru .

Definice.

e Schwartzovym prostorem na R? rozumime prostor funkeci

f e C™(RY); funkce x + (14 ||z|*)N D f(z)
AR = je omezena na R?
pro kazdé N € Ny a kazdy multiindex o

Nehrozi-li nedorozuméni (tj., je-li d piedem déno), misto .#(R¢) piseme jen .7.
e Pro f € a N € Ny polozme

px(f)= s |+ 2] Do f(a)
a€NZ [a|<N o

= sup{|(1 + %) D* /(=)
Pak py je norma na .7.

sz € RY a e N¢, |a| < NY.

Tvrzeni 17. Necht' d € N.
(a) Schwartziiv prostor .#(RY) opatieny posloupnosti norem (py) je Fréchetiiv prostor.
(b) 2(RY) je husty podprostor .#(R?).
(c) Pokud (y;) je posloupnost v #(R?) konvergujici v (R?) k funkci ¢, pak také p; — ¢
v .Z(RY).

Definice. Temperovanou distribuci na R? rozumime spojity linearni funkcional na ARY), tj.
spojité linearni zobrazeni A : AR?) — F. Prostor temperovanych distribuci znac¢ime .7’ (R9)
nebo jen ..

Poznamka:
e Jeli A temperovand distribuce na R?, pak jeji ztizeni na Z(R?) je (diky Tvrzeni 17(c))
distribuce na R?.
e Prostor .7'(RY) lze tedy diky ptredchozimu bodu a Tvrzeni 17(b) interpretovat jako
linearni podprostor 2'(R?).
e Pii interpretaci z predchoziho bodu je dana distribuce A € 2'(R?) temperované, prave
kdy?# existuje jeji spojité rozsifeni na AR?).
Tvrzeni 18 (charakterizace temperovanych distribuci).

(a) Necht A : .¥ — F je linedrni zobrazeni. Pak A je temperovana distribuce, pravé kdyz
existuji N € Ng a C > 0, pro ktera plati

IA(p)| < Cpn(p), ¢eS

(b) Necht A € 2'(R?). Pak A je temperovana (ve smyslu predchozi poznamky), pravé kdyz
existuji N € Ng a C' > 0, pro ktera plati

IA(9)] < Cpn(g), © € ARY).



Definice. Necht (A,) C .% je posloupnost temperovanych distribuci na R?. Rekneme, ze
posloupnost (A,,) konverguje v .#’ k temperované distribuci A, pokud konverguje ve slabé*-
topologii, tj. pokud A, (¢) — A(p) pro kazdou ¢ € ..

Véta 19 (Banach-Steinhausova véta pro temperované distribuce).  Necht (A,,) je posloupnost
temperovanych distribuci. Pokud pro kazdé ¢ € .¥ existuje vlastni limita lim A, (p), pak
n—oo

limitni zobrazeni A(p) = lim A, (¢), ¢ € ., je temperovana distribuce.
n—oo

Tvrzeni 20 (ptiklady temperovanych distribuci).

(a) Kazda distribuce s kompaktnim nosic¢em je temperovana.
(b) Je-li f € LP(RY) pro néjaké p € [1,00], pak As je temperovand distribuce a je ddna
vzorcem

Af(so)z/Rdfso, peS

(c) Je-li f méFitelna funkce na RY, pro kterou existuje polynom P na R? splijici |f| < |P|
na R%, pak A  je temperovana distribuce a je déna vzorcem z bodu (b).

(d) Je-li p znaménkové ¢i komplexni mira na R?, pak A, je temperovana distribuce a je
dana vzorcem

Au(so)I/Rdsodu, p €.

Poznamka: ProtoZe temperované distribuce jsou specidlnim p¥ipadem distribuci na R¢, ope-
race s distribucemi definované v oddilech VII.2-VII.4 (derivace, nésobeni funkci tfidy C*°, po-
sun, otoceni, konvoluce s funkei z Z(R%)) jsou pouzitelné i na temperované distribuce, pficemz
vysledkem je distribuce. V nékterych piipadech je vysledkem dokonce temperovana distribuce.

Lemma 21 (spojitost operaci na Schwartzové prostoru).  Nasledujici zobrazeni jsou spojita
linearni zobrazeni . do .%:

e f+ P f,jeli P polynom na R%,
o fryg-fijelige S,
o f— D*f, je-li a multiindex.
Tvrzeni 22 (operace s temperovanymi distribucemi).  Necht A € .7"(R9).
(a) Necht a je libovolny multiindex. Pak DA € .’ (R%). Navic,

D*A(p) = (=1)*IA(D*¢), ¢ € ARY).

(b) Necht f € AR?) nebo f je polynom na RY. Pak fA € ./ (R?). Navic, D®A € ./ (R%).
Navic,
FA(p) = A(fe), ¢ € ARY).
(c) Necht'y € RY. Pak ,A € ' (RY) a

Ty A(f) = A(7_yf), [ € ARY.
(d) A € ' (RY). Navic A(f) = A(f) pro f € ARY).

Tvrzeni 23.  Necht (A,) je posloupnost v .7’ konvergujici v.' k A € ..
(a) D®A,, — D®A v . pro kazdy multiindex c.
(b) fA, — fA, je-li f €. nebo f je polynom na R?.



