VI1I.4 Konvoluce distribuci
Znaceni. Necht M c R a f: M — F je funkce.

e Pro y € R? definujme funkci 7, f (tzv. posun funkce f) vzorcem

(@) = [~ 1), weyt M.
e Otocenim funkce f budeme rozumét funkci f definovanou vzorcem

f(:n) = f(-x), =x=e€-M.
fla+re)— f(a)

(Jestlize e je jednotkovy vektor, jde o derivaci funkce f v bodé a ve sméru e.)

e Pro a,e € RY definujeme O.f(a) = lir% , pokud limita existuje.
r—

Lemma 13. Necht ¢ € 2(R?).
(a) Je-li x,, — = vRY, pak 7, 0 — Txp v Z(R?).
(b) Necht e € R?. Pak d.p € 2(R%). Navic, pokud pro r € R\ {0} definujeme funkci ¢,
predpisem
(@) = Lpla +re) — pl@), @ € R,
tj. ¢r = 3 (T_re — ¢), Pak ¢ = e v A(R?) pror — 0.

Tvrzeni 14. Necht d;,ds € N a ¢ € P(RH x R®).
(a) Necht A € 2'(R%). Proy € R% definujme (y) = Az — p(x,y)). Pak ¢ € Z(R%) a
pro kazdy multiindex o € N plati D (y) = Az — D(© O‘)gp( ,y)) proy € Rz,
(b) (Fubiniova véta pro distribuce) Necht Ay € 2'(R%) a Ay € 9'(R%). Pak
Az(y = A = p(z, ) = M = Ao (y = p(2, )))-

Definice. Necht U je distribuce na R? a ¢ € Z(R%). Konvoluci funkce ¢ a distribuce U rozumime
funkci U * ¢ definovanou vzorcem

Uso(x)=U(128) =U(y — p(x —y)), xeR

Poznamka: Protoze 7, € 2(R?) kdykoli © € R? a ¢ € 2(R?), je U * ¢ dobte definované
funkce na RY.
Véta 15 (o konvoluci distribuce a testovaci funkce).  Necht U je distribuce na R? a ¢,1) €
P(R?). Pak plati:

(a) Jeli f € LL (RY), pak Ay x @ = f .

(b) U * ¢ € C>*(R%) a pro kazdy multiindex o plati

DU x @) = (D*U) x o =U * D%

(c) spt(U % ¢) C spt U + spt . Specialné, ma-li U kompaktm nosi¢, pak U x ¢ € Y(RY).

(d) Je-li (h;) aproximativni jednotka v Z(R%), pak Ay, — U v 2'(RY).

(e) Pro kazdé x € R? je 7, (U * @) = (12U) * ¢ = U * T50.

() Ux(pxy)) = (Uxp)x¢.
Znaceni. Je-li U distribuce na R¢,

e jejim posunem o = € R? rozumime zobrazeni 7, U definované vzorcem

mU(0) = U(Tap) =U(y — o(y + ), ¢ e ZR);
e jejim otoCenim rozumime zobrazeni U definované vzorcem

U(p) =U(g) =U(y = ¢(~y)), ¢ € ZRY).
Poznamka. Je-li U distribuce na R? a & € R?, pak 7,U i U jsou také distribuce na R?. Je-li

Vv
f < LlOC(Rd)’ pa‘k Ta:Af — ATmf a Af = Af'



Poznamka o konvoluci dvou distribuci: Necht U a V jsou dvé distribuce na R?. Bylo by
prirozené definovat jejich konvoluci pfedpisem
U*V)(p)=U(Vxp), ¢eARY.
Pokud totiz V = Ay, kde ¢ € 2(R?), pak z Tvrzeni 14(b) plyne
Avap(p) = U ), ¢ € AR?).

Konvoluci v takovéto obecnosti ovéem definovat nelze, protoze V # ¢ nemusi patfit do Z(R%)
(je to funkce tiidy C°°, ale nemusi mit kompaktni nosi¢). Nicméné v nékterych specialnich
pripadech uvedeny vzorec smysluplnou definici dava. Miize to byt zptisobeno zejména nékterym
z nasledujicich dtvodi:

e Ze specialnich vlastnosti V mutize plynout, ze V * ¢ musi mit kompaktni nosié.

e Ze specialnich vlastnosti U muze plynout, ze U lze prirozené rozsitit na prostor vsech

C funkci.

e Kombinace predchozich dvou moznosti: Ze specialnich vlastnosti U a V plyne, ze U lze
piirozené rozsifit na vétsi prostor a p¥itom V * ¢ musi pat¥it do tohoto prostoru.
Priklady situaci, kdy je konvoluce U * VV dobfe definovana vySe uvedenym vzorcem:

(1) V ma kompaktni nosi¢: Pak pro kazdou ¢ € 2(R%) ma V * ¢ kompaktni nosi¢ (viz Véta
15(c)).

(2) U ma kompaktni nosi¢: Pak zvolime nezapornou funkci ¢ € Z(R%), které je konstantné
rovna jedné na néjaké otevrené mnoziné obsahujici spt U. Nasledné U lze rozsifime na
C>(R%) pomoci vzorce U(f) = Uy f), f € C®(RY).

(3) Pro kazdé r > 0 je (U(o,r) —spt V) Nspt U kompaktni: Pro r > 0 zvolime nezdpornou
funkci ¢, € 2(R?), ktera je konstantné rovna jedné na néjaké oteviené mnoziné obsahu-

jici (U(o,r) —spt V) Nspt U. Pak U rozsifime na prostor

{f € C®°R%);3Ir > 0:spt f C U(o,r) —spt V'}

predpisem N

U(f)=U@f), sptfcU(o,r)—sptV.

(4) Predpokladejme, ze existuji m,n € Ny a ¢,d > 0, ze
U(@)l <cligll, a [V(e)] <dlel,, proe e 2R?).
Pak U lze kanonicky spojité rozsirit na prostor
[f € C=®%; | fl], < o0

a pro kazdé ¢ € Z(RY) plati HV * cpHn <d|lll Tedy U =V lze prirozené definovat
a vysledna distribuce splnuje

(U V)(0)] < cdlol]

m—+n*

pro ¢ € Z(RY).

m—+n

Tvrzeni 16. Necht U aV jsou distribuce na R¢ spliiujici predpoklady jedné z vyse uvedenych
situaci. Pak plati:

(a) U *V je distribuce na R? a plati U xV =V x U.

kompaktni nosic.
(f) Pro kazdy multiindex « plati

D*(U «V)=(D*U)*V =U x DV.
(g) U=U=xAs, a DU = U * D*As, pro kazdy multiindex «.



