IV.2 Distribuce, zakladni vlastnosti a operace
Definice. Necht Q C R? je oteviena mnozina, ((,,) posloupnost v 2(Q) a ¢ € 2(2). Rekneme,
ze posloupnost (¢, ) konverguje k p v 2(Q2), pokud jsou splnény nasledujici dvé podminky:

e Existuje K C ) kompaktni takova, ze spt ¢,, C K pro vsechna n € N.
e Pro kazdy multiindex o € N¢ plati D%p,, = D% na K.

Tuto skutecnost zkracené zapisujeme p,, — ¢ v Z(Q).

Poznamka. Necht o € N¢ je multiindex.

e Pokud ¢ € Z(R2), pak D% € 9(Q).
e Pokud ¢, — ¢ v 2(Q), pak D%p,, = D% v 2(Q).

Znaceni: Necht Q C R je oteviend mnozina.
e Pro o € () a N € Ny oznacme

ol = max{||D*¢l| ;& € Ng, o] < N} = sup{| D% (2)|;x € Q,a € N, |a| < N}.
o Je-li K C ) kompaktni podmnozina, polozme

Ik () ={p € Z(Q);spty C K}.

Lemma 5. Necht Q C R? je oteviend mnozina.

(a) Pro kazdé N € Ny je ||-|| y norma na ().
(b) Je-li K C Q kompaktni podmnozina, pak prostor Py (2) s posloupnosti norem (||-|| )
je Fréchetiv prostor.

Tvrzeni 6.  Necht Q C RY je oteviend mnozina a A : 9(Q) — F je linedrni funkcion4l.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) ¥(en) C 2(Q) Voo € Q) : o = 0 v D(Q) = Alpn) = Alg).

(2) Y(on) C 2(Q) on = 0 v 2(Q) = A(pn) = 0.

(3) Pro kazdou K C ) kompaktni je restrikce A|g @) spojita na P ().
(4)

4) Pro kazdou kompaktni podmnozinu K C () existuji N € Ny a C' > 0 tak, ze
AR < Cllelly, € Zr().

Definice. Nechf 2 C R? je oteviens mnozina.

e Distribuci na Q rozumime linearni funkciondl A : 2(Q) — F spliujici ekvivalentni pod-
minky z Tvrzeni 6.

e Prostor viech distribuci na €2 zna¢ime 2'(Q).

e Distribuce A na Q je kone¢ného fadu, pokud v podmince (3) z Tvrzeni 6 mizeme ¢islo
N € Ny volit nezavislé na K. Nejmensi mozné takové N pak nazyvame rad distribuce A.

Priklady 7. Necht Q C R? je oteviend mnoZina.
(1) Je-li f € L], .(Q), definujme

Z/f% v € 2(Q).
Q

Pak Ay je distribuce fédu 0 na 2. Rikdme ji requlami distribuce generovana f.



(2) Je-li i nezaporna regularni borelovska mira na ), kterd je kone¢na na kompaktnich
podmnozinach ), pak

Au(w)zfﬂsodu, ¢ € 9N,

je distribuce fadu 0 na €.

(3) Je-li p konec¢na znaménkova nebo komplexni reguldrni borelovska mira na ), pak zo-

brazeni A, definované stejnym vzorcem jako v predchozim bodé je distribuce fadu 0
na €.

(4) Zobrazeni
Alp) =¢'(0), ¢ 2R),

je distribuce radu 1 na R. Tato distribuce neni tvaru Ay ani A,, z piedchozich bodii.
(5) Zobrazeni

Ap) =) e™n),  vegR),

je distribuce na R, ktera neni konecného radu.

Poznamky. Z Lemmatu 2 plynou nasledujici tvrzeni:

e Pokud pro f,g € L .(Q) plati Ay = A,, pak f = g skoro vSude na Q. To ospravedliuje
skutecnost, ze distribucim se né€kdy rika zobecnéné funkce.

e Jsou-li 4 a v dvé miry, pro které plati A, = A,, pak p = v.
o Jeli felLl

Le(€Q) a p mira, pro které plati Ay = A, pak p(A) = [, fdX? pro kazdou
A C Q borelovskou.

Definice. Nechf 2 C R? je oteviend mnozina a A je distribuce na €.

e Je-li a € N¢ multiindex, pak a-tou derivaci distribuce A rozumime zobrazeni DA defino-

vané predpisem

D*A(p) = (=1)IA(D%¢), v € 2(Q).
e Jelli f € C>(9), pak nasobkem distribuce A funkci f rozumime zobrazeni fA definované
predpisem
(fM) (@) =A(fe), © € Q).

Poznamka. V piipadé, 7e d = 1, pak misto D'A piSeme A’, misto D?A piseme A” a obecné
misto D" A piseme A,
Véticka 8.  Necht Q C R? je oteviena mnozina. Pak plati:
(a) Pro kazdou A € 2'(Q) a kazdy multiindex o € N¢ je D*A také distribuce na .
(b) Pro kazdou f € C*(Q2) je D*Ay = Apay.
(c) Je-lid=1,Q = (a,b) a f € L _((a,b)), pak

loc
o (Ay) =A, (kde g € L _((a,b))), pravé kdy# funkce g je slabou derivaci funkce f;

o (Af) = A, (kde p je kone¢na mira), pravé kdyz mira p je slabou derivaci funkce
f

(d) Je-li A€ 2'(Q) a f € C®(Q), pak fA je distribuce na Q.
(e) Je-li f €C>(Q) age L (), pak fA; = Ay,

loc

Tvrzeni 9.

(a) Necht A € 9'((a,b)) a N’ = 0. Pak existuje c € F, ze A = A..
(b) Obecnéji, je-li @ C R? oteviend souvisla a A € 2'(Q) takva, ze DA = 0 pro kazdy
multiindex « spliujici |a| = 1, pak existuje c € F, ze A = A..



