VI1I. Zaklady teorie distribuci
VII.1 Prostor testovacich funkci a slabé derivace

Znaceni (pfipomenuti z Kapitoly IV):
e No=NU{0}={0,1,2,3, ...}
e Prvky N& nazjvame multiindexy. Pro o € N& znaéime |a| = a3 +- - -+ ayq.
Toto ¢islo nazyvame fadem multiindexu «.
o Je-li O C R? oteviend, f € C*°(Q,F) a a € Q, pak
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Definice. Necht d € N a Q C R¢ je oteviend mnozina.

(a) Je-li f:Q — F spojita, pak jejim nosi€em rozumime mnozinu
spt [ = {x € & f(x) # 0},
kde uzavér se bere v ().
(b) Oznacme
D, F) ={f € C>®(Q,F);spt f je kompaktni podmnozina 2}.
Prvky 2(£2,F) nazyvame testovaci funkce, prostor (€2, F) pak nazyvame
prostorem testovacich funkci.
(c) Metitelnou funkci f : © — T nazyvame lokalné integrovatelnou v (2,
jestlize pro kazdé x € () existuje takové r > 0, ze f je lebesguovsky
integrovatelna na U(x,r) (tj. fU(w’r) |f| < o0). Prostor vSech lokalné

integrovatelnych funkci v  zna¢ime L (Q,F). (Pfesnéji jde o prostor
tfid ekvivalence, kdy ztotoznujeme funkce, které se rovnaji skoro vsude.)
(d) Zvolme nezdpornou h € Z(RY), pro kterou plati spte C U(0,1) a

fRd h = 1. Pro j € N definujme funkci h; pfedpisem
hi(x) = j?h(jx) pro x € R

Posloupnost (h;), ktera takto vznikne, nazyvame aproximativni jednotkou
v 2(R%) nebo téz zhlazovacim jadrem.

Lemma 1. Necht Q C R? je oteviend. Pak pro p € [1,00) je Z(Q) husty
podprostor LP(().

Lemma 2. Necht Q C R? je oteviena mnozZina.

e Necht i je (konecnd) znaménkova ¢i komplexni regularni borelovska mira
na ). Pokud pro kazdou ¢ € 2(Q) plati [, ¢du =0, pak = 0.

o Necht f € L;, () a pro kazdou ¢ € 2(Q) plati [, fo =0. Pak f =0
skoro vsude na ).



Definice. Necht (a,b) C R je otevieny interval a f € Li _((a,b)).

e Funkce g € Li _((a,b)) se nazyva slabou derivaci funkce f, pokud pro

kazdou ¢ € Z((a,b)) platl
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e Necht u je kone¢na regularni borelovska mira na (a,b) (znaménkova ¢i

komplexni). Rikéme, Ze mira p je slabou derivaci funkce f, pokud pro
kazdou ¢ € Z((a,b)) platl

/ fo' = / edpu.
(a,b)

Tvrzeni 3.  Necht (a,b) C R Je otevieny interval a f € L ((a,b)). Pokud

pro kazdou ¢ € 9((a,b)) plati fa fo' =0, je funkce f konstantni (tj. existuje
konstanta c, pro kterou f = ¢ skoro vsude na (a,b)).

Jinymi slovy: Je-li slabou derivaci funkce f € Li,_((a,b)) nulovd funkce, je f
konstantni (ve vySe uvedeném smyslu).

Véta 4. Necht f € L ((a,b)).

(a)

(b)

Slaba derivace f je jednoznacné urcena. Tj., jsou-li dvé funkce g1, gs €
Li .((a,b)) slabou derivaci funkce f, pak g1 = go skoro vsude. Podobné,

jsou-li dvé miry 1, e slabou derivaci funkce f, pak 1 = ps.

Je-li f absolutné spojita na [a,b], pak ma vlastni derivaci skoro vsude,

f' € L*((a,b)) a f' je slabou derivaci funkce f.

Obréacené, ma-li funkce f ma slabou derivaci g € L*((a, b)), pak existuje

funkce fy absolutné spojita na [a,b], ktera se rovna f skoro vSude na

(a,b). V tom pfipadé g = f{ skoro vsude.

Obecnéji, funkce f mé slabou derivaci v Li, _((a, b)), pravé kdyz existuje

funkce fo lokdlné absolutné spojitd na (a,b) (tj absolutné spojita na

kazdém uzavieném podintervalu [c,d] C (a,b)) takova, ze fo = f skoro

vsude.

Existuje konec¢na mira i, ktera je slabou derivaci funkce f, prave kdyz

existuje funkce fo konecné variace na |[a, b] takova, ze fy = f skoro vsude
a (a,b). V tom pripadé pro kazdy podinterval (c,d) C (a,b) plati

plle,d)) = lim fo(z) — lim fo(z).
Navic, p je realna, prave kdyz fo lze volit realnou, a p je nezaporna,
pravé kdyz fo Ize volit neklesajici.



