V. Lokalné konvexni prostory

Zakladni znaceni:
R ... téleso realnych cisel
C ... téleso komplexnich ¢isel
F ... téleso R nebo C
Je-li X vektorovy prostor nad I, nulovy vektor znacime o (a nékdy také 0).
Je-li X vektorovy prostor nad F, Y CC X znamena, ze Y je podprostor X.

V.1 Lokalné konvexni topologie a jejich generovani

Definice. Topologickym vektorovym prostorem nad F rozumime dvojici (X,7), kde X je
vektorovy prostor nad [F a 7 je topologie na X, kterd ma nasledujici dvé vlastnosti:

(1) Zobrazeni (x,y) — = + y je spojité zobrazeni X x X do X.
(2) Zobrazeni (t,x) — tx je spojité zobrazeni F x X do X.

Misto terminu topologicky vektorovy prostor budeme pouzivat zkratku TVS. Je-li (X, 7T)
navic Hausdorffav, piseme HTVS.
Symbolem 7 (0) budeme rozumét systém vsech okoli bodu o v (X, T).

Definice. Necht (X,7) je TVS. Prostor X se nazyva lokalné konvexni, pokud existuje

baze okoli nuly tvorena konvexnimi mnozinami. Termin lokdiné konvexni TVS budeme
zkracovat LCS, Hausdorffav pak HLCS.

P¥iklady 1.

(1) Necht (X, |||) je normovany linearni prostor a T necht je topologie generovana
normou (tj. generovand metrikou generovanou normou). Pak (X,T) je HLCS.

(2) Necht' T je libovolna neprazdna mnozina. Pak F' je HLCS, je-li opatien soudi-
novou topologii.

(3) Prostor C(R,F) spojitych funkci naR je HLCS, pokud je opatten topologii lokalné
stejnomérné konvergence. Ta je generovana napriklad metrikou

o

p(f.9)= 3 g min{lmax{|f(@) — g(e)| ;2 € [-nn]}}, g € CRF).

n=1

(4) Necht Q@ C C je oteviend mnozina. Pak prostor H()) holomorfnich funkci na
Q) je HLCS, pokud je opatien topologii lokalné stejnomérné konvergence. Ta je
generovana napiiklad metrikou

oo

p(f,9) = O 5 min{Lmax{|f() — g()] 5= € Kb fg € H(®)

n=1

kde (K,) je posloupnost kompaktnich mnozin vycerpavajici Q (tj. spliujici
K, CInt K, 1 pro kazdé n e N a |, K;, = ).



(5) Necht (€2, %, i) je prostor s nezapornou mirou ap € (0,1). Pak prostor LP (2, 3, 11)
tvoreny tiidami ekvivalence méritelnych funkci f : Q — F spliujicich
Jo |fIP dp < 0o je HT'VS, pokud je opatfen topologii generovanou metrikou

p(f.g9) = /Q |f—gl” dp, fr9€ LP(Q,3, ).

Pokud naptiklad Q2 = [0,1] a pu je Lebesgueova mira nebo Q = N a u je séitaci
mira, pak tento prostor neni lokalné konvexni.

Poznamka: Dale se budeme zabyvat pouze lokalné konvexnimi prostory. Pro obecné
topologické vektorové prostory je cast teorie zcela analogicka, ¢ast podobna s vyrazné
tézsimi dukazy a c¢ast zcela jina. Shody a rozdily zminime v obcasnych poznamkach a
nékolika ptikladech.

Pozorovani: Je-li (X,7) LCS, pak 7 je invariantni viaéi posunuti. Tj., je-li A C X a
x € X, pak A je oteviena, pravé kdyz x+ A je oteviena. Z toho plyne, Ze mnozina A C X
je okolim bodu = € X, pravé kdyz —z+A € T (o). Proto systém 7 (0) jednoznacné urcuje
topologii T.

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad F a A C X. Rikdme, Ze mnozina A je
konvexni, pokud pro kazdé x,y € A a kazdé ¢t € [0,1] plati tx 4+ (1 — t)y € A;
symetrickd, pokud A = —A;

vyvazena, pokud pro kazdé a € F spliujici |o| < 1 plati aA C A;

absolutné konvexni, je-li konvexni a vyvazena;

pohlcujici, pokud pro kazdé x € X existuje t > 0, Ze {sz;s € [0,t]} C A.

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad F a A C X. Konvexnim obalem (vyvazenym
obalem, resp. absolutné konvexnim obalem) mnoziny A rozumime nejmensi konvexni (vy-
vazenou, resp. absolutné konvexni) mnozinu obsahujici A. Tuto mnozinu zna¢ime co(A)

(b(A), resp. aco(A)).

Véticka 2.  Necht X je vektorovy prostor nad F a A C X.

(a) Je-li F =R, pak A je absolutné konvexni, pravé kdyz je konvexni a symetricka.
(b) co(A) = {t1x1 + -+ tgxp;x1,. ..,k € Aty .ty >0t + -+t = 1}

(c) b(A) ={ax;z € A,a € F,|a] <1}.

(d) aco(A) = co(b(A)).

(e) A je konvexni, pravé kdyz pro kazda dveé kladna cisla s, t plati (s+t)A = sA+tA.

Véticka 3.  Necht (X, T) je LCS aU € T (o). Pak plati:
(i) U je pohlcujici.

(ii) Existuje V € T (o) splaujici V +V C U.
(iii) Existuje V € T (o) oteviena a absolutné konvexni spliiujici V C U.



Véta 4.

(1) Necht (X,T) je LCS. Pak existuje U, baze okoli o s vlastnostmi:
(i) Prvky U jsou pohlcujici, oteviené a absolutné konvexni.
(ii) Pro kazdé U € U existuje V € U splnujici 2V C U. Je-li X navic Hausdorf-
fiiv, plati také U = {o}.
(2) Obracené, necht X je vektorovy prostor ald je systém podmnozin X s vlastnost-
mi:
(i) Prvky U jsou pohlcujici a absolutné konvexni.
(ii) Pro kazdé U € U existuje V € U spliujici 2V C U.
(iii) Pro kazdé U,V € U existuje W € U spliujici W Cc UNV.
Pak existuje pravé jedna topologie T na X takova, ze (X,7T) je LCS ald je baze
okoli 0. Pokud navic (U = {0}, je T Hausdorfova.

Véta 5 (o topologii generované systémem pseudonorem).  Necht X je vektorovy pro-
stor a ‘P neprazdny systém pseudonorem na X. Pak existuje pravé jedna topologie T na
X, pro kterou (X, T) je LCS a systém

{{x e Xspi(z) <cyyo.oypp(x) <crptipiy---spk € Pocr,y ..o o > 0}
je baze okoli o v (X, T). Topologie T je Hausdorffova, pravé kdyz pro kazdé x € X \ {o}
existuje p € P, pro které p(x) > 0.
Definice. Topologie 7 z Véty 5 se nazyva topologie generovana systémem pseudonorem P.

Priklady 6.

(1) Je-li (X,]|:]|) normovany linearni prostor, pak ||-|| je pseudonorma na X. Topolo-
gie generovana normou splyva s topologii generovanou jednoprvkovym systémem
pseudnorem {||-|| }.

(2) Soucinova topologie na F' z Piikladu 1(2) splyva s topologii generovanou sys-
témem pseudonorem {p~;y € I'}, kde

py(f) =], feF.

(3) Topologie lokalné stejnomérné konvergence na C(R,F) z Prikladu 1(3) splyva
s topologii generovanou posloupnosti pseudonorem (p,)nen, kde

pn(f) = sup{|f(90)| S [_nv n]}v VS C(RvF)'

(4) Necht T je Hausdorffiiv topologicky prostor a C(T,F) necht oznacuje prostor
spojitych funkci na T. Pak systém pseudonorem

P ={pk; K C T kompaktni}, kde px(f)= meal)(c|f(x)|, fecC(T,F),

generuje na C(T,F) topologii stejnomérné konvergence na kompaktech. Je-1i T
lokalné kompaktni, jde o topologii lokalné stejnomérné konvergence.



Definice. Necht X je vektorovy prostor a A C X je konvexni pohlcujici mnozina.
Minkowského funkciondlem mnoziny A rozumime funkci definovanou vzorcem

pa(z) =inf{\ > 0;2 € \A}, x e X.

Lemma 7. Necht X je LCS a A C X je konvexni mnozina. Pokud x € A ay € Int A,
pak {tz + (1 —t)y;t € [0,1)} C Int A.

Tvrzeni 8 (o Minkowského funkcionalu konvexniho okoli nuly). = Necht X je LCS a
A C X je konvexni okoli o. Pak plati:

® p4 je spojita na X.

e Int A= {ze X;pa(z) <1}.
o A={z€ X;pa(x) <1}.

® PA =Pz = PInt A-

Disledek 9. Kazdy LCS je uplné regularni. Kazdy HLCS je Tichonoviiv.

Véta 10 (o generovani lokalné konvexnich topologii).  Necht (X,T) je LCS. Necht Pr
je systém vsech spojitych pseudonorem na prostoru (X,T). Pak topologie generovana
systémem P je rovna T .

Tvrzeni 11. Necht X je vektorovy prostor.

(1) Je-li p pseudonorma na X, pak mnozina A = {x € X;p(x) < 1} je absolutné
konvexni, pohlcujici a plati p = pa.
(2) Necht p, q jsou dvé pseudonormy na X. Pak p < q, pravé kdyz
{z e X;p(x) <1} D{zr € X;q(x) < 1}.
(3) Necht P je neprazdny systém pseudonorem na X a T je topologie generovana
systémem P. Necht p je pseudonorma na X. Pak p je T-spojita, pravé kdyz
existuji p1,...,pr € P ac> 0, pro ktera plati p < ¢- max{p1,...,pxr}-

Poznamka: Z tohoto oddilu o obecnych TVS plati:

e Pozorovani za Priklady 1 beze zmény.

e Véticka 3, pokud v bodé (iii) nahradime slova ,absolutné konvexni“ slovem
,Vyvazena‘.

e Véta 4, pokud v ni nahradime slova ,absolutné konvexni“ slovem , vyvazena“ a
navic pozadavek ,2V C U*“ pozadavkem ,V +V C U*.

e Lemma 7 a Tvrzeni 8 beze zmény.

e Dtsledek 9 beze zmény, ale s vyrazné tézsim dikazem.



