FUNKCIONALNI ANALYZA 1

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE — ZS 2021/2022

PRIKLADY KE KAPITOLE IV

K oppiLu IV.1 — PRIKLADY BANACHOVYCH ALGEBER, INVERTIBILN{ PRVKY

Piiklad 1. Necht A = (C", ||||,), kde p € [1,00] a n > 2. Uvazujme na A ndsoben{ po
soufadnicich, tj.,

(1,22 @) - (Y1, Y25 Yn) = (T1Y1, T2Y2, - - - TaYn)-
(1) Ukazte, ze A je Banachova algebra s jednotkou a najdéte jeji jednotku.
(2) Ukazte, ze jednotka ma normu 1, prave kdyz p = oo.
(3) Aplikujte na A pfislusné pfenormovani a ukazte, ze nova norma je ||| ..

Piiklad 2. Necht M, je algebra komplexnich n x n-matic opatiend maticovym nésobeni.
Pripomenme, ze kazda n x n-matice reprezentuje linedrni zobrazeni C* — C" a ze maticové
nasobeni odpovida sklddani linedrnich zobrazeni.
(1) Necht p € [1,00] a uvazujme na M, operdtorovou normu z L((C", ||| ))). Ukazte,
ze M, pak je Banachova algebra s jednotkou a ze jednotka méa normu 1.
(2) Ukazte, ze pro p; # ps jsou normy z (1) ekvivalentni a ruzné, pokud n > 2.
(3) Ukazte, ze M, je komutativni, pravé kdyz n = 1.

Piiklad 3. Necht M, je algebra komplexnich n x n-matic opatfend maticovym nasobeni.
Uvazujme na M, normu

(aij)ij=1,.nll = D lasg] -
Ukazte, ze M, opatfend touto normou je BanathJOVIa algebra s jednotkou a jeji jednotka
m& normu vétsi nez 1 (pro n > 2).
Piiklad 4. Necht A = (C", |||,), kde n > 2 a p € [1, o0].
(1) Definujme nédsobeni na A predpisem
(1,29 xn) - (Y1, Y2+, Yn) = (T1Y1, T1Y2, - - - s T1Yn)-

Ukazte, ze A opatiend timto nasobenim je Banachova algebra a ze A ma mnoho
levych jednotek, ale zddnou pravou jednotku.
(2) Definujme nasobeni na A by

(1,22, 2n) - (Y1, Y2 - -, Yn) = (T1Y1, TaYn, - - -, TaY)-

Ukazte, ze A opatfend timto nasobenim je Banachova algebra a ze A mé mnoho
pravych jednotek, ale zadnou levou jednotku.
(3) Reprezentujte algebry z bodu (1) a (2) jako podalgebry maticové algebry M,,.

Navod: (8) Uvazte matice s jednim nenulovym radkem nebo sloupcem.



Priklad 5. Necht A = (P(T"), kde p € [1,00] a I je nekonetnd mnozina. Uvazujme na A
bodové nasobeni.

azte, ze A je Banachova algebra.
1) Uk AjeB h lgeb
(2) Ukazte, ze A mé jednotku, pravée kdyz p = oo.

Piiklad 6. Necht X je libovolny netrividlni Banachiv prostor. Definujme na X trividln{
nasobeni, tj., z-y = o pro z,y € X.
(1) Ukazte, ze X je Banachova algebra bez jednotky.
(2) Popiste algebru X* (s pridanou jednotkou).
(3) Reprezentujte algebry X a X+ jako podalgebry L(XT) = L(X @, C).
(4) Najdeéte podalgebru maticové algebry M,, (kde n > 2) izomorfni takové trividlni
algebre.

Navod: (4) PouZijte popis z (3) pro X = C"~ L.

Piiklad 7. Necht Ay, ..., A, jsou Banachovy algebry a necht p € [1, 00]. Uvazme vekto-
rovy prostor A = A; x Ay x -+ x A, kde norma a nasobeni jsou dany vzorci

(a1, an)ll = Il - - Nlaa DI, -
((11, ce ,an) : (bl, .. ,bn) = (albl, PN ,anbn).

(1) Ukazte, ze A je Banachova algebra.

(2) Ukazte, ze A ma jednotku, pravé kdyz kazda z algeber Ay, ..., A, mé jednotku.
(Prislusnou jednotku najdéte.)

(3) Ukazte, ze A je komutativni, pravé kdyz kazda z algeber Ay, ..., A, je komutativni.

Piiklad 8. Necht T je Hausdorffiiv lokalné kompaktni prostor. Uvazme Banachuv prostor
Co(T') (s maximovou normou) a definujme na ném bodové nésobeni.

(1) Ukazte, ze Co(T') je komutativni Banachova algebra.

(2) Ukazte, ze algebra Co(T") ma jednotku, pravé kdyz T' je kompaktni.

(3) Necht T nenf kompaktni. Necht B = span (Co(T")U{1}) jakozto podalgebra ¢>°(T).
Ukazte, ze B je (algebraicky) izomorfni (Co(7"))™, ale nikoli izometrické.

Piiklad 9. Necht K je kompaktni Hausdorffiv prostor a necht A je Banachova algebra.
Necht C(K, A) je vektorovy prostor vSech spojitych zobrazeni f : K — A. Uvazujme na
C(K, A) normu a nasobeni dané vzorci

/1] =sup{[lf(D)[l;t € K}, feC(K,A),
9)(t) = f(t)-9(t), tekK, fgeC(K A).

(f
(1) Ukazte, ze C(K, A) je Banachova algebra.
(2) Ukazte, ze C(K, A) ma jednotku, pravé kdyz A ma jednotku, a najdéte ji.
(3) Ukazte, ze C(K, A) je komutativni, prave kdyz A je komutativni.

Piiklad 10. Necht X je Banachuv prostor. Uvazme prostor L(X) vsech spojitych linedrnich
operator na X s operdtorovou normou. Definujme na L(X) ndsobeni jako sklddani
operatoru.

(1) Ukazte, ze L(X) je Banachova algebra s jednotkou a najdéte jeji jednotku.

(2) Ukazte, ze L(X) je komutativni, pravé kdyz dim X = 1.

Navod: (2) Pokud dim X > 2, zvolte z1,x2 € X linedrné nezdvislé. Ukazte, Ze existuji x7i, x5 €
X*, pro které x7(z1) = x5(x2) = 1 a z](x2) = x5(x1) = 0. Uvazte operdtory tvaru x — x}(x)x;
a jejich linedrni kombinace.



Piiklad 11. Necht X je Banachuv prostor a necht A = K(X) je prostor kompaktnich
linedrnich operatoru na X, uvazovany jakozto podprostor L(X).
(1) Ukazte, ze A je uzaviena podalgebra L(X), a je to tedy Banachova algebra.
(2) Ukazte, ze A mé jednotku, praveé kdyz dim X < oc.
(3) Ukazte, ze A je komutativni, pravé kdyz dim X = 1.
(4) Necht dim X = oo. Necht B = span (A U {I}) jakozto podalgebra L(X). Ukazte,
ze B je (algebraicky) izomorfni A*, ale ne izometricka.

Navod: (3) Ukazte, Ze operdtory pouzité v Prikladu 10(2) jsou kompaktnd.

Priklad 12. Necht (G, +) je komutativni grupa. Uvazujme na Banachové prostoru ¢! (G)
nasobeni * definované vzorcem

=Y fWax—y), fgel(G).
yeG
Ukazte, ze £*(G) pak je komutativni Banachova algebra s jednotkou, a najdéte jeji jed-
notku.

Priklad 13. Necht (G, -) je nekomutativni grupa. Uvazujme na Banachové prostoru £!(G)
nasobeni * definované vzorcem

(fx9) (@)=Y felyz),  f.gel'(G).
yeG

Ukazte, 7e (*(G) pak je nekomutativni Banachova algebra s jednotkou a najdéte jeji
jednotku.

Priklad 14. Necht A = L'(R"), kde n € N (normu uvazujme standardni{). Definujme na
A nésobeni * jakozto konvoluci, tj.

(f xg)(z) = . fglx —y)dy, zeR", f,geA

(1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova algebra.
(2) Ukazte, ze A neméd jednotku.

Navod: (1) Pouzijte vlastnosti konvoluce. (2) Necht’ g je jednotka. Pak pro kazdé r > 0 plati
9 * XB(0,r) = XB(0,)- £ toho odvod'te, Ze XB(0,) (T fB ()9 PTO skoro vechna x, specidlné

fB(:c,r) g =1 skoro vsude na B(0,r). Pro dost male r odvod'te spor s tim, Ze g € L'(R™).

Priklad 15. Necht A = L!([0, 1]) (normu uvazujme standardnf). Definujme na A ndsoben{
x jakozto konvoluci, tj.

(f x9)(x /f glx—y mod 1)dy, x€]0,1],f,g€ A.

(1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova algebra.
(2) Ukazte, ze A neméd jednotku.

Navod: (1) Pouzijte podobny postup jako pri dikazu vlastnosti konvoluce. (2) Postupujte ana-
logicky jako v Prikladu 14(2).



Piiklad 16. Necht (G, +) je komutativni kompaktni topologické grupa. (Tj., (G, +) je
komutativni grupa opatiend Hausdorffovou topologii, v niz jsou operace (z,y) — =+ 7y a
x — —x spojité, kterd je navic v této topologii kompaktni.) Necht M(G) je prostor vsech
komplexnich Radonovych mér na G, norma na ném necht je totalni variace a nasobeni x
je definované vzorcem

(nxv)(A) = (uxv)({(z,y) € G x Gz +y e A}),

kde p x v znaéi piislusnou soucinovou miru. Ukazte, ze M(G) pak je komutativni Bana-
chova algebra s jednotkou, a najdéte jeji jednotku.

Piiklad 17. Necht (G, ) je nekomutativni kompaktni topologicka grupa. (Tj., (G,-) je
nekomutativni grupa opatiend Hausdorffovou topologii, v niz jsou operace (x,y) — z-y a
x — 1! spojité, kterd je navic v této topologii kompaktni.) Necht M(G) je prostor vsech
komplexnich Radonovych mér na GG, norma na ném necht je totalni variace a ndsobeni *
je definované vzorcem

(nxv)(A) = (pxv){(z,y) € G x Gz -y € A}),
kde p x v znaéi piislusnou soucinovou miru. Ukazte, ze M(G) pak je nekomutativni

Banachova algebra s jednotkou a najdéte jeji jednotku.

Priklad 18. Ukazte, ze prvek maticové algebry M, m& pravou inverzi, pravé kdyz ma
levou inverzi.

Priklad 19. Necht A = L(¢?). Definujme dva operdtory S,T € A vzorcem
S(zy,x9,...) = (x2,x3,...) a T(zy,x9,...) = (0,21, 29,...).

(1) Ukazte, ze S a T nejsou invertibilni.

(2) Ukazte, ze S m4 pravou inverzi a popiste vSechny pravé inverze.

(3) Ukazte, ze T'mé a levou inverzi a popiste vSechny levé inverze.
Priklad 20. Necht G = (Z,,+) kde Z,, = {0,1,...,n — 1} opattend scitanim modulo n.
Necht A = ¢1(G) je Banachova algebra popsand v Pifkladu 12.

(1) Reprezentujte A jako podalgebru maticové algebry M,, (s piislusnou normou).

(2) Pro n =2 a n = 3 explicitné charakterizujte invertibilni prvky v A.

Navod: (1) Vnorte A do L(A).
Piiklad 21. Nechf A je Banachova algebra. Definujme na A nové nasobeni ® vzorcem
rQy=y-x, x,y€A

(1) Ukazte, ze A°? = (A, ®) je Banachova algebra.

(2) Ukazte, ze A°? nemusi byt (algebraicky) izomorfni A.

(3) Necht X je reflexivn{ Banachuv prostor. Ukazte, ze L(X) je izometricky izo-

morfni L(X™).
(4) Necht H je Hilbertuv prostor. Ukazte, ze L(H) je izometricky izomorfn{ L(H).

Navod: (2) PouZijte Priklad 4.

K oDpDILU IV.2 — SPEKTRUM A JEHO VLASTNOSTI
Priklad 22. Necht A = C(K') pro kompaktn{ Hausdorffuv prostor K a necht f € A.

(1) Ukazte, ze o(f) = f(K).
(2) Spoctéte rezolventni funkei f.



Piiklad 23. Necht A = Cy(T) pro nekompaktni lokédlné kompaktni prostor 7'
(1) Ukazte, ze o(f) = f(T) U {0} pro kazdé f € A.
(2) Predpoklddejme, ze T neni o-kompaktni. Ukazte, ze o(f) = f(T') pro f € A.
(3) V pripadé T' = R najdéte piiklad f € A splaujici f(T) S o(f).
Navod: (1) Pouzijte definici oa(f) = oa+(f) a popis AT (napriklad ten z Prikladu 8(3)). (2)
{t €T, f(t) # 0} je o-kompaktnt.

Piiklad 24. Nech{ A = ¢1(Z,) (viz Piiklad 20) a = € A.
(1) Charakterizujte o(x) jako mnozinu vlastnich ¢isel jisté matice.
(2) Pro n = 2,3 spoctéte o(z) a rezolventni funkei explicitné.
Navod: Pouzijte vysledky Prikladu 20.
Priklad 25. Necht T = {z € C;|z| = 1}, A =C(T) a f(z) = z pro z € T. Necht B je
uzaviend podalgebra A s jednotkou generovand f, tj.,
B =span{l, f,f% f* ...}
Spoctéte a porovnejte o4(f) a op(f).

Piiklad 26. Necht A je Banachova algebra s jednotkou a nechf z € A spliuje 2" = o
pro néjaké n € N. Urcete o(x) a spoctéte rezolventni funkei.

Piiklad 27. Nechf A je Banachova algebra s jednotkou a nechf z € A splituje 22 = z.
Urcete o(x) a spoctéte rezolventni funkei.

Navod: Rozliste tri pripady: x = o, v = e a x ¢ {0, e}. Inverzi \e —x najdéte ve tvaru ae+ px
pro vhodnd a, 8 € C.

Piiklad 28. Nechf A je Banachova algebra s jednotkou a nechf z € A splituje z° = z.
Urcete o(x) a spoctéte rezolventni funkei.

Navod: Je tieba rozlisit nekolik pripadi: Pripad x? = x je obsazen v Prikladu 27. Pripad x* =
—x Ize vyresit podobné jako Priklad 27. Dalsi pripad je v = e. Nakonec, pokud x> ¢ {e,xz,—x},
ukazte, Ze e, x, x? jsou linedrné nezdvislé a najdéte inverzi e —x jako linedrni kombinaci e, x, 2.

Priklad 29. Necht A = ¢*(Z) (viz Pifklad 12) a n € Z, n # 0. Ukazte, ze o(e,) = T
(kde e, je ptislusny kanonicky vektor) a ze

o0 SR Al >1
R )\’ e,) = k=0 \k+1>» ‘ )
( ) {Zzol —)\ke_lm, |)\| < 1.

Navod: Twrzeni lze dokdzat primo TeSenim rovnice (Aeg—ey,)* f = eq. Také lze vyuZit vipocet
rezolventni funkce pomoci Neumannovy rady.



K opDiLU IV.3 — HOLOMORFNI FUNKCONI KALKULUS

Piiklad 30. Necht A je Banachova algebra s jednotkou a necht f je celd funkce. Necht
F) =D a ", A€C,
n=0

je jeji Tayloruv rozvoj. Ukazte, ze pro kazdé = € A plati
f(z) = Z anx".
n=0

Navod: ProtoZe f je celd, lze v definici holomorfniho kalkulu integrovat podél kruznice o stiedu
v nule a dost velkém poloméru.

Piiklad 31. Necht A = M, a D € A je diagonalni matice s prvky di, ..., d, na diagonale.
(1) Ukazte, ze 0(D) = {dy,...,d,} a spoctéte rezolventni funkei.
(2) Necht f je funkce holomorfni na okoli (D). Ukazte, ze f(D) je diagonalni matice
s prvky f(dy),..., f(d,) na diagondle.

(3) Z predchoziho odvod'te, Ze v tomto pifpadé f(D) zavisi pouze na f|,(p).-

Navod: (2) Uvazte cyklus sestdvagici z dost maljch kruznic o stiedech dy,...,d, a pouZijte
Cauchyuv vzorec pro kruh.

Piiklad 32. Necht A = M, kde n > 2 a necht J € A je Jordanova buiika s hodnotou z
na diagondle, tj.,

z 1 0 ... 00
0O 21 ... 00
J — . E . . .
0 00 z
00 0 . 0 z
(1) Ukazte, ze o(J) = {z}.
(2) Ukazte, ze
1 L 1
A—z  (A=2) T (A=2)"
0 = ... W
M=J)"=] : : : pro A € C\ {z}.
0 0 ... i
(3) Necht f je funkce holomorfni na okoli z. Ukaite, Ze
(5 (n—=1)(,
f&) £ B2
n—2
- 0 fl2) fi2) ... Lo
) = : : : : :
0 0 0 ... f(»

(4) Z predchoziho odvod'te, 7e v tomto pifpadé hodnota f(.J) neni uréena pouze f lo()-

Navod: (8) Uvazte integrdl podél dost malé kruznice o stiedu z a pouZijte Cauchyiv vzorec
pro vyssi derivace.



Piiklad 33. Necht A = M,, a E € A je libovolnd matice. Necht f je funkce holomorfni
na okoli o(FE).

(1) Vyjadiete f(FE) pomoci Jordanova kanonického tvaru E.

(2) Charakterizujte ty matice E, pro které je f(E) urceno pouze f|y(g).

Piiklad 34. Necht A = (*(Zy) nebo A = ('(Z3). Pro x € A a f holomorfni na okolf o(x)
spoctéte f(x).
Piiklad 35. Necht A je Banachova algebra s jednotkou a x € A je prvek splitujici jednu
z nasledujicich podminek:

(1) 2™ = 0 pro néjaké n € N;

(2) 2? = z;

(3) 22 = —;

(4) 2% = ¢

(5) 2% =z, ale z4dnd z podminek (2)—(4) neplati.

Necht f je funkce holomorfni na okoli o(z). Spoctéte f(x). V kterych piipadech je tato
hodnota urcena pouze f|o(z)?

Piiklad 36. Necht A = C(K), necht g € A a necht F' je funkce holomorfni na okolf
o(g) = g(K). Ukazte, ze F(g) = F og.

Priklad 37. Necht A = (*(Z) (cf. Piiklad 12) a n € Z, n # 0. Z Prikladu 29 vime, ze
o(e,) = T. Necht g je funkce holomorfn{ na okoli T. Ukazte, ze

glen) = axern,
keZ

kde (ag)kez jsou koeficienty v Laurentové rozvoji g na okoli T.

Navod: Bud’ lze pouZit definice a vzorec z Prikladu 29, nebo lze dokdzat a pouZit analogii
turzeni z Prikladu 30 pro Laurentovy tady.

K oDDiLU IV.4 — IDEALY, MULTIPLIKATIVNI FUNKCIONALY A GELFANDOVA
TRANSFORMACE

Priklad 38. Necht A = C(K).
(1) Necht I je vlastni uzavieny idedl v A. Ukazte, Ze existuje neprazdnd uzaviend
mnozina F' C K spliujici
I'={f € C(K); flr=0}.

(2) Ukazte, ze maximalni idedly v A jsou pravé podprostory tvaru

I'={f € C(K); f(z) =0},
kde z € K.
(3) Z predchoziho odvod'te, ze multiplikativn{ funkcionély na A jsou pravé funkciondly
tvaru f — f(z), kde z € K.
(4) Vysvétlete a dokazte tvrzeni, ze Gelfandova transformace algebry A je identické
zobrazeni.

Navod: (1) Polozte F = {x € K;Vf € I: f(x) = 0}. Ukazte, Ze F # () (jinak z kompaktnosti
a z definice idedlu odvod’te, ¢ 1 € I). Podobné ukazte, Ze pro kaZdou uzavienou mnoZinu H
disjunktni s F existuje nezdpornd f € I, kterd je na H kladnd. S pouZitim Tietzeho véty a
vlastnosti idedlu ddle ukazte, Ze existuje g € I, kterd nabyvd hodnot z [0,1] a je rovna 1 na H.



Z toho nakonec odvodte, Ze kaZdou funkci nulovou na F lze libovolné presné aproximovat funkci
z 1.

Piiklad 39. Necht A = M,,, kde n > 2. Ukazte, Ze jediny vlastni oboustranny ideal v A
je nulovy.

Navod: Predpokladejte, Ze I je nenulovy idedl. Ukazte, Ze obsahuje alesponi jednu matici, kterd
md prdvé jeden nenulovy prvek, z toho ndsledné odvod’te, Ze obsahuje viechny takové matice.

Priklad 40. Necht A = (*(G), kde (G, +) je komutativni grupa (viz Ptiklad 12). Pfipomenime,
ze pak A* = (*(G). Ukazte, ze ¢ € (>*(G) patii do A(A), pravé kdyz je to gru-
povy homomorfismus do jednotkové kruznice (tj. ¢ : G — T a pro ¢;,92 € G plati
e(g1+ g2) = ¢(g1)(g2))-

Navod: Uvaile, Ze eq, * €g, = €g,4g,. K tomu, Ze hodnoty jsou v T pouZijte omezenost ¢ a
grupové operace.

Piiklad 41. Necht A = (*(Z).
(1) Popiste A(A) a vysvétlete, jak rozumét v tomto piipadé rovnosti A(A) = T.
(2) Popiste Gelfandovu transformaci A a pomoci ni vyjddiete spektrum obecného
prvku A.
(3) Je Gelfandova transformace prosta? Pokud ano, jak vypada inverzni zobrazeni?
(4) Jaky je obor hodnot Gelfandovy transformace? Je na?

Navod: (1) PouZijte Priklad 40 a wvazte zobrazeni A(A) 3 ¢ — ¢(1). (3) PouZijte znalosti
Fourierovych tad. (4) Ne kazdd spojitda funkce md absolutné konvergentni Fourierovu radu.

Priklad 42. Necht A = (1(Z,), kde n € N, n > 2.
(1) Popiste A(A) a ukazte, Ze m& pravé n prvku.
(2) Popiste Gelfandovu transformaci A a pomoci ni vyjadiete spektrum obecného
prvku A.
(3) Je Gelfandova transformace prosta? Pokud ano, jak vypada inverzni zobrazeni?
(4) Jaky je obor hodnot Gelfandovy transformace? Je na?

Navod: (1) Pouzijte Priklad 40 a wvazte zobrazeni A(A) 3 ¢ — ¢(1). (3,4) Mimo jiné vyuzijte
vlastnosti prostori konecné dimenze.

Priklad 43. Necht A = L'(R") (viz Piiklad 14). Pfipomernime, ze A* = L°°(R"™). Déle
plati
A(A) ={p:R" = T; ¢ je spojitd a Vo,y € R" : p(x + y) = o(x) - ¢(y)},
coz je znamy netrivialni fakt.
(1) Ukazte, ze prvky A(A) jsou pravé funkce x +— e/®¥) kde y € R".
(2) Vysvétlete, jak rozumét ¢asto uvadéné rovnosti A(A) = R™.
(3) Popiste Gelfandovu transformaci A a vysvétlete jeji vztah k Fourierové transfor-
maci.



Piiklad 44. Uvazme T jako kompaktni grupu s operaci ndsobeni, tj. T = {e¢%;t €
[0,27)} = {e";t € R}. Necht A = L'(T) se standardni normou a s ndsobenim defi-
novanym pomoci konvoluce, tj.

1 o % % 1 o S i(t—s
I91=3 [ IRt (Feae = 5= [ fe)ge ) s
T Jo 2m Jo
(1) Ukazte, ze A je komutativni Banachova algebra bez jednotky.
(2) S vyuzitim reprezentace A* = L>°(T) a zndmého netrivialniho faktu, ze
A(A) ={¢: T = T;¢p je spojitd a Vz,y € T: p(z - y) = ¢(z) - ¢(y)},
ukazte, ze prvky A(A) jsou pravé funkce z — x™ pro n € Z (resp. €' — e
(3) Vysvétlete, jak rozumét ¢asto uvadéné rovnosti A(A) = Z.
(4) Popiste Gelfandovu transformaci A a vysvétlete jeji vztah k Fourierovym faddm.

int) .

Navod: (1) Ukazte, Ze jde o jiny popis algebry z Prikladu 15.

Piiklad 45. Necht A je komutativni Banachova algebra s jednotkou, kterd ma konecnou
dimenzi. Ukazte, Ze pro kazdé = € A je o(x) koneénd mnozina, kterd ma nejvyse dim A
prvka.

Navod: Necht x € A. Z predpokladi plyne, Ze existuje k < n, e prvek x* je linedrni kombinact

proki 1, x, ..., 2"t Pro o € A(A) tedy musi bijt o(z) kofenem jistého polynomu stupné k. Navic
o(z) ={p(x); 0 € A(A)} (viz Véta IV.24(e)).

K opDILUM IV.5 A IV.6 — C*-ALGEBRY A SPOJITY FUNKCNI KALKULUS

Priklad 46. Ukazte, Ze na Banachové algebre ¢!(Z) (viz Pifklad 12) neexistuje involuce,
se kterou by to byla C*-algebra.

Navod: Uvazte Gelfandovu transformaci (viz Priklad 41) a ukazte, Ze jeji obor hodnot je vlastni
husty podprostor C(T). Ndsledné pouzigte Vétu IV.33.

Priklad 47. Ukazte, Ze na Banachové algebie L'(R) (viz Ptiklad 14) neexistuje involuce,
se kterou by to byla C*-algebra.

Navod: Uvazte Gelfandovu transformaci a jeji vztah k Fourierové transformaci (viz Priklad 43),
pouZijte zndmy fakt, Ze Fourierova transformace neni na Co(R™) a Vétu IV.33.

Piiklad 48. Necht A = C(K), necht g € A a necht I je funkce spojitd na o(g) = g(K).
Ukazte, ze F((g) = F o g.

Piiklad 49. (1) Necht A je komutativni C*-algebra a x € A. Ukazte, ze = je samo-
adjungovany, pravé kdyz o(z) C R.
(2) Plati tato ekvivalence i pro nekomutativni C*-algebry?

Navod: (1) Pro implikaci = pouzijte Tvrzeni IV.32. Pro opacnou implikaci si uvédomte, Ze
turzend plati v Co(T') a pouZijte Vétu IV.33. (2) Protipriklad na implikaci < najdéte v maticové
algebre Ms.

Piiklad 50. Necht A je C*-algebra. Rekneme, ze prvek = € A je nezdporny, pokud je
samoadjungovany a o(z) C [0, +00).

Ukazte, ze kazdy samoadjungovany prvek lze vyjadrit jako rozdil dvou nezédpornych
prvki.

Navod: PouZijte spojity funkcénd kalkulus pro funkce t — tT a t st~



Piiklad 51. Necht A je C*-algebra s jednotkou, x € A normalni prvek a f € C(o(z)).
(1) Ukaite, ze f(z) je normélni prvek.
(2) Ukazte, ze f(ac) je samoadjungovany prvek, pravé kdyz funkce f nabyva pouze
realnych hodnot.
(3) Ukazte, ze f(w) je nezaporny prvek, pravé kdyz funkce f nabyva pouze nezapornych
hodnot.
(4) Ukazte, ze f(x) je invertibilni prvek, pravé kdyz funkce f nenabyva hodnoty 0.

Piiklad 52. Necht A je C*-algebra a z,y € A jsou dva nezéporné prvky, které komutuji
(tj. zy = yx). Ukazte, ze xy je také nezdaporny prvek.

Navod: Necht B je uzaviend podalgebra A generovand x ay. Pak B je komutationi C*-algebra.
Pouzijte Vétu IV.33 a skutecnost, Ze tvrzeni plati v Co(Q2).

Piiklad 53. Necht A je C*-algebra s jednotkou e a € A je normdlni prvek. Ozna¢me
B uzavienou podalgebru A generovanou prvky z,z*, e a By uzavienou podalgebru A
generovanou prvky x, x*.
(1) Ukazte, ze B = By, pravée kdyz z je invertibilni v A.
(2) Nechf f € C(o(z)). Ukazte, ze f(x) € B
(3) Nechf f € C(o(x)). Ukaate, ze f(z) € By, pravé kdyz bud z je invertibilni nebo
f(0) =0.

Navod: (1) Implikace < je ziejmd. Pokud x nend invertibilni, odvod'te z Véty IV.39, Ze By ne-
obsahuje e. (2) PouZijte Vétu IV.38. (3) Implikace <= plyne z (1) a z Veéty IV.39. Predpoklddejme,
Ze x nend invertibilng (tj. 0 € o(x)) a f(0) # 0. Protoze funkénd kalkulus je izomorfismus C(o(x))
na B a zdroven izomorfismus Co(o(x) \ {0}) na By, staci si uwvédomit, zZe f ¢ Co(o(x) \ {0}).

Piiklad 54. Mé&jme stejnou situaci jako v Pifkladu 53 a navic necht f € C(o(x)).
Ozna¢me D uzavienou podalgebru A generovanou prvky f (x), f (x)*,e a Dy uzavienou
podalgebru A generovanou prvky f (), f (x)*.

(1) Ukazte, ze D C B a Dy C By.

(2) Ukazte, ze D = Dy, praveé kdyz f nenabyvé nuly.

(3) Uvazme diagram

kde r(¢) = ¢|p pro ¢ € A(B) a hy a hj, jsou zobrazen{ z konstrukce spojitého
kalkulu ve Veéte IV.38, tj. h.(p) = (2) a hf,) (¢) = U(f(z)). Ukazte, Ze tento
diagram komutuje, tj. f o h, = hf(x) o
(4) Z predchoziho bodu odvodte, ze pro kazdou g € C(o(f(x))) plati §(f(z)) =
go f(x).
Navod: (2) Pouzijte Priklad 53(1). (3) Je tieba dokdzat o(f(z)) = f(e(x)). K tomu pouZijte
definici spojitého funkéniho kalkulu a definici Gelfandovy transformace. (4) PouZijte bod (3) a
definici spojitého funkcniho kalkulu.



Piiklad 55. Necht A je C*-algebra a € A je nezdporny prvek.
(1) Ukazte, Ze existuje nezdporny prvek y € A spliiujici y? = .
(2) Je takové y jednoznacéné urceno?

Navod: (1) PouZijte spojitsj kalkulus pro funkcit — \/t na prvek x. (2) Necht z je nezdpornsf
prvek spliugici 2> = x a y je prvek ziskany postupem z bodu (1). Pomoci Prikladu 54(4) apliko-
vaného na f(t) =t a g(t) = V't ukaste, e z = y.



