FUNKCIONALNI ANALYZA 1

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE — ZS 2021/2022

PRIKLADY KE KAPITOLE III

K oppiLu I11.1 — MERITELNOST VEKTOROVYCH FUNKCI

Piiklad 1. Nechf I je libovolnd mnoZina a X je o-algebra podmnozin I' x I generovana
vemi obdélniky (tj., mnozinami tvaru A x B, kde A, B C T"). Necht ddle A = {(v,7),v €
['} je diagondla I' x T". Ukazte, ze A € X, pravé kdyz mohutnost I' je nejvyse rovna
mohutnosti kontinua.

Navod: <«: Predpoklad, Ze mohutnost I' je nejvyse rovna mohutnosti kontinua, znamend, Ze
muzeme predpokladat T' C R. Ddle existuji takovd spocetnd déleni (disjunktni pokryti) P, =
{A;,m;m € N} mnoziny R, Ze pro kazdé n déleni Ppi1 zjemiiuje Py, a kdykoli pro kazdé n mdme
Anm, € Pn, pak prinik (,cy Anm, je nejvjse jednobodovy. =: UkaZte, Ze pro kazdé M € X
ezistuje déleni (Aj;)je; mnoziny I' takové, Ze mohutnost J je nejuyse rovna mohutnosti kontinua
a pro kazdé j € J plati bud Aj x A; C M nebo (Aj x A;)NM = 0. Nejprve dokazte, Ze obdélniky
tuto vlastnost spliuji, a potom, Ze se zachovd na dopliky a spocetnd sjednoceni. Pri dikazu
zachovdvdni na spocetnd sjednoceni je dulezité, Ze (i) spocetné sjednoceni mnozin mohutnosti
nejvyse kontinuum md opét mohutnost nejvyse kontiuum, a (ii) mnoZina posloupnosti proki
mnoziny mohutnosti kontinua md také mohutnost kontinua.

Piiklad 2. Nechf X je Banachtiv prostor mohutnosti vétsi nez mohutnost kontinua,
Q= X x X a X necht je o-algebra podmnozin 2 generované borelovskymi obdélniky
(tj. mnozinami A x B, kde A, B C X jsou borelovské mnoziny). Definujme dvé funkce
f,9:Q — X predpisem

flz,y)=x, g(r,y)=y pro (z,y) € .

Ukazte, ze f i g jsou borelovsky Y-métitelné, ale f — g neni borelovsky »-méftitelna.
Navod: Pouzijte Priklad 1.

Piiklad 3. Necht (2,3, i) je prostor s iplnou mirou, X je Banachuv prostora f : Q — X
je zobrazeni. Bod z € X patii do esencialniho oboru hodnot f, pokud pro kazdé U, okoli x
v X, vzor f~1(U) nen{ mnozina miry nula.
(1) Necht i je konetna mira a f je borelovsky Y-méritelnd. Ukazte, Ze the esencidlni
obor hodnot f je separabilni.
(2) Necht f je esencidlné separabilné hodnotové (th., f ma esencialné separabilni obor
hodnot). Ukazte, ze esencidlni obor hodnot f je separabilni.
(3) Najdeéte piiklad funkce, kterd neméd esencidlné separabilni obor hodnot, ale jejiz
esencialni obor hodnot je prazdny (a tedy separabilni).

Navod: (1) Je-li esencidlni obor hodnot neseparabilni, obsahuje pro néjaké € > 0 nespocetnou
e-diskrétni mnozinu D. Pak f~Y(U(d,e/2)), d € D, je nespocetnyj systém méritelngich mnoZin
kladné miry. (3) Uvazte napriklad funkci f : [0,1] — £2([0,1]) definovanou vzorcem f(t) = e,
viz Priklad I11.6(1).



Piiklad 4. Ukazte, Ze nasledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:

(i) Existuje prostor (€2, %, pt) s kone¢nou iplnou mirou, Banachuv prostor X a borelov-
sky >-meéritelna funkce f : 2 — X, ktera neni essencidlné separabilné hodnotova.

(ii) Existuje mnozina I' a nenulova kone¢nd o-aditivni mira definovana na o-algebie
viech podmnozin T'; kterd je nulovd na jednobodovych mnozindch (tj., existuje
readlné méfitelny kardinal).

Navod: ()= (i) Uvédomte si. Ze T' musi byjt nespocetnd a wvazte f : T' — €2(T) definovanou
vzorcem f(y) = ey. (i)= (i) Necht R je essencidlni obor hodnot f. Podle Priklad 3(1) je R
separabiln, tedy Q\ f~Y(R) md kladnou miru. Tedy bez 1ijmy na obecnosti R = ). Neboli, kazdy
bod x € X md okoli, jehoZ vzor md miru nula. S vyuZitim skutecnosti, Ze kazdy metricky prostor
md o-disjunktni bdzi oteviengych mnozin miuzZeme nagjit disjunkini systémy U, otevienych mnozin
se vzory nulové miry, ze U, U, = X. Ezistuje n, Ze p(f~*(JU,)) > 0. Polotme T = U, a
v(A) = p(f (U A)) pro A C T

Piiklad 5. Necht (€2, X)) je méfitelny prostor, X je Banachtiv prostor a (f,,) je posloupnost
silné ¥-métitelnych funkei f, : @ — X takovd, ze pro kazdé w € Q posloupnost (f,(w))
slabé konverguje k néjakému f(w). Ukazte, ze f je silné Y-méfitelna.

Navod: Ukazte, Ze [ je slabé X-méritelnd a md separabilni obor hodnot (pomoci Mazurovy
véty). Pak pouZijte Pettisovu vétu.

Piiklad 6. Necht (2,3, 1) je prostor s tplnou mirou, X je Banachuv prostor a (f,) je
posloupnost silné p-métitelnych funkei f, : € — X takovam ze pro skoro vSechna w € €
posloupnost (f,(w)) slabé konverguje k néjakému f(w). Ukazte, ze f je silné u-méftitelna.

Navod: Ukazte, Ze f je slabé pu-méritelnd a je esencidlné separabilné hodnotovd (pomoci Ma-
zurovy véty). Pak pouZijte Pettisovu vétu.

Piiklad 7. Necht (Q,%, u) je interval (0,00) s Lebesgueovou mirou, X = L?((0,00)),
pricemz p € [1,00). Necht 1 : (0,00) — F je funkce.
(1) Ukazte, ze funkce ¢ : ¢t — 1)(t) - x(0,) je p-méfitelnd prave kdyz ¢ je lebesgueovsky
meéritelna.
(2) Ukazte, ze funkce ¢ : t — 9 - x o (i-e., t = (u = ¥(u)x©(u))) je p-méfitelnd
prave kdyz 1| € LP((0,7)) pro kazdé T € (0, 00).
(3) Piedpoklddejme, ze ¥ ma hodnoty v (0, 00). Ukazte, ze funkce ¢ : t — x 0w () je
p-métitelnd prave kdyz ¢ je lebesgueovsky métitelné.

Navod: (1) =: ¢(t) € X pro kazdé t. Pro dukaz méritelnosti 1 wvazte funkciondly reprezen-
tované funkcemi x o1y, T € (0,00). <=: Dokazte slabou méritelnost. (2) =: Podminka je nutnd
k tomu, aby ¢(t) € X pro kazdé t. <=: Dokazte slabou méritelnost. (3) =: ¢(t) € X pro kazdé
t. Pro diikaz méritelnosti 1 wvazte funkciondly reprezentované funkcemi x oy, T € (0,00). <=:
Staci dokdzat slabou méritelnost. Je snadno vidét, Ze ¢ je slabé meéritelnd, pokud 1 je spojitd.
Dale, pokud 1, — 1 skoro vsude na (0,00), pak pro prislusné funkce ¢, a ¢ plati ¢, (t) — ¢(t)
slabé pro skoro vsechna t.



Priklad 8. Necht (92,3, 1) je interval (0,00) s Lebesgueovou mirou, X = L*((0,00)).
Necht v : (0,00) — F je funkee.
(1) Ukazte, ze funkce ¢ : t +— 1)(t) - X (0, je silné p-méfitelnd, pravé kdyz ¢ = 0 skoro
vsude.
(2) Ukazte, ze funkce ¢ : t = ¥-x 0 (tj. t = (u = (u)Xx(0,4)())) je silné p-méfitelna,
pravé kdyz v = 0 skoro vsude.
(3) Ptredpokladdejme, Ze ¢ nabyva hodnot v (0, 00). Ukazte, ze funkce ¢ : ¢t — X(0.5(t))
je silné p-meétitelna, prave kdyz ¢ je lebesgueovsky métitelnd a existuje spocetné
mnozina C' C (0,00), ze 1(t) € C pro skoro vsechna t € (0,00).

Navod: (1) <: Pokud vp = 0 skoro vsude, pak ¢ = 0 skoro vsude. =: ||p(t) — p(u)|| > |1 (u)]
pro t < u. Pokud 1(t) # 0 na mnoziné, kterd nemd miru nula, pak existuje n € N, pro které je
[W(t)] > L na mnoziné, kterd nemd miru nula. Proto ¢ neni esencidiné separabilné hodnotové.
(2) <=: Pokud v = 0 skoro vsude, then ¢ = 0 skoro vSude. =: Nejpve si uvédomme, Ze
must byt lebesgueovsky méritelnd. Dadle, ||¢p(t) — ¢(u)| = H?/)|(t7u)H pro t < u. Pokud ¢ # 0 na
mnoziné kladné miry, existuje n € N, Ze mnozina A = {t;|4)(t)| > 1} md kladnou méru. Necht
Z je sjednoceni viech oteviengch intervalu I, pro kterda md I N A miru nula. Pak Z N A md
rovnéz miru nula. Tedy (0,00)\ Z je uzaviend mnozina kladné miry. Oznaé¢me B mnoZinu vsech
jednostranné izolovangch bodi (0,00) \ Z. Pak B je spocetnd, a tedy C = (0,00) \ (Z U B) je
mnozina kladné miry. Navic pro u,t € C, u < t, md (u,t) N A kladnou miru. Odtud plyné, Ze ¢
neni esencidlné separabilné hodnotové. (3) <: Ukazte, Ze ¢ je esencidlné separabilné hodnotovd
a borelovsky p-méritelnd. =: ¢(t) € X pro kazdé t. Pro dikaz méritelnosti v uvazte funkciondly
reprezentované funkcemi x oy, T € (0,00). Ddle, charakteristické funkce v X tvori diskrétni
mnozinu, tedy v pripadé, Ze ¢ je eesencidlné separabilné hodnotovd, najdeme prislusnou mnoZinu

C.

Piiklad 9. Necht K je kompaktni Hausfdorffuv prostor a X = C(K) je prostor spojitych
funkcf na K se supremovou normou. Necht (Q,Y) je méfitelny prostor a f : Q@ — X
zobrazeni.

(1) Predpoklddejme, ze f je slabé Y-méfitelna. Ukazte, Ze pro kazdé k € K je funkce
w i f(w)(k) X-métitelnd.

(2) Predpoklddejme navic, ze K je metrizovatelny. Ukazte, ze plati i obracend impli-
kace. Tj. f je slabé méftitelnd, pokud pro kazdé k € K je funkce w — f(w)(k)
Y-méftitelnd .

Navod: (2) Podle Rieszovy véty musime ukdzat, Ze funkce w — [ f(w)(k) du(k) je méritelnd
pro kazdou (znaménkovou ¢i komplexni) Radonovu miru na K. MnoZina vSech mér s touto vlast-
nosti obsahuje Diracovy miry (dle predpokladu). Ddle je to vektorovy podprostor a je uzaviend
na limity slabé® konvergentnich posloupnosti. Navic absolutné konvexni obal Diracovych mér je
slabé* husty v jednotkové kouli Be k)« (podle véty o bipoldre). Nakonce, protoZe C(K) je separa-
bilni, dudlni koule je metrizovatelnd ve slabé® topologii, a tedy libovolnd mira z jednotkové koule
je slabou® limitou posloupnosti z absolutné konvexniho obalu Dirakovych meér.

Priklad 10. Necht (,%,u) je interval [0,1] s Lebesgueovou mirou, X = C([0,1]) a
f:10,1> = F je funkce. Ukazte, ze funkce

Ot f(t,-)
je p-méritelna funkce Q — X, prave kdyz

o u+— f(t,u) je spojitd na [0, 1] pro kazdé ¢ € [0, 1];
o ¢ — f(t,u) je lebesgueovsky méfitelnd pro kazdé u € [0, 1].



K opDiLU I11.2 — INTEGROVATELNOST VEKTOROVYCH FUNKCI

Piiklad 11. Necht (2,3, ) je prostor s iplnou mirou a X je reflexivni Banachtiv prostor.
Ukazte, ze kazda slabé integrovatelna funkce f : {2 — X je pettisovsky integrovatelna.

Priklad 12. Necht (£2,%, ) je interval (0,1) s Lebesgueovou mirou a X = LP((0,1)),
kde p € (1,00). Necht ¢ : (0,1) — F je lebesgueovsky méfitelnd funkce. Definujme funkci
¢:(0,1) — X predpisem

¢(t)(u) = w@)X(O,t)(u)’ u € (07 1)at € (07 1)
(1) Ukazte, ze ¢ je pettisovsky integrovatelnd, prave kdyz fol (ful |1/J|>p du < oo.

(2) Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelna, prave kdyz fol /P ()] dt < oo.

(3) Je v tomto piipadé bochnerovska integrovatelnost ekvivalentni pettisovské inte-
grovatelnosti?

(4) Spoctéte prislusny Pettisuv ¢ Bochneruv integral.

Navod: (1) Podle Prikladu 11 staci ukdzat slabou integrovatelnost. V diukaz pouZijte zndmy
fakt, ze f € LP, prdvé kdyz pro kazdé g € L9 je fg € L' (kde % —l—% = 1). (4) Spoctéte jako
Pettisuv integrdl.

Priklad 13. Necht (2,3, 1) je interval (0,1) s Lebesgueovou mirou a X = LP((0,1)),
kde p € (1,00). Necht ¥ : (0,1) — T je lebesgueovsky méfitelnd funkce, pro niz je
Yo € LP((0,7)) pro kazdé r € (0,1). Definujme funkei ¢ : (0,1) — X piedpisem

gb(t)(u) = ¢<U>X(O,t)<u>’ u € (07 1)7t € (07 ]-)

(1) Ukazte, ze ¢ je pettisovsky integrovatelnd, pravé kdyz fol(l —w)P [Y(u)|’ du < .
. : AR 1/p

(2) Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelnd, pravé kdyz fol ( fot |y|? ) dt < co.

(3) Je v tomto pripadé bochnerovskda integrovatelnost ekvivalentni pettisovské inte-
grovatelnosti?
(4) Spoctéte piislusny Pettisuv ¢i Bochnertuv integrél.

Navod: (1) Podle Prikladu 11 stac¢i ukdzat slabou integrovatelnost. V dikaz pouZijte zndmij
fakt, ze f € LP, prdve kdyZ pro kazdé g € L9 je fg € L' (kde % —l—% = 1). (4) Spoctéte jako
Pettisuv integrdl.

Priklad 14. Necht (2,%, 1) je interval (0,1) s Lebesgueovou mirou a X = LP((0,1)),
kde p € [1,00). Necht v : (0,1) — (0,1] je lebesgueovsky méfitelnd funkce. Definujme
funkei ¢ : (0,1) — X predpisem

Qb(t) (u) = X(O,w(t))(u)7 u € (Oa ]-)7 t e (Oa ]-)
Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelna a spoctéte Bochneruv integral.



Priklad 15. Necht (2,3, 1) je interval (0, 00) s Lebesgueovou mirou a X = LP((0, 0)),
kde p € (1,00). Necht 9 : (0,00) — (0,00) je lebesgueovsky méfitelnd funkce. Definujme
funkei ¢ : (0, 00) — X predpisem

d(t)(u) = X (o) (w), u € (0,00),t€ (0,00).
(1) Ukazte, Ze ¢ je pettisovsky integrovatelnd, prave kdyz [~ (v~ (u, 00))? du < oo.
(2) Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelnd, pravé kdyz fooo \w(t)\l/ P dt < 0.
(3) Je v tomto pripadé bochnerovska integrovatelnost ekvivalentni pettisovské inte-

grovatelnosti?
(4) Spoctéte piislusny Pettisuv ¢i Bochnertuv integrél.

Navod: (1) Podle Prikladu 11 staci ukdzat slabou integrovatelnost. V dukaz pouZijte zndmy
fakt, e f € LP, prdvé kdyz pro kazdé g € L9 je fg € L' (kde % —1—5 = 1). (4) Spoctéte jako
Pettistv integral.

Priklad 16. Necht (2,3, 1) je interval (0,1) s Lebesgueovou mirou a X = L'((0,1)).
Necht 1 : (0,1) — F je lebesgueovsky métitelnd funkce. Definujme funkei ¢ : (0,1) — X
predpisem

¢(t)(u) = 1/}<t)X(O,t)(u)a u € (07 1)7t € (07 1)'

(1) Ukazte, ze ¢ je slabé integrovatelnd, pravé kdyz fol tl(t)| dt < oo.
(2) Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelnd, pokud je slabé integrovatelnd.
(3) Spoctéte prislusny Bochneruv integral.

Priklad 17. Necht (9,3, ) je interval (0,1) s Lebesgueovou mirou a X = L((0,1)).
Necht ¢ : (0,1) — F je lebesgueovsky méfitelnd funkce, pro kterou je ¢,y € L*((0,7))
pro kazdé r € (0,1). Definujme funkei ¢ : (0,1) — X predpisem

o(t)(u) = ¥(u)xy(w), ue(0,1),te€(0,1).

(1) Ukazte, ze ¢ je slabé integrovatelnd, préave kdyz fol(l —u) |Y(u)] du < co.
(2) Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelnd, pokud je slabé integrovatelna.
(3) Spoctéte piislusny Bochneruv integral.

Priklad 18. Necht (2,3, 1) je interval (0, 00) s Lebesgueovou mirou a X = L'((0, 00)).
Necht 9 : (0,00) — (0,00) je a lebesgueovsky méfitelnd funkce. Definujme funkci ¢ :
(0,00) — X predpisem

o) (1) = Xy (1), u € (0,00),t € (0,00).

(1) Ukazte, Ze ¢ je slabé integrovatelnd, prave kdyz [~ (v~ (u, 00)) du < co.

(2) Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelnd, prave kdyz ¢ € L*((0, 00)).

(3) Ukazte, ze v tomto piipadé je bochnerovsky integrovatelnost ekvivalentni slabé
integrovatelnosti.

(4) Spoctéte piislusny Bochneruv integral.

Priklad 19. Necht (Q,3, 1) je interval (0,1) s Lebesgueovou mirou a X = L*((0,1)).
Necht v : (0,1) — (0,1) je lebesgueovsky méritelnd funkce, kterd je “esencidlné spocetné
hodnotovd” (viz podminku v Piikladu 8(3)). Definujme funkci ¢ : (0,1) — X predpisem

P(t)(u) = x©pe)(uw), u€(0,1),te(0,1).

Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelna a spoctéte Bochneruv integral.



Priklad 20. Necht (Q,3, 1) je interval (0, 00) s Lebesgueovou mirou a X = L*((0, 00)).
Necht v : (0,00) — (0,00) je lebesgueovsky méfitelnd funkce, kterd je “esencidlné
spocetné hodnotovd” (viz podminku v Piikladu 8(3)). Definujme funkci ¢ : (0,00) — X
predpisem

¢(t)(u) = X(O,w(t))(u)a u € (07 OO)?t € (Oa OO)
Characterizujte funkce v, pro které je ¢ bochnerovsky integrovatelna, a spoctéte Boch-
neruv integral.

Piiklad 21. Necht (Q,%, i) je prostor s iplnou o-konecnou mirou, K je metrizovatelny
kompaktni prostor a f : 2 x K — T je funkce splnujici nasledujici vlastnosti:
o t— f(w,t) je spojitd na K pro kazdé w € Q;
o wi f(w,t) je p-méfitelna pro kazdé t € K.
Definujme zobrazeni ® : Q — C(K) predpisem
O(w) = flw,), we
(1) Ukazte, ze ® je slabé integrovatelné, prave kdyz sup Jo I F( w,t)| dp(w) < oo.

(2) Predpoklddejme, ze ® je slabé integrovatelnd. Polozme g(t) = [o flw,t)dp(w)
(pro t € K). Ukazte, ze g je univerzalné méfitelna (i.e., merltelna pro kazdou

Radonovu pravdépodobnostni miru na K) a ze slaby integrdl ® pies € je prvek
C(K)™ = M(K)* definovany vzorcem

VI—>/ng, ve M(K).
K

(3) Najdéte priklad, kdy ¢ neni spojita.

(4) Najdete priklad, kdy ¢ je spojitd, ale ® neni pettisovsky integrovatelna.

(5) Ukazte, ze ® je pettisovsky integrovatelnd, pravé kdyz pro kazdé A € 3 je funkce
t— [, flw,t)du(w) spojitd na K.

(6) Ukazte, ze ® je bochnerovsky integrovatelnd, prave kdyz [, sup |f(w,t)| du(w) <
. teK

(7) Je v tomto piipadé bochnerovska integrovatelnost ekvivalentni pettisovské inte-
grovatelnosti?

Navod: (1)=: Je-li ® slabé integrovatelnd, pak zobrazeni p — po® je spojity linedrni operdtor
X* do L'(p) (viz dikaz Tvrzeni II1.11). <=: Je tieba ukdzat, Ze pro kazdé v € M(K) funkce
hy :w = [ flw,t)dv(t) patri L' (i). Podle predpokladu to plati pro Diracovy miry, tedy i pro
jejich linearnid kombinace. Navic, pokud vy, SLANY M(K) =C(K)*, pak h,, — h, bodové. Je-li
v € M(K) libovolna, existuje posloupnost (vy,) linedrnich kombinaci Diracovych mér, pro kterou
v 5 v lvnll < ||Vl pro kazdé n. Posloupnost (hy,) je omezend L'(p), a tedy h, € L'(u)
podle Fatouova lemmatu. (2) Pouzijte Fubiniovu vétu. (5) PouZijte (2) a definice. (6) PouZijte
Vetu I11.8.



K oppiLu 111.3 — LEBESGUE-BOCHNEROVY PROSTORY

Priklad 22. Necht (2,3, 1) je prostor s tplnou koneénou mirou, p € [1,00] a X = cq.
Kazdou funkci f : © — X lze kanonicky identifikovat s posloupnosti ( f,,) skaldrnich funkei
na €.

1) Ukazte, ze funkce f : Q — X je u-méritelnd, pravé kdyz f,, je p-méritelna pro

( 7 je p , P YZ [n je p
kazdé n € N.

(2) Necht f : © — X je p-méfitelnd. Spoctéte || f], a pomoci nalezeného vzorce
popiste prostor LP(u; X).

(3) Ukazte, ze L>(u, X) je kanonicky izometricky vlastnimu podprostoru (@neN L (u)) oo
a tento podprostor popiste.

Navod: (1) Uvazte slabou méritelnost.

Piiklad 23. Necht (2,3, i) je prostor s tiplnou koneénou mirou, p € [1, 0], ¢ € [1,00)
a X = (1. Kazdou funkci f : Q@ — X lze kanonicky identifikovat s posloupnosti (f,)
skalarnich funkei na €.
(1) Ukazte, ze funkce f : Q@ — X je p-méfitelnd, pravé kdyz f, je p-méftitelnd pro
kazdé n € N.
(2) Necht f : @ — X je p-méfitelnd. Spoctéte || f], a pomoci nalezeného vzorce
popiste prostor LP(u; X).
(3) Za predpokladu p = ¢ ukazte, ze LP(u; X) je kanonicky izometricky prostoru

(eanGN Lp(lu))ep'

Navod: (1) Uvazte slabou méritelnost.

Piiklad 24. Necht (9,3, i) je prostor s tplnou konecnou mirou, p € [1,00] a X = (.
Kazdou funkei f : Q — X lze kanonicky identifikovat s posloupnosti ( f,,) skaldrnich funkei
na (2.
(1) Ukazte, ze funkce f: Q) — X je u-métitelnd pravé kdyz je essencidlné separabilné
hodnotova a f, je p-métitelna pro kazdé n € N.
(2) Necht f : © — X je p-méfitelnd. Spoctéte |||, a pomoci nalezeného vzorce
popiste prostor LP(u; X).
(3) Ukazte, ze L>(y, X) je kanonicky izometricky vlastnimu podprostoru (€D,,cy L™ (,u))eoo
a tento podprostor popiste.

Navod: (1) Implikace = je zrfejmd. Pro dukaz obrdcené implikace si uvédomte, Ze vzor pri
[ kazdé oteviené koule v X patii do ¥ a pomoci predpokladu, Ze f je esencidlné separabilné
hodnotovd dokaZte borelovskou p-meéritelnost.



Piiklad 25. Necht (2,3, 1) je prostor s uplnou o-konecnou mirou, p € [1,00], necht
p* € [1,00] je sdruzeny exponent, X je Banachuv prostor a X* jeho dudl.

(1) Necht f € LP(u; X) a g € LP" (u; X*). Ukazte, Ze the funkce
hw) = g(w)(f(w)), we,
p* ’ Hf”p

je p-integrovatelnd a plati ||h||, < ||g
(2) Pro g € LP"(u; X*) polozme

By(f) = / 9(@)(f(@) dp(w), | € L(; X).

Ukazte, ze ®, je spojity linedrn{ funkciondl na LP(u; X) a [|@g]| < [|g]],.-

(3) Ukazte, ze ||@4]| = [lg]l,- a z toho odvod'te, ze ® : g = &, je linedrni izometrie
L7 (u; X*) dp LP(p, X)*.

(4) Ukazte, ze zobrazeni ® je na LP(u, X)*, pokud p € [1,00) a X = ¢g nebo X = (1
pro néjaké ¢ € (1, 00).

(5) Ukazte, ze zobrazeni ® je na LP(u, X)*, pokud p € [1,00) a (€2, %, 1) je mnozina
N s pocitaci mirou.

(6) Ukazte, ze zobrazeni ® neni na, pokud (£2, %, 1) je interval [0, 1] s Lebesgueovou
mirou a X = (L.

Navod: (1) Nejprve je treba ukdzat méritelnost h. Je-li g jednoduchd funkce, je to snadné.
K dikazu obecného pripadu pouZijte existenci posloupnosti jednoduchyjch integrovatelnyjch funkct
konvergugici skoro vsude ke g. Nerovnost odvod’te z Holderovy nerovnosti. (2) plyne z (1). (3)
ProtoZe spocetné hodnotové funkce jsou husté v LP" (u; X*), staci rovnost dokdzat pro spocetné
hodnotovou g. Jedna nerovnost plyne z (2), staci dokdzat opacnou. Necht € > 0. Podle skaldrni
verze existuje nezdpornd méfitelnd funkce h splivugici ||hll, = 1 a [o h(w) lg(w)[| dp(w) > [|lgll - —
e. Necht g = Zjoil TiXE;, kde x5 € X* a Ej € ¥ spliuji 0 < p(Ej;) < oo pro kazdé j € N.
Zvolme posloupnost kladnych ¢isel ; > 0, kterd jsou dostatecné mald a najdéme x; € X spliugici
lagll =1 @ () > |25 = 8. Vemete f = S22 hayxs,. Pak f € PG X), 1fll, = 1 a
®4(f) > llgll,- —2e. (4) PouZijte Priklady 22 a 25 a metodu dikazu reprezentace dudli k co a (.
(5) Pouzigte Priklad II1.16(2). (6) S pouzitim Prikladu 23 a metody dikazu reprezentace dudlu
k €% popiste dudl k LP(u; ') a porovnejte ho s prostorem LP™ (u; £%°) popsanym v Prikladu 24.




