
III. Základy vektorové integra
e

Úmluva: V této kapitole budeme pou¾ívat následují
í znaèení:

• (M,A) je pevnì zvolený mìøitelný prostor, tj. M je nìjaká neprázdná mno¾ina a A je

nìjaká σ-algebra podmno¾in M .

• (
,�, µ) je pevnì zvolený prostor s úplnou nezápornou σ-aditivní mírou, tj. 
 je nìjaká

neprázdná mno¾ina, � nìjaká σ-algebra podmno¾in 
 a µ je nezáporná σ-aditivní míra

na �, která je naví
 úplná.

• X je pevnì zvolený Bana
hùv prostor nad F.

Poznámky:

(1) (
,�) je spe
iální pøípad mìøitelného prostoru. Proto v¹e, 
o je ní¾e uvedeno pro prostor

(M,A), lze aplikovat i na prostor (
,�).

(2) Apriori nepøedpokládáme, ¾e míra µ je koneèná èi σ-koneèná, i kdy¾ to jsou samozøejmì

nejdùle¾itìj¹í pøípady.

III.1 Mìøitelnost vektorový
h funk
í

De�ni
e. Ne
h» f : M → X je zobrazení. Øíkáme, ¾e funk
e f je

• jednodu
há, pokud obor hodnot je koneèná mno¾ina, tj. pokud f =

∑k

j=1 xjχAj
, kde

x
1

, . . . , xk ∈ X a A
1

, . . . , Ak jsou neprázdné po dvou disjunktní podmno¾iny M ;

• jednodu
há mìøitelná, pokud lze vyjádøit ve tvaru z pøed
hozího bodu a naví
 A
1

, . . . , Ak ∈
A;

• (silnì) A-mìøitelná, pokud existuje posloupnost (un) jednodu
hý
h mìøitelný
h funk
í,

která bodovì konverguje k f (tj. pro ka¾dé t ∈ M platí lim

n→∞

‖un(t)− f(t)‖ = 0);

• borelovsky A-mìøitelná, pokud pro ka¾dou U ⊂ X otevøenou platí f−1
(U) ∈ A;

• slabì A-mìøitelná, pokud pro ka¾dé ϕ ∈ X∗
je funk
e ϕ ◦ f : M → F (borelovsky)

A-mìøitelná.

Vìtièka 1.

(a) Jednodu
hé funk
e, jednodu
hé mìøitelné funk
e, silnì A-mìøitelné funk
e a slabì A-

mìøitelné funk
e tvoøí vektorový prostor.

(b) Ne
h» (fn) je posloupnost funk
í fn : M → X , která bodovì konverguje k funk
i f : M →
X . Pokud jsou v¹e
hny funk
e fn borelovsky A-mìøitelné (resp. slabì A-mìøitelné), má

pøíslu¹nou vlastnost i f .

(
) Ne
h» f : M → X je funk
e. Pak platí

f silnì A-mìøitelná ⇒ f borelovsky A-mìøitelná ⇒ f slabì A-mìøitelná.

Pro jednodu
hé funk
e v¹e
hny uvedené druhy mìøitelnosti splývají.

(d) Je-li f : M → X silnì A-mìøitelná, pak f(M) je separabilní podmno¾ina X .

(e) Je-li f : M → X borelovsky A-mìøitelná, pak t 7→ ‖f(t)‖ je A-mìøitelná (skalární)

funk
e.

Poznámky:

(1) Borelovsky A-mìøitelné funk
e tvoøí vektorový prostor, pokud X je separabilní (to plyne

z Vìty 3 ní¾e), obe
nì vektorový prostor tvoøit nemusí.

(2) V bodì (
) obrá
ené implika
e neplatí, viz Pøíklady 6 ní¾e.



Lemma 2. Ne
h» (fn) je posloupnost silnì A-mìøitelný
h funk
í fn : M → X , která bodovì

konverguje k funk
i f : M → X . Pak i f je silnì A-mìøitelná.

Vìta 3 (Pettisova). Ne
h» f : M → X je funk
e. Následují
í podmínky jsou ekvivalentní:

(i) f je silnì A-mìøitelná.

(ii) f je borelovsky A-mìøitelná a f(M) je separabilní podmno¾ina X .

(iii) f je slabì A-mìøitelná a f(M) je separabilní podmno¾ina X .

De�ni
e. Ne
h» f : 
 → X je zobrazení. Øíkáme, ¾e funk
e f je

• (silnì) µ-mìøitelná, pokud existuje posloupnost (un) jednodu
hý
h mìøitelný
h funk
í

un : 
 → X , která konverguje k f skoro v¹ude (tj. pro skoro v¹e
hna ω ∈ 
 platí

lim

n→∞

‖un(ω)− f(ω)‖ = 0);

• borelovsky µ-mìøitelná (resp. slabì µ-mìøitelná), pokud je borelovsky �-mìøitelná (resp.

slabì �-mìøitelná).

Poznámky:

(1) Ne
h» f : 
 → X je funk
e. Pak platí:

f silnì µ-mìøitelná ⇒ f borelovsky µ-mìøitelná ⇒ f slabì µ-mìøitelná

(2) Je-li f : 
 → X (silnì) µ-mìøitelná, pak

∃Y ⊂⊂ X separabilní∃N ∈ � : µ(N) = 0 & f(
 \N) ⊂ Y.

Funk
e, která splòuje tuto podmínku, se nazývá esen
iálnì separabilnì hodnotová.

Lemma 4. Ne
h» (fn) je posloupnost silnì µ-mìøitelný
h funk
í fn : M → X , která skoro

v¹ude konverguje k funk
i f : M → X . Pak i f je silnì µ-mìøitelná.

Vìta 5 (Pettisova). Ne
h» f : 
 → X je funk
e. Následují
í podmínky jsou ekvivalentní:

(i) f je silnì µ-mìøitelná.

(ii) f je borelovsky µ-mìøitelná a esen
iálnì separabilnì hodnotová.

(iii) f je slabì µ-mìøitelná a esen
iálnì separabilnì hodnotová.

Pøíklady 6.

(1) Ne
h» 
 = [0, 1℄, µ je Lebesgueova míra na [0, 1℄ a � je σ-algebra v¹e
h lebesgueovsky

mìøitelný
h podmno¾in [0, 1℄. Uva¾me funk
i f : [0, 1℄ → ℓ2([0, 1℄) de�novanou pøed-

pisem f(t) = et, t ∈ [0, 1℄, kde et oznaèuje pøíslu¹ný kanoni
ký jednotkový vektor.

Pak f je slabì µ-mìøitelná, není esen
iálnì separabilnì hodnotová, tedy není silnì

µ-mìøitelná. Dokon
e není ani borelovsky µ-mìøitelná.

(2) Ne
h» (
,�, µ) a f jsou jako v bodì (1). Ne
h» naví
 h : [0, 1℄ → [0,∞) je libovolná

funk
e. Pak i funk
e h · f je slabì µ-mìøitelná. Pøitom pro ka¾dé t ∈ [0, 1℄ platí

‖h(t)f(t)‖ = h(t). Tedy, je-li h nemìøitelná, pak g = h · f je slabì µ-mìøitelná, ale

funk
e t 7→ ‖g(t)‖ není mìøitelná.

(3) Ne
h» 
 = [0, 1℄, � je σ-algebra v¹e
h podmno¾in [0, 1℄, µ je sèíta
í míra a f je stejného

tvaru jako v bodì (1). Pak f je borelovsky µ-mìøitelná, není esen
iálnì separabilnì

hodnotová, tedy není silnì µ-mìøitelná.

Poznámka: Otázka, zda pro koneènou míru µ je ka¾dá borelovsky µ-mìøitelná funk
e esen
iálnì

separabilnì hodnotová (a tedy silnì µ-mìøitelná), je slo¾itìj¹í. Odpovìï závisí na dodateèný
h

axióme
h teorie mno¾in.


