IV.6 Spojity funkéni kalkulus pro C*-algebry
Tvrzeni 36. Necht A je C*-algebra a B C A jeji C*-podalgebra.
(a) Pro kazdé x € B plati og(x) U{0} = ca(z) U{0}.
(b) Pokud A ma jednotku e a navic e € B, pak pro kazdé x € B plati
op(x) = oa(z). Specialné, G(B) = BN G(A).

Theorem 37 (Fuglede). Necht A je C*-algebra a x € A je normalni prvek.
Pokud y € A komutuje s x, pak komutuje také s x*.

Véta 38 (spojity funkéni kalkulus pro C*-algebry s jednotkou). Necht A je
C*-algebra s jednotkou e a x € A je normalni prvek. Necht B je uzavriena
podalgebra algebry A generovana mnozinou {e, x,x*}. Pak plati:

e B je komutativni C'* algebra s jednotkou e.

e Zobrazeni h : ¢ — ¢(x) je homeomorfismus A(B) na o(x).

NechtT' : B — C(A(B)) je Gelfandova transformace algebry B. Pro f € C(o(x))

oznacme

flz) =T (foh).
Pak zobrazeni @ : f — f (x), které se nazyva spojity funkéni kalkulus pro prvek z,
ma nasledujici vlastnosti:
(a) @ je izometricky x-izomorfismus C*-algebry C(o(z)) na B.
(b) id(x) =z, I(z) = e.
(c) Je-li p polynom, pak p(x) = p(z).
)
)

(d) o(f(x)) = f(o(x)) pro f € C(o()).

(e) Jestlize y € A komutuje s x, pak y komutuje s f(z) pro kazdé f €
Clo(x)).
Navic, ® je jediné zobrazeni splnujici prvni dvé podminky.
Poznamka: Dle Tvrzeni 36 je v predchozi vété o4(z) = op(z), proto piseme
jen o(x).



Véta 39 (spojity funkéni kalkulus pro obecné C*-algebry). Necht A je C*-
algebra (s jednotkou ¢i bez) a x € A je normalni prvek. Necht B je uzaviend
podalgebra algebry A generovana mnozinou {z,x*}. Pak plati:

e B je komutativni C'* algebra.
e Zobrazeni h : ¢ — ¢(x) je homeomorfismus A(B) U {0} na o(z) U{0}.

Necht I' : B — Co(A(B)) je Gelfandova transformace algebry B. Pro f €
Co(o(zx) \ {0}) oznacme

F(a) =T~ (f o).

Pak zobrazeni ® : f — f (x), které se nazyva spojity funkéni kalkulus pro prvek z,
ma nasledujici vlastnosti:

(a) @ je izometricky x-izomorfismus C*-algebry Co(o(x) \ {0}) na B.

)
(c) Je-li p polynom splitujici p(0) = 0, pak p(z) = p(z).
(d) o(f(2)) U{0} = flo(z )\{0})U{0}pr0f€co( () \ {0}).
) x) pro kazdé f €

Co(o(x) \ {0}).
Navic, ® je jediné zobrazeni splnujici prvni dvé podminky:.
Poznamky:

(1) Dle Tvrzeni 36 je v predchozi vété o4(x) U {0} = op(z) U {0}, a tedy i
oa(z) \ {0} = op(x) \ {0}. Proto viude piseme jen o(z).

(2) Algebra B ve Vété 39 ma jednotku, pravé kdyz o(z) \ {0} je kompaktni.
Tato jednotka muze byt rizna od jednotky algebry A, pokud ta ji ma.
Jsou tyto moznosti:

(a) 0 ¢ op(r) = 0a(x). Pak A ma jednotku a tato jednotka patii do
B, z je invertibilni (v A iv B).

(b) 0 € 0a(x) \ op(x). Pak B mé jednotku, kterd neni jednotkou v A
(bud A nemé jednotku, nebo mé jednotku, kterd nepatii do B), a
x je invertibilni v B (nikoli v A).

(3) Pokud o(x)\{0} je kompaktni, pak Co(co(z)\{0}) je totéZ co C(o(x)\{0}).

(4) Pokud 0 € o(x) (coz nastava vzdy, kdyz o(z) \ {0} neni kompaktni, ale
nejen tehdy), pak lze ztotoznit Co(o(z)\{0}) = {f € C(c(z)); £(0) = 0}.



