
IV.4 Ideály, komplexní homomor�smy a Gelfandova transforma
e

De�ni
e. Ne
h» A je Bana
hova algebra. Ideálem v A rozumíme vlastní vektorový podprostor I ⊂ A
takový, ¾e kdykoli x ∈ I a y ∈ A, platí xy ∈ I a yx ∈ I. Maximálním ideálem v algebøe A rozumíme ideál,

který je maximální vzhledem k inkluzi.

Poznámky:

(1) Ka¾dý ideál je zároveò vlastní podalgebrou. Vlastní podalgebra nemusí být ideálem.

(2) Zkoumají se i levé ideály (de�nované implika
í x ∈ I, y ∈ A ⇒ yx ∈ I) a pravé ideály (de�nované

analogi
ky). Pak ideál je podprostor, který je zároveò levý ideál i pravý ideál. My se v¹ak

jednostrannými ideály zabývat nebudeme.

Tvrzení 18 (vlastnosti ideálù a maximální
h ideálù). Ne
h» A je Bana
hova algebra s jednotkou.

(a) Je-li I ideál v A, je I ∩G(A) = ∅.
(b) Uzávìr ideálu v A je té¾ ideálem v A.
(
) Ka¾dý ideál I v A je obsa¾en v maximálním ideálu J .
(d) Ka¾dý maximální ideál v A je uzavøený.

Pøíklady 19.

(1) Je-li X nekoneènìrozmìrný Bana
hùv prostor, pak K(X) je uzavøený ideál v Bana
hovì algebøe

L(X).

(2) Jediný ideál v mati
ové algebøe Mn (kde n ∈ N) je nulový ideál.

(3) Ne
h» K je kompaktní Hausdor�ùv prostor. Pak v¹e
hny uzavøené ideály v Bana
hovì algebøe

C(K) jsou podprostory tvaru

{f ∈ C(K); f |F = 0}, kde F ⊂ K je neprázdná uzavøená mno¾ina.

Tvrzení 20 (faktoriza
e algeber). Je-li A Bana
hova algebra a I je uzavøený ideál v A, pak Bana
hùv

kvo
ient A/I je Bana
hova algebra se souèinem q(x)q(y) = q(xy), kde q je kvo
ientové zobrazení Ba-

na
hova prostoru A na Bana
hùv prostor A/I. Je-li A komutativní, je i A/I komutativní. Má-li A
jednotku, má i A/I jednotku.

De�ni
e.

• Ne
h» A,B jsou Bana
hovy algebry. Zobrazení h : A → B nazýváme homomor�smem Bana
hový
h

algeber (krát
e homomor�smem), pokud je lineární a naví
 h(xy) = h(x)h(y) pro x, y ∈ A.
• Komplexním homomor�smem na Bana
hovì algebøe A rozumíme homomor�smus h : A → C.

• Oznaème �(A) mno¾inu v¹e
h nenulový
h komplexní
h homomor�smù na A.

Poznámky:

(1) V de�ni
i homomor�smu Bana
hový
h algeber není po¾adavek spojitosti. V nìkterý
h dùle¾itý
h

pøípade
h je homomor�smus spojitý automati
ky (viz napøíklad Tvrzení 21 a Tvrzení 31).

(2) Je-li h : A → B homomo�smus Bana
hový
h algeber, který není identi
ky roven nule, pak jeho

jádro je ideálem v algebøe A.
(3) Z pøed
hozí poznámky a z Pøíkladu 19(2) plyne, ¾e pro n ≥ 2 je �(Mn) = ∅.
(4) Kvo
ientové zobrazení z Tvrzení 20 je homomor�smem Bana
hový
h algeber.

Tvrzení 21 (vlastnosti komplexní
h homomor�smù). Ne
h» A je Bana
hova algebra a ne
h» h ∈ �(A).

• Má-li A jednotku e, pak platí:

(a) h(e) = 1 a ‖h‖ = 1;

(b) ker h je maximální ideál v A;
(
) je-li x ∈ G(A), je h(x) 6= 0.

• Pro obe
nou Bana
hovu algebru A (s jednotkou èi bez) platí:

(d) Existuje právì jedno

~h ∈ �(A+), které roz¹iøuje h (tj. splòuje

~h(x, 0) = h(x) pro x ∈ A);
(e) ‖h‖ ≤ 1;

(f) h(x) ∈ σ(x) pro x ∈ A.



Tvrzení 22 (vlastnosti �(A)). Ne
h» A je Bana
hova algebra.

(a) Má-li A jednotku, je �(A) slabì* kompaktní podmno¾ina jednotkové sféry SA∗
.

(b) �(A+) = {~h;h ∈ A} ∪ {h∞}, kde ~h je roz¹íøení h dané Tvrzením 21(d) a h∞(x, λ) = λ pro

(x, λ) ∈ A+.
(
) Pokud A nemá jednotku, je �(A) podmno¾ina jednotkové koule BA∗

a �(A) ∪ {o} je slabì*

kompaktní. Spe
iálnì, �(A) je lokálnì kompaktní ve slabé* topologii.

Tvrzení 23 (komplexní homomor�smy a maximální ideály). Ne
h» A je Bana
hova algebra s jed-

notkou.

(1) Je-li I ideál v A kodimenze jedna, pak existuje jediné h ∈ �(A), pro které I = ker h.
(2) Je-li A komutativní, pak h 7→ ker h je bijek
e mezi �(A) a mno¾inou v¹e
h maximální
h ideálù

v A.

De�ni
e. Ne
h» A je komutativní Bana
hova algebra.

• Ne
h» x ∈ A. Pro h ∈ �(A) polo¾me x̂(h) = h(x). Pak funk
i x̂ : �(A) → C nazýváme

Gelfandovou transforma
í prvku x. Z de�ni
 snadno plyne, ¾e x̂ je spojitá komplexní funk
e na

�(A), naví
 z Tvrzení 22(
) vidíme, ¾e x̂ ∈ C
0

(�(A)).
• Gelfandovou transforma
í algebry A rozumíme zobrazení � : A → C

0

(�(A)) de�nované pøedpisem

�(x) = x̂, x ∈ A.

Vìta 24 (vlastnosti Gelfandovy transforma
e). Ne
h» A je komutativní Bana
hova algebra a � : A →
C
0

(�(A)) její Gelfandova transforma
e. Dále, ne
h» �

+

: A+ → C(�(A+)) je Gelfandova transforma
e

algebry A+. K popisu �(A+) pou¾ijme Tvrzení 22(b) (vèetnì znaèení).

(a) � je homomor�smus algebry A do algebry C
0

(�(A)).
(b) Pro (x, λ) ∈ A+ platí

�

+

(x, λ)(~h) = �(x)(h) + λ for h ∈ �(A),

�

+

(x, λ)(h∞) = λ.

(
) Má-li A jednotku, pak

ker � = rad(A) :=
⋂

{I : I je maximální ideál v A}.

Spe
iálnì, � je prostá (tj. je to izomor�smus algeber A a �(A) = ^A), právì kdy¾ rad(A) = {0}
(tj. A je polojednodu
há).

(d) � je prostá, právì kdy¾ �

+

je prostá.

(e) Má-li A jednotku, pak pro ka¾dé x ∈ A platí x̂(�(A)) = σ(x).
(f) Nemá-li A jednotku, pak pro ka¾dé x ∈ A platí σ(x) = x̂(�(A)) ∪ {0}.
(g) Pro ka¾dé x ∈ A platí ‖x̂‖ = r(x).
(h) � je spojitý homomor�smus, splòuje ‖�‖ ≤ 1.

(i) � je topologi
ký izomor�smus algeber A a �(A), právì kdy¾ � je prostá (viz (
,d)) a

^A = �(A)
je uzavøená.

(j) �(A) oddìluje body �(A).


