IV.4 Idedly, komplexni homomorfismy a Gelfandova transformace

Definice. Necht A je Banachova algebra. Idedlem v A rozumime vlastni vektorovy podprostor I C A
takovy, 7Ze kdykoli x € I a y € A, plati zy € I a yx € I. Maximdlnim idedlem v algebie A rozumime ideal,
ktery je maximéalni vzhledem k inkluzi.

Poznamky:
(1) Kazdy ideél je zaroven vlastni podalgebrou. Vlastni podalgebra nemusi byt idedlem.
(2) Zkoumaji se i levé idedly (definované implikaci x € I,y € A = yx € I) a pravé idedly (definované
analogicky). Pak ideal je podprostor, ktery je zaroven levy ideal i pravy ideal. My se vSak
jednostrannymi idealy zabyvat nebudeme.

Tvrzeni 18 (vlastnosti ideald a maximdlnich idedli).  Necht A je Banachova algebra s jednotkou.
(a) Je-li I idedl v A, je I N G(A) = 0.
(b) Uzavér idedlu v A je té7 idedlem v A.
(c) Kazdy idedl I v A je obsazen v maximalnim idealu J.
(d) Kazdy maximalni idedl v A je uzavreny.

Priklady 19.
(1) Je-li X nekonecnérozmérny Banachiiv prostor, pak K (X) je uzavreny ideil v Banachové algebre
L(X).
(2) Jediny idedl v maticové algebie M, (kde n € N) je nulovy ide4l.
(3) Necht K je kompaktni Hausdorffiiv prostor. Pak vSechny uzaviené idedly v Banachové algebie
C(K) jsou podprostory tvaru

{f €C(K); flr =0}, kde F C K je neprazdnd uzavieni mnozina.

Tvrzeni 20 (faktorizace algeber). Je-li A Banachova algebra a I je uzavieny ideal v A, pak Banachiiv
kvocient A/I je Banachova algebra se souc¢inem q(x)q(y) = q(zy), kde q je kvocientové zobrazeni Ba-
nachova prostoru A na Banachiiv prostor A/I. Je-li A komutativni, je i A/I komutativni. Ma-li A
jednotku, ma i A/I jednotku.

Definice.

e Necht A, B jsou Banachovy algebry. Zobrazeni h : A — B nazyvame homomorfismem Banachovych
algeber (kratce homomorfismem), pokud je linedrni a navic h(zy) = h(x)h(y) pro x,y € A.

e Komplexnim homomorfismem na Banachové algebie A rozumime homomorfismus A : A — C.

e Ozna¢me A(A) mnozinu vSech nenulovych komplexnich homomorfismi na A.

Poznamky:
(1) V definici homomorfismu Banachovych algeber neni pozadavek spojitosti. V nékterych dulezitych
pripadech je homomorfismus spojity automaticky (viz napiiklad Tvrzeni 21 a Tvrzeni 31).
(2) Je-li h : A — B homomofismus Banachovych algeber, ktery neni identicky roven nule, pak jeho
jadro je idedlem v algebie A.
(3) Z predchozi poznadmky a z P¥ikladu 19(2) plyne, ze pro n > 2 je A(M,,) = 0.
(4) Kvocientové zobrazeni z Tvrzeni 20 je homomorfismem Banachovych algeber.

Tvrzeni 21 (vlastnosti komplexnich homomorfismii). Necht A je Banachova algebra a necht h € A(A).
e Ma-li A jednotku e, pak plati:
(a) h(e) =1 a |h] = 1;
(b) ker h je maximalni ideal v A;
(c) je-lixz € G(A), je h(x) # 0.
e Pro obecnou Banachovu algebru A (s jednotkou ¢i bez) plati:
(d) Existuje pravé jedno he A(A™T), které rozsituje h (tj. spliuje B(x, 0) = h(x) prox € A);
(e) |[hl <1;
(f) h(x) € o(x) pro xz € A.



Tvrzeni 22 (vlastnosti A(A)).  Necht A je Banachova algebra.
(a) Ma-li A jednotku, je A(A) slabé* kompaktni podmnoZina jednotkové sféry Sa«.
(b) A(A1) = {h;h € A} U {hso}, kde h je rozsifeni h dané Tvrzenim 21(d) a hoo(x,\) = A pro
(z,\) € AT,
(c) Pokud A nema jednotku, je A(A) podmnozina jednotkové koule Ba- a A(A) U {o} je slabé*
kompaktni. Specidlné, A(A) je lokalné kompaktni ve slabé* topologii.

Tvrzeni 23 (komplexni homomorfismy a maximdlni idedly).  Necht A je Banachova algebra s jed-
notkou.
(1) Je-li I idedl v A kodimenze jedna, pak existuje jediné h € A(A), pro které I = ker h.
(2) Je-li A komutativni, pak h — ker h je bijekce mezi A(A) a mnozinou vSech maximalnich idealii
v A.

Definice. Necht A je komutativni Banachova algebra.

e Necht © € A. Pro h € A(A) polozme z(h) = h(z). Pak funkci & : A(A) — C nazyvame
Gelfandovou transformaci prvku x. 7 definic snadno plyne, %e & je spojitd komplexni funkce na
A(A), navic z Tvrzeni 22(c) vidime, 7e & € Co(A(A)).

o Gelfandovou transformaci algebry A rozumime zobrazeni I' : A — Co(A(A)) definované predpisem
I(z) =2,z € A

Véta 24 (vlastnosti Gelfandovy transformace).  Necht A je komutativni Banachova algebraal' : A —
Co(A(A)) jeji Gelfandova transformace. Déle, necht Tt : AT — C(A(AY)) je Gelfandova transformace
algebry A*. K popisu A(A") pouzijme Tvrzeni 22(b) (véetné znaceni).

(a) T' je homomorfismus algebry A do algebry Cy(A(A)).

(b) Pro (z,\) € AT plati

TF(x,\)(h) =T(z)(h) + X for h € A(A),
F (2, \) (hoo) = M.

(c) Ma-li A jednotku, pak
kerT' = rad(A) := ({I : I je maximdln{ idedl v A}.

Specialng, T' je prostd (tj. je to izomorfismus algeber A a T'(A) = A), pravé kdyz rad(A) = {0}
(tj. A je polojednoduchd).

(d) T je prostd, prave kdyz 't je prosta.
) Ma-li A jednotku, pak pro kazdé x € A plati £(A(A)) = o(x).
) Nema-li A jednotku, pak pro kazdé x € A plati o(z) = #(A(A)) U {0}.
) Pro kazdé x € A plati ||z = r(z).
)
)

(e
(f
(8
(h

i) T je topologicky izomorfismus algeber A a T'(A), prave kdy# T' je prostd (viz (c,d)) a A = T'(A)

je uzavrena.

(j) T(A) oddéluje body A(A).

T je spojity homomorfismus, spliuje ||T'|| < 1.



