IV.3 Holomorfni kalkulus

Tvrzeni 16 (kfivkovy integral s hodnotami v Banachové prostoru).  Necht
¢ : [a,b] — C je spojita po ¢astech C* krivka (tj., ¢ je spojité zobrazeni a existuje
déleni intervalu [a,b] takové, Ze na kazdém z délicich intervali je derivace ¢’
spojita a ma v krajnich bodech vlastni jednostranné limity). Necht dale X je
Banachiiv prostor a f : (p) — X je spojité zobrazeni (kde (p) = ¢([a,b]) je
obraz krivky ). Pak integral
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existuje jako Bochneriiv.
Poznamky:
(1) Stejné jako v komplexni analyze budeme uvazovat i integral pfes cykly
(tj. formdlni soucty uzavienych po ¢astech C! kiivek).
(2) Pro vypocet kiivkového integralu a préaci s nim budeme pouzivat slabou
verzi integralu, tj. ekvivalenci
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(3) Pro definici uvedeného kfivkového integralu a praci s nim neni nezbytna
teorie Bochnerova integralu. Integral existuje i v Riemannové smyslu.
Pficemz Riemannuv integral funkce g : [a,b] — X je roven prvku z € X
praveé kdyz
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Lze ukazat, ze v nasem pripadé Riemannuv integral existuje a navic
plati ekvivalence z predchoziho bodu. Tento pristup se téz vyskytuje v
literature.

max (tj—t;j—1) < 6 = Yui € [to,t1],...,up € [tp—1,tx] :
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Definice. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e, x € A a f bud funkce
holomorfni na oteviené mnoziné 2 C C, ktera obsahuje o(z). Necht I je ,,cyklus
obihajici o(z) v  jedenkrat v kladném smyslu“(tj. T je cyklus v €, indr 2z
nabyva jen hodnot 0 nebo 1, priemz pro z € o(z) je indrz =1 a pro z € C\ {2
je indp z = 0). Pak definujeme prvek f(z) € A vzorcem
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Poznamky:
(1) Z komplexni analyzy vime, Ze cyklus s uvedenymi vlastnostmi vzdy ex-
istuje.
(2) Prvek f(z) je dobfe definovany diky Tvrzeni 16.
(3) Z Cauchyovy véty plyne, Ze hodnota f(z) nezavisi na konkrétni volb&
cyklu I'.
(4) Zobrazeni f — f(x) se nazjvé holomorfnim funkénim kalkulem, nebo té

Dunfordovym funkénim kalkulem.
(5) Misto f(x) se Casto pise jen f(z).

Véta 17 (vlastnosti holomorfniho kalkulu). Necht A je Banachova algebra s
jednotkou e, x € A a ) C C je otevrend mnozina obsahujici o(x).

(a) Zobrazeni f — f(z) je algebraicky homomorfismus (komutativni) alge-
bry s jednotkou H (1) do algebry A.

(b) id(z) =z a 1(z) = e, kde id(\) = X a 1(\) =1 pro A € Q.

(c) Je-li p polynom, pak p(x) = p(x), kde p(z) ma vyznam jako v Lemmatu
11.

(d) Je-li A € Q, pak f(he) = f(Ne.

(e) Pokud f,, — f lokdlné stejnomérné na Q (kde f, € H() pro kazdé
n € N), pak f,(x) = f(z) v A

(f) f(z) € G(A), prave kdyz f(X\) # 0 pro viechna A € o(x).

(&) o(f(z)) = f(a(z)).

) (g0 f)(@) = §(f(x)) pro f € H(Q), g € H(Y), Q' D f(o(x)).
(i) Pokud y € A komutuje s = (tj. yxr = xy), pak y komutuje té7 s f(z) pro

kazdou f € H(Q).

Poznamka. Necht A je Banachova algebra s jednotkou a = € A.

(1) Pokud f a g jsou dvé holomorfni funkce na okoli o(z), které se na né-
jakém okoli o(z) rovnaji, pak f(z) = §(z).

(2) Muze se stat, ze f a g se rovnaji na o(x) a piitom f(z) # §(x).

(3) Piifazeni f — f(x) nemusi byt prosté. Tj. rovnost f(z) = j(z) neimp-
likuje, 7e se f a g shoduji na néjakém okoli o(x).

(4) Pokud f(z) = g(z), pak flo(z) = 9lo()-



