
III.3 Lebesgue-Bo
hnerovy prostory

De�ni
e. Ne
h» f : 
 → X je silnì µ-mìøitelná.

• Ne
h» p ∈ [1,∞). Øekneme, ¾e funk
e f patøí do Lp
(µ;X) (podrobnìji do Lp

(
,�, µ;X)), pokud

funk
e ω 7→ ‖f(ω)‖p je integrovatelná. Pro takovou funk
i polo¾íme

‖f‖p =

(
∫




‖f(ω)‖
p
dµ

)

1/p

.

• Øekneme, ¾e f patøí do L∞
(µ;X) (podrobnìji do L∞

(
,�, µ;X)), pokud funk
e ω 7→ ‖f(ω)‖ je

esen
iálnì omezená. Pro takovou funk
i polo¾íme

‖f‖
∞

= ess sup

ω∈


‖f(ω)‖ .

Poznámky:

(1) Je-li p ∈ [1,∞), pak jednodu
hé integrovatelné funk
e patøí do Lp
(µ;X). Pokud f =

∑k
j=1

xjχEj
,

kde E
1

, . . . , Ek ∈ � jsou po dvou disjunktní a x
1

, . . . , xk ∈ X, pak

‖f‖p =





k
∑

j=1

‖xj‖
p
µ(Ej)





1/p

.

(2) Jednodu
hé mìøitelné funk
e patøí do L∞
(µ;X). Je-li f tvaru jako v pøed
hozím bodì, pak

‖f‖
∞

= max{‖xj‖ ; j ∈ {1, . . . , k} & µ(Ej) > 0}.

(3) Je-li p ∈ [1,∞℄, h ∈ Lp
(µ) a x ∈ X, pak funk
e f : 
 → X de�novaná vzor
em f(ω) = h(ω) · x

patøí do Lp
(µ;X) a platí ‖f‖p = ‖h‖p · ‖x‖. Znaèíme f = h · x.

Vìta 14.

(a) Ne
h» p ∈ [1,∞℄. Po ztoto¾nìní funk
í, které se rovnají skoro v¹ude, je prostor (Lp
(µ;X), ‖·‖p)

Bana
hùv prostor.

(b) Prostor L1

(µ;X) je tvoøen právì bo
hnerovsky integrovatelnými funk
emi (pøesnìji pøíslu¹nými

tøídami ekvivalen
e).

(
) Je-liX Hilbertùv prostor se skalárním souèinem 〈·, ·〉, je i L2

(µ;X) Hilbertùv prostor se skalárním

souèinem de�novaným vzor
em

〈f, g〉 =

∫




〈f(ω), g(ω)〉 dµ(ω), f, g ∈ L2

(µ;X).

(d) Je-li míra µ koneèná, pak pro ka¾dé 1 ≤ p < q ≤ ∞ platí

L∞
(µ;X) ⊂ Lq

(µ;X) ⊂ Lp
(µ;X) ⊂ L1

(µ;X).

Vìta 15. Ne
h» p ∈ [1,∞).

(a) Jednodu
hé integrovatelné funk
e tvoøí hustý podprostor Lp
(µ;X).

(b) Pokud jsou prostory Lp
(µ) a X separabilní, pak i prostor Lp

(µ;X) je separabilní.



Pøíklady 16.

(1) Ne
h» G ⊂ R
n

je lebesgueovsky mìøitelná mno¾ina kladné míry a p ∈ [1,∞℄. Pak symbolem

Lp
(G;X) znaèíme prostor Lp

(µ;X), kde µ je zú¾ení Lebesgueovy n-rozmìrné míry na G. Je-li

p ∈ [1,∞) a X je separabilní, pak Lp
(G;X) je separabilní.

(2) Ne
h» µ je sèíta
í míra na N a p ∈ [1,∞℄. Pak prostor Lp
(µ;X) se znaèí ℓp(X) a lze ho vyjádøit

jako

ℓp(X) = {(xn) ∈ XN
;

∞
∑

n=1

‖xn‖
p
< ∞} pro p ∈ [1,∞),

ℓ∞(X) = {(xn) ∈ XN
; sup

n∈N

‖xn‖ < ∞}.

Pøíslu¹ná norma je pak de�novaná vzor
em

‖(xn)‖p =

(

∞
∑

n=1

‖xn‖
p

)

1/p

, (xn) ∈ ℓp(X), p ∈ [1,∞),

‖(xn)‖∞ = sup

n∈N

‖xn‖ , (xn) ∈ ℓ∞(X).

Je-li X separabilní a p ∈ [1,∞), je i ℓp(X) separabilní.

Poznámky o reprezenta
i duální
h prostorù: Ne
h» p ∈ [1,∞) a p∗ ∈ (1,∞℄ je duální exponent.

Pak platí:

(1) Duál k prostoru ℓp(X) je kanoni
ky izometri
ký prostoru ℓp
∗

(X∗
). Pøesnìji, pokud posloupnost

(ϕn) patøí do ℓp
∗

(X∗
), pak pøedpis

(xn) 7→
∑

n

ϕn(xn), (xn) ∈ ℓp(X)

de�nuje spojitý lineární funk
ionál, jeho¾ norma je rovna ‖(ϕn)‖ℓp∗(X∗
)

. Naví
 ka¾dý spojitý

lineární funk
ionál je takovéhoto tvaru.

(2) Je-li X re
exivní a µ σ-koneèná, pak duál k prostoru Lp
(µ;X) je kanoni
ky izometri
ký prostoru

Lp∗

(µ;X∗
). Pøesnìji, pokud g ∈ Lp∗

(µ;X), pak pøedpis

f 7→

∫

g(ω)(f(ω)) dµ, f ∈ Lp
(µ;X)

de�nuje spojitý lineární funk
ionál, jeho¾ norma je rovna ‖g‖Lp∗
(µ;X∗

)

. Naví
 ka¾dý spojitý

lineární funk
ionál je takovéhoto tvaru.

(3) Dùkaz bodu (1) není tì¾ký, je analogi
ký dùkazu reprezenta
e duálu k ℓp. Dùkaz bodu (2)

je obtí¾nìj¹í, mj. je v nìm potøeba vyu¾ít netriviální spe
iální vlastnosti X. Bod (2) platí i

pro obe
nìj¹í X, ale ne pro ka¾dé X. Pøesná podmínka pro platnost bodu (2) pro libovolnou

σ-koneènou míru je následují
í:

∀Y ⊂⊂ X separabilní:Y ∗
je separabilní.

Tato podmínka je ekvivalentní tomu, ¾e X∗
má Radon-Nikodýmovu vlastnost, tj. platnosti násle-

dují
í verze Radon-Nikodýmovy vìty:

∀m : � → X∗ σ-aditivní,m ≪ µ ⇒ ∃f ∈ L1

(µ,X∗
)∀A ∈ �:m(A) = (B)

∫

A

f dµ.

(4) Pokud X je re
exivní a p ∈ (1,∞), je i Lp
(µ;X) re
exivní.


