V.2 Spojita a omezena linearni zobrazeni

Tvrzeni 6. Necht (X,7T) a (Y,U) jsou TVS nad F a L : X — Y je linearni zobrazeni. Pak nasledujici
podminky jsou ekvivalentni:
(i) L je spojité.
(ii) L je spojité v bodé o.
(iii) L je stejnomérné spojité, t;j.

VU eU(o)dV eT(o)Ve,ye X:x—y eV = L(x) — L(y) € U.

Tvrzeni 7. Necht (X,T) je TVS nad F a L : X — F je linearni zobrazeni. Pak nasledujici podminky
jsou ekvivalentni:

(i) L je spojité.
(ii) ker L je uzavieny podprostor X .
(iii) Existuje U € T (o) takové, ze L(U) je omezena mnozina v F.
Je-li L nespojité, je ker L husty podprostor X.

Definice. Nechf (X,7) je TVS a A C X. Mnozina A je omezenad v (X, 7 ), pokud pro kazdé U € T (o)
existuje A > 0, pro které A C A\U.

Tvrzeni 8.  Necht (X,7) a (Y,U) jsou TVS nad F a L : X — Y je linedrni zobrazeni. Uvazme
nasledujici podminky:
(i) L je spojité.
(ii) Pro kazdou A C X omezenou je L(A) omezend vY (tj. L je omezené).
Pak plati (i)=(ii). Je-li topologie T generovana néjakou translacné invariantni metrikou na X, pak
(i)<(ii).
Poznamka. Z Véty 12 v oddilu V.4 plyne, ze je-li TVS (X, 7) metrizovatelny, tj. topologie T je gene-
rovana néjakou metrikou, pak tuto metriku lze zvolit transla¢né invariantni.
Definice. Necht (X,7) a (Y,U) jsou TVS nad F a L: X — Y je linearni zobrazeni. Rikdme, Ze L je
e izomorfismus X do Y, je-li L spojité, prosté a L1 je spojité na L(X);
e izomorfismus X na Y, je-li L spojité, prosté a na a L~! je spojité na Y.
Prostory X a Y jsou izomorfni, existuje-li izomorfismus X na Y.

V.3 Prostory kone¢né a nekone¢né dimenze

Tvrzeni 9. Necht X je HT'VS konec¢né dimenze.

(a) Je-li Y libovolny TVS a L : X — Y je linedrni zobrazeni, pak L je spojité.
(b) Prostor X je izomorfni F", kde n = dim X.

Dusledek 10. Necht X je HT'VS. Pak kazdy jeho podprostor kone¢né dimenze je uzavieny.

Definice. Necht (X,7) je TVS a A C X. MnozZina A se nazyva totalné omezend (nebo téz prekompaktni),
jestlize pro kazdé U € T (o) existuje F' C X konecné, pro kterou A C F + U.

Poznamka: Kazda kompaktni mnozina v TVS je totalné omezena. Kazdéa totalné omezena mnozina je
omezena.
Véta 11.  Necht X je HTVS. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) dim X < oo.
(ii) Existuje kompaktni okoli nuly v X.
(iii) Existuje totalné omezené okoli nuly v X.



