K oddilu VI.3 — determinanty
Definice, vyznam a nékteré vlastnosti determinantu:
e Determinant je pfedpis, ktery kazdé ¢tvercové matici pritadi jisté ¢islo
(nazyvané determinant matice).
Definuje se induktivneé:

Ctvercova matice fadu 1 obsahuje jen jeden prvek, jeji determinant se
rovna tomuto prvku.

Pro ¢tvercové matice fadu n > 1 determinant definujeme vzoreckem, v
némz se vyskytuji determinanty matic fadu n — 1. (Matice A;;, kterd
vznikne z A vynechanim i-tého tadku a j-tého sloupce, je fadu o 1
mensi nez A.)

e Determinant matice radu 2. Méjme

Pak

tedy

11 a2 1+1 241
det (a a = (—1) aiy - G2 + (—1) ag1 * 12 = Q11022 — A21A12.
21 22

e Determinant matice radu 3. Mame

ap;; a2 a3 O Or2 O3
det a91 Q92 (93 :( 1)1+1a11 det T91 Q22 Q23
31 dz2 433 asz ass
o Q12 Q13 o Q12 Q13
+ ( )2+16L21 det o1 O3 093 —+ ( 3+1CL31 det Te1 Q22 Q23
az2 as3 33

= a11(a22a33 - CL32G23) - a21(a12a33 - a32a13 + a31 Q12023 — CL22@13 .



Pomitckou pro vypocet determinantu matice fadu 3 je Sarusovo pravi-
dlo:

1 a2 a
a

|
++ +

K matici si pripiSeme jesté dva tadky — zopakujeme prvni a druhy
radek. Secteme souciny po Cervenych diagonaldch a odecteme souciny
po modrych diagondalach. Determinant je roven

(11022033 + 12032013 + A31A12023—A13022031 — 23032011 — A33012021,
coz je presné vyse odvozeny vzorec.

Pro vypocet determinantu matic fadu 4 ¢i vyssiho jiz obvykle ne-
pouzivame definici, protoze vysledny vzorec je prilis slozity. Uvedeme
si jiné metody.

Geometricky vyznam determinantu fadu 2: Absolutni hodnota determi-

2 je rovna obsahu rovnobézniku, jehoz dvé strany
jsou tusecka spojujici [0,0] a [a,b] a usecka spojujici [0,0] a [c,d]. Ilu-
struje to nasledujici obrazek:

. a
nantu matice c

la+cb+d




Zminény rovnobéznik je vyznacen modie. Jeho obsah ziskame tak, ze od
obsahu velkého obdélniku, ktery je roven (a+c)(b+d) odecteme obsahy
dvou mensich obdélniku a ¢tyt pravouhlych trojihelniku (piislusné ob-
sahy jsou vyznaceny v obrazku). Obsah rovnobézniku je tedy roven

(a+c)(b+d) —2bc — ab — ed = ad — be = det (i Z)

Obsah je roven absolutni hodnoté determinantu — kdybychom uvazovali

b
determinant by byl ¢islo opacné.

- d , o . o
matici (Z ), obrazek by vypadal stejné, obsah by vySel stejné, ale

Uvedeny obrazek neni dikaz, ze to vzdy plati, je to ilustrace pro jeden
pripad. V zavislosti na podobé matice muze obrazek vypadat jinak.
Jiny ptipad ilustruje nasledujici obrazek:

[c,b+d] | wmnsy Ja, b+ d]

cd

2

OF===c e e ===

[0,0] “

Obsah rovnobéznika je

(a—c)(b+d) —ab+cd = ad — be = det (“c‘ Z)

Uvedené dva pripady nejsou jediné mozné, stéale jde pouze o ilustraci.

Geometricky vyznam determinantu fadu 3: Absolutni hodnota determi-
natu matice fadu 3 je rovna objemu jistého rovnobéznosténu: Znazornime
fadky matice jako ti¥i body v trojrozmérném prostoru R3. Kazdy z



téchto bodu spojime tseckou s poc¢atkem a doplnime na rovnobéznostén
(tfi usecky budou tfi z jeho hran). Objem tohoto rovnobéznosténu je
roven absolutni hodnoté determinantu.

Geometricky vyznam determinantu fadu n: Absolutni hodnota deter-
minantu je rovna n-rozmérnému objemu n-rozmérného rovnobéznosténu
vzniklého analogickym zpusobem.

Aplikace pro degenerovany piipad: Determinant matice fadu 2 je nu-
lovy, pravé kdyz prislusny rovnobéznik je degenerovany, tedy je c¢asti
primky. To je pravé v piipadé, ze jeden z fadku je nasobkem druhého,
tedy prave v pripadeé, ze radky jsou linearné zavislé, tj. hodnost matice
je mensi nez 2.

Analogické tvrzeni plati pro matice obecného fadu. To je geometricka
interpretace Véty VI.11.

Pokud ma ¢tvercova matice A néktery radek ¢i sloupec nulovy, pak jeji
determinant je roven nule.

Toto tvrzeni dokazeme indukeci podle fadu matice A. S ohledem na
to, ze definice determinantu je induktivni, budeme takto dokazovat
vétsinu tvrzeni o determinantech. Tento prvni pripad je mozné chapat
jako vzorovy.

Tvrzeni jsou to dvé — pro nulovy fadek a pro nulovy sloupec. Dokazme
nejprve tvrzeni pro nulovy radek.

Krok 1, n = 1: M&a-li matice fadu 1 nulovy radek, je jeji jediny prvek
nulovy. Tedy determinant je podle definice roven nule.

Krok 2, n — n + 1: Predpoklddejme, ze n > 1 a tvrzeni plati pro
matice fadu n. Méjme matici A fadu n+1, kterd ma néktery radek
nulovy. Ozna¢me j pofadi tohoto fadku, tj., necht j-ty radek je
nulovy. Pak dle definice plati

n+1

det A = Z(_l)“_lCLM det Ail-
i=1

Rozmysleme si, ze kazdy ze sc¢itancu je nulovy.

Pokud i # j, pak A;; je matice fadu n, kterd ma nulovy radek.
(Vynechali jsme i-ty fadek a prvni sloupec; ten j-ty nulovy fadek
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jsme nevynechali.) Tedy dle indukéniho predpokladu je det A;; =
0.

Pokud 7 = j, pak ;1 = a1 = 0.
V kazdém pripadeé je tedy a;; det A;; = 0, tedy i det A = 0.

Déle dokazme tvrzeni pro nulovy sloupec.

Krok 1, n = 1: M&a-li matice fadu 1 nulovy sloupec, je jeji jediny pr-
vek nulovy. Tedy determinant je podle definice roven nule.

Krok 2, n — n + 1: Predpokladejme, ze n > 1 a tvrzeni plati pro
matice fadu n. Méjme matici A tfadu n + 1, kterda ma néktery
sloupec nulovy. Oznaé¢me j potadi tohoto sloupce, tj., necht j-ty
sloupec je nulovy. Pak dle definice plati

n+1

det A = Z(—l)”laﬂ det Ail‘
=1

Pokud j =1 (tj. prvni sloupec je nulovy), pak a;; = 0 pro kazdé
1, tedy det A = 0.

Pokud j > 1, pak kazda z matic A;; je matice fadu n, kterd ma
nulovy sloupec (a to (j—1)-ty). Tedy det A;; = 0 podle indukéniho
predpokladu. Proto i v tomto ptipadé det A = 0.

e Determinat matice fadu n lze uvazovat jako funkci n? proménnych. Pti
této interpretaci jde o spojitou funkci n? proménnych. To se dokdze
opét indukei podle fadu matice s vyuzitim definice.

Horni a dolni trojihelnikova matice: Definice byla uvedena jiz na zacatku
oddilu VI.1.

K Véte VI.8:
e Diukaz se provede indukci podle fadu matice.
e Pron =1 je tvrzeni zfejmé.

e Diukaz indukéniho kroku n — n + 1 pro horni trojihelnikovou matici:
Predpokladejme, ze n > 1 a tvrzeni plati pro horni trojihelnikové



matice fadu n. Necht A je horni trojihelnikovd matice fadu n + 1.
Podle definice determinantu je

n+1
det A = Z(—l)iJrlCLil det Ail = Q11 det AH,
i=1

protoze a;; = 0 pro i > 1 (v prvnim sloupci jsou vSechny prvky kromé
prvniho nulové).
Pritom Aj; je horni trojihelnikovd matice fadu n, ktera méa na di-
agonale prvky ass,...,any1,n41. Podle indukéniho predpokladu tedy
mame

det All = a22 st Opgln41-

Proto
det A = ajydet Ay = ajag -+ - Gp 1415

coz dokonc¢uje dukaz.
Dikaz indukéniho kroku n — n + 1 pro dolni trojihelnikovou matici:
Predpokladejme, ze n > 1 a tvrzeni plati pro dolni trojihelnikové ma-

tice fadu n. Necht A je dolni trojithelnikova matice fadu n + 1. Podle
definice determinantu je

n+1

det A = Z(—l)”laﬂ det Ail-
i=1

Pro ¢ > 1 ma matice A;; prvni fadek nulovy, a tedy det A;; = 0. Proto
det A = a1 det AH.

Pritom Aj; je dolni trojuhelnikova matice fadu n, kterd ma na di-
agondle prvky asg,...,an+1n4+1. Podle indukéniho predpokladu tedy
mame

det All = (122 E ¢ TS RPP

Proto
det A = ajydet Ay = ajjag -+ - Gp 1415

coz dokonc¢uje dukaz.



K Lemmatu VI.9:
e Diukaz: Postupujeme indukei podle n.

Krok 1, n = 1: Toto je zfejmé z definice.

Krok 2, n — n + 1: Predpoklddejme, ze n > 1 a tvrzeni plati pro
matice fadu n. Méjme matice A, Ba Ciadun+1laie {1,...,n+
1} a predpokladejme, ze matice A, B a C se shoduji vsude kromé
i-tého tadku a -ty fadek matice C je roven souctu i-tého radku
matice A a i-tého radku matice B.
Podle definice plati

n+1

det C = (—1)""¢;1 det C;y. °
j=1

Podivejme se na chovani jednotlivych séitancu na pravé strané.
Pro j =i plati

cii=a;1+byn a Cy=A~Ag=DB;,
tedy

Ci1 det Cil = (ail + bzl) det Cil = ;1 det Cil + bil det Cil ( )
*

= Q;1 det Aﬂ + bil det Eil
Pro j 7é 7 platl' Cj1 = Q1 = bjl- Navic matice Ajla le a le se
shoduji vsude kromé jednoho fadku (i-tého, pokud j > i, (i —
1)-tého, pokud j < i) a zbyvajici fadek matice C;; je souc¢tem
piislusnych radki matic Aj; a Bj;. Podle indukéniho predpokladu
je tedy

det le = det Ajl + det le.

Mame tedy
Cj1 det le = le(det Ajl + det le)
=cjdet Ajy + ¢jrdet Bjy (k).
= Gj1 det Ajl + bjl det le



Dosadime-li nyni z (x) a (**) do (o), dostaneme

n+1 n+1
detC = Z(—l)j+16j1 det le = Z(—l)j+1(aj1 det Ajl + bjl det le)
j=1 Jj=1
n+1 n+1
= Z(_1>j+1aj1 det Ajl + Z(_1>j+1bj1 det Ejl =det A + det B.
j=1 j=1

Tim je dukaz dokoncen.

e Vyznam tohoto lemmatu: My toto lemma pouzijeme v dukazu nasledujici
véty. Ale to neni jediny vyznam. Je soucasti jedné ze zakladnich vlast-
nosti determinantu, tzv. multinearity. O néco podrobnéji se o tom
zminime v oddilu VI.5.

Dikaz Véty VI.10:
(ii) Nejsnazsi je dukaz bodu (ii). Provedeme ho indukei podle n.

Krok 1, n = 1: Tvrzeni pro matice fddu 1 plyne trivialné z definice.

Krok 2, n — n + 1: Predpoklddejme, ze n > 1 a tvrzeni plati pro
matice fadu n. Méjme matici A ftaddun+1, j € {1,...,n+ 1} a
A € R. Matice A’ nechf vznikne z A vyndsobenim j-tého fddku
¢islem .

Podle definice mame
n+1
det A’ = Z(—l)”lagl det A,
i=1
Podivejme se na chovani jednotlivych séitancu na pravé strané.
Pro ¢+ = 7 mame

I ) /
1 =Aaj1 a A

a; Jl

= Ajlv

tedy
ajy det A = Xajy det Ay

Pro i # j plati a}; = a;1 a matice A}, vznikne z A;; vyndsobenim
jednoho tadku ¢islem A (pro i > j je to j-ty fadek, proi < j je to
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(j — 1)-ty tadek). Protoze tyto matice maji fad n, z indukéniho
predpokladu dostaneme det A}, = A\A;;. Tedy

(I;l det A;l = )\ail det Ail-

Celkoveé dostévame

n+1 n+1

det A’ = Z(—l)”lag1 det A}, = Z(—l)”l)\ail det Ay
i=1 i=1
n+1

=AY (1) a det Ay = Adet A,
=1

Tim je dukaz dokoncen.
(i) Pokrac¢ujeme s dukazem bodu (i). I ten provedeme indukei.

n = 1: Pro matice fadu 1 je trvrzené trivialni, protoze maji
Krok 1, 1: Pro matice tadu 1 je t ené trivialni, protoze ma
jenom jeden tadek a tupravu nelze provést.

Krok 2, n = 2: Matice fadu 2 maji dva fadky, proto jedind moznost
je prohodit prvni a druhy fadek. Pak tvrzeni plyne z vypoctu:

det a b = ad — bc a det ¢ d = be — ad.
c d a b

Krok 3, n — n + 1: Predpokladejme, ze n > 2 a tvrzeni plati pro
matice fadu n. Méjme matici A faddun+1ak,l € {1,...,n+1},
k < I. Matice A’ nechf vznikne z A prohozenim k-tého a I-tého
radku.
Podle definice mame

n+1
det A" =) "(=1)"aj; det AY,.
i=1
Podivejme se na chovani jednotlivych séitancu na pravé strané.
Pokud i # k,l, pak a}; = a;; a matice A}, vznikne z A;; proho-
zenim dvou fadku (pokud i > [, jde o k-ty a -ty tadek; pokud
k <i <1l jdeok-ty a (I—1)-ty fadek; pokud i < k, jde o (k—1)-ty



a (I — 1)-ty radek). Protoze tyto matice maji tad n, z indukéniho
predpokladu dostaneme det A}, = —A;;. Tedy

ay det AL, = —a;; det Ay (0)

Pokud ¢ = k, pak a}; = a;;. Navic matice A}, mé stejné fadky
jako matice A, ale v jiném potadi. Pritom matice A}, vznikne
z matice Aj tak, ze k-ty fadek vynechame a pak ho vlozime na
(I — 1)-té misto (specidlné, pokud | = k + 1, pak A}, = Aj;).
Této transformace muzeme docilit aplikaci nékolika tprav prvniho
druhu:

Nejprve prohodime k-ty fadek s (k + 1)-tym.

Pak (k+ 1)-ty s (k + 2)-tym.

A tak dale, az (I — 2)-ty fadek prohodime s (I — 1)-tym.

Tedy provedeme dohromady [—1—k uprav prvniho druhu. Protoze
jde o matice fadu n, podle indukéniho predpokladu se pii kazdé
z nich zméni znaménko determinantu. Dohromady tedy ma&ame
det A}, = (=1)""1"Fdet Ay (pokud I = k+1, déldme [ —1—k =0
uprav, pak det A}, = det Aj) tedy

ay; det Ay, = (=1)"7%1ay det Ay. (A)

Pokud i = [, pak aj; = a;. Navic matice A}, ma stejné fadky
jako matice A, ale v jiném potadi. Pfitom matice Aj; vznikne z
matice Ay tak, ze (I —1)-ty fddek vynechdme a pak ho vlozime na
k-té misto (specidlné, pokud [ = k+1, pak A}, = Ay;). Této trans-
formace muzeme docilit aplikaci nékolika tiprav prvniho druhu:
Nejprve prohodime (I — 1)-ty fadek s (I — 2)-tym.

Pak (I —2)-ty s (I — 3)-tym.

A tak dale, az (k + 1)-ty tadek prohodime s k-tym.

Tedy provedeme dohromady [—1—k dprav prvniho druhu. Protoze
jde o matice radu n, podle indukéniho predpokladu se pti kazdé
z nich zméni znaménko determinantu. Dohromady tedy méame
det A}, = (—1)""Fdet Ay; (pokud I = k+1, déldme [ —1—k =0
uprav, pak det A}, = det Ay;) tedy

ap det Ay, = (—1)"7F " tay, det Ay (V)
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Nyni dosadime z (O), (A) a (V) do vzorce pro det A’ a dostaneme

n+1
det A =Y “(=1)""aj; det A}, = (—=1)*aj, det Af, + (—1)"apy det Ajy

i=1

n+1
+ Z (—=1)"*ta), det A,
il
= (_1)k+1(_1)l—1—kal1 det All + (—1)l+1(—1)l_1_kak1 det Akl
n+1
+ ) (=1 (—ain det Ay
oy
n+1
= (—1)la11 det All + (—1)lak1 det Akl — Z (—1)”1%1 det Aﬂ
fory

n+1

= Z(_l)i-Haﬂ det A;; = —det A.
=1

Tim je dukaz proveden.

(iii) Bod (iii) dokdzeme pomoci bodu (i) a (ii) a Lemmatu VI.9. Pron =1 je
trvrzeni trivialni, protoze na matici fadu 1 upravu tietiho druhu nelze
provést.

Predpokladejme tedy, ze n > 2, A je matice fadu n, A € R a k,[ €
{1,...,n}, k # I. Matice A’ necht vznikne z matic A pfictenim M-
nasobku [-tého radku ke k-tému radku.

Definujme si dvé pomocné matice — matice B a C nechf se s matici A
shoduji vsude kromé k-tého radku; pritom matice k-ty fadek B je roven
[-tému radku matice A a k-ty fadek C je roven A-nasobku [-tého fadku
matice A.

Matice A, C a A’ splnuji predpoklady Lemmatu V1.9 (pro i = k), tedy
z tohoto lemmatu dostaneme

det A’ = det A + det C.

Protoze C vznikne z B vynasobenim k-tého radku ¢islem A, jiz dokazany
bod (ii) dava
det C = Adet B.
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Déle, v matici B se shoduji k-ty a [-ty tadek. Tedy, pokud prohodime
k-ty a [-ty Tfadek, matice se nezméni. Tedy, podle jiz dokazaného bodu
(i) mame

det B = — det B,
neboli det B = 0.

Déame-li dohromady uvedené vztahy, dostaneme
det A" = det A + det C = det A+ Adet B = det A + X - 0 = det A.
Tim je dukaz hotov.

K Vété VI.10 - vyznam a dusledky:

e Vétu VIL10 lze pouzit k vypoctu determinantu. Mame-li zadanou ¢tvercovou
matici Tadu n, lze ji pomoci rfadkovych uprav prevést na schodovi-
tou (Véta VI.5(i)). U kazdé z uprav vime, diky Vété VI.10, jak zméni
hodnotu determinantu. Je-li ¢tvercovd matice schodovita, je to horni
trojuhelnikova matice. Pro ni spoc¢teme determinant dle Véty VIL.8. Ilu-
strace této metody uvidime na fesenych piikladech.

e Dukaz prvniho bodu dusledku:
Meéjme transformaci T matic o n fadcich.
Ta je kone¢nou posloupnosti fadkovych tprav, dejme tomu Uy, Us, . . ., Ug.

Podle Véty VI.10 pro kazdé j existuje nenulové ¢islo o, Ze kdykoli A’
vznikne z A aplikaci dpravy U;, mdme det A" = «; det A. Tato ¢isla
jsou

—1 Uj je uprava prvniho druhu,
a; =49 A Uj je vynasobeni néjakého fddku nenulovym cislem A,

1 U; je uprava tfetiho druhu.

Nyni je ziejmé, ze pokud A’ vznikne z A aplikaci transformace T' (tedy
postupnou aplikaci tprav Uy, Us, ..., Uy), pak

det A" = g . ..y det A,

tedy muzeme vzit o = ajas . . . ay.
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e Druhy bod dusledku plyne snadno z prvniho bodu — pii provedeni
transformace se determinant vynasobi nenulovym ¢islem. Pokud byl
puvodné nulovy, zustane nulovy; pokud byl ptuvodné nenulovy, nenu-
lovym zustane.

K Veéte VI.11

e Veéta VI.7 1k, ze A tddu n je regularni, pravé kdyz h(A) = n. Véta
VI.11 k tomu dodava dalsi ekvivalentni podminku, nenulovost deter-
minantu. Mame tedy ekvivalence

A je regularni < h(A) =n < det A =0.

e Dukaz véty: Necht A je matice fadu n. Podle Véty VI.5(i) 1ze néjakou
transformaci prevést na schodovitou matici S.

Pokud A neni reguldrni, pak h(A) < n (Véta VL.7), tedy h(S) < n (Véta
VI.5(iii)), a proto posledni fadek matice S je nulovy (S je schodovita).
Tudiz det S = 0, a tedy i det A = 0 (dle druhého bodu dusledku).

Pokud A je regularni, pak h(A) =n (Véta VLI.7), tedy h(S) =n (Véta
VI.5(iii)), a proto vsechny Fadky matice S jsou nenulové. S je ¢tvercova
schodovita matice, je to tedy horni trojihelnikova matice. Jeji determi-
nant je roven sou¢inu prvku na diagonale (Véta VI.8). Protoze vsechny

radky jsou nenulové, jsou vSechny prvky na diagondle nenulové, a proto
detS # 0. Tedy i det A # 0 (dle druhého bodu dusledku).

K Veété VI.12: Pro dukaz rozlisime dva ptipady:

e A je regularni:

Vime, ze existuje transformace 7', kterd A ptrevede na jednotkovou ma-
tici [ (viz diukaz Vety VI.7). Podle Véty VI.5(ii) existuje transformace
T’, ktera I prevede na A.

Podle prvniho bodu dusledku Véty VI.10 existuje (nenulové) ¢islo «
takové, ze kdykoli matice C' vznikne z C aplikaci transformace 717,
plati det C' = avdet C.

Protoze A vznikne z I aplikaci T", plati

det A =adetl=a-1=aq,
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tedy a = det A.

Dale, plati IB = B. Protoze aplikaci 7" na I vznikne A, podle Véty VI.6
aplikaci 7" na B vznikne AB.

Tedy
det(AB) = adet B = det A - det B.

e A neni regularni:

V tomto piipadé je det A = 0 (Véta VI.11) a h(A) < n (Véta VLT).
Existuje transformace T, kterd prevede A na schodovitou matici S
(Véta VL5(i)). Pak A(S) < n (Véta VI.5(ii)), tedy S mé posledni
fadek nulovy.
Oznac¢me C matici, kterd vznikne z AB aplikaci transformace T'. Podle
Vety VL6 je

SB = C,
tedy C ma posledni fadek nulovy. Proto h(C) < n, a tedy h(AB) < n.
Tudiz det(AB) = 0 (Véta VI.11).

Rovnost tedy plati, protoze obé strany jsou nulové.
Poznamky ke sloupcovym tpravam:

e Varianta Lemmatu VI.9 plati i pro sloupce (tj. pro matice, co se shoduji
az na jeden sloupec). Diikaz je podobny jako pro fadkovou variantu (ba
jednodussi).

e Véta VI.10 plati i pro sloupcové tpravy:

— Dukaz pro tupravy druhého druhu je analogicky (ba jednodussi).
Ndznak dukazu: Pron =1 je to trividlni, pro n = 2 snadné.
Predpokladejme, Ze n > 2, plati to pro n a méjme matici radu
n + 1, prehodime v ni k-ty a -ty sloupec, k < .

Pokud k > 1, pak je indukéni krok snadny.

Pokud k=1 al =2, pak musime definici pouzit dvakrdt za sebou
(nejprve na matici A" a pak jesté jednou na matice Al ).

Pokud k = 1 al > 2, pak pouZijeme jednou definici, a potom
pomoci indukcniho predpokladu prevedeme na pripad | = 2.
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— Dukaz pro upravy tretiho druhu je pak stejny jako pro tadkové
upravy.

K Vétam VI.13 a VI1.14:

o Myslenka diukazu Vety VI.13: Rovnost plati pro trojuhelnikové matice
(Véta VI.8). Kazdou ¢tvercovou matici lze prevést na schodovitou néjakou
transformaci. Pri té transformaci se determinant A zméni presné stejnym
zpiisobem jako determinant AT .

e Véta VI.14 je uzitecnad pocetni metoda, dokazovat ji nebudeme.
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