Vypocet determinantu

Metody vypoctu
e Pro matice fadu 1 je vypocet trivialni z definice.
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e Pro matice fadu 2 mame snadny vzorecek det <Z d) = ad — bc.

e Pro matice fadu 3 mame Sarusovo pravidlo.
e Pro matice obecného tadu lze pouzit nasledujici metody:

— Definice determinantu: V principu lze determinant pocitat opako-
vanym pouzitim definice. Vétsinou to neni vhodné metoda, protoze
je zdlouhava a pocetné narocna: Napiiklad, pocitame-li determi-
nant matice 6 x 6, aplikaci definice tilohu pfevedeme na pocitani
determinantu 6 matic fadu 5 (a dalsi aritmetické operace), dalsi
aplikaci definice dostaneme 6 - 5 = 30 matic fadu 4, dalsi aplikaci
pak 30 - 4 = 120 matic fadu 3. Pokud na né pouzijeme Saru-
sovo pravidlo, determinant kazdé z nich se spoc¢te pomoci souctu
a rozdilu jistych 6 souc¢inu. Dohromady dostaneme 120 - 6 = 720
soucint. Je zfejmé, ze toto neni efektivni metoda vypoctu.

— Rédkové dpravy: Muzeme aplikovat Vétu VI.10. Pomoci fadkovych
uprav muzeme matici zjednodusit a vime, jak tyto upravy meéni
determinant.

— Sloupcové tpravy: Muzeme aplikovat sloupcovou variantu Véty
VI.10, matici zjednodusit pomoci sloupcovych tprav, pritom vime,
jak tyto upravy méni determinant.

— Determinant trojihelnikové matice: Pokud je matice horni ¢i dolni
trojuhelnikova, podle Véty VI.8 je determinant roven souc¢inu prvku
na diagonéle. Toto lze kombinovat s fadkovymi (¢i sloupcovymi)
upravami — matici lze faddkovymi upravami prevést na schodovi-
tou; ta je horni trojihelnikova.

— Rozvoj determinantu podle fadku ¢&i sloupce. Obcas je vhodné
pouzit Vétu VI.14, zejména v piipadé, ze v nékterém tadku ci
sloupci je velmi mélo (napiiklad jen jeden) nenulovych prvku.



— Véta VI.11: Pokud vidime, Ze matice neni regularni (napiiklad ma
nulovy radek nebo nulovy sloupec, nebo ma dva stejné radky ¢i
dva stejné sloupce atp.), je determinant roven 0.
Reseni piikladu 16 ze superseminaie

Prvni matice

11111 11111 11 1 1 1
2 112 3 21123 0 -1 -1 0 1
35412 = 235412 = 2.0 2 1 -2 -1
2 2237 2 2 237 00 0 1 5
8 8 8 0 2 4440 1 00 0 —4 -3
1 1 1 1 1
0 -1 -1 0 1
= 200 0 -1 =2 1| = 2-1-(=1)-(=1)-1-17=34.
00 0 1 5
00 0 0 17

Komentar k vypoctu:

e V prvnim kroku jsme z posledniho fadku vytknuli ¢islo 2. Tedy: Po-
sledni tadek jsme vynasobili ¢islem % Tim se nam hodnota deter-
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minantu také vyndsobila 3, tedy puvodni determinant je 2-nasobek

nového. Muzeme si to predstavit jako vytykani.

e Ve druhém kroku jsme provedli postupné ¢tyti dpravy tietiho druhu
— k druhému tadku jsme pricetli (—2)-ndsobek prvniho, ke tfetimu
fadku jsme pricetli (—3)-ndsobek prvniho, ke étvrtému tadku jsme
pricetli (—2)-ndsobek prvniho, k patému fadku jsme pricetli (—4)-
nasobek prvniho.

Pti téchto upravéach se hodnota determinantu neméni. Déldme je po-
stupné, ale muzeme to zapsat najednou, protoze postupné meénime
pouze druhy, treti, ¢tvrty a paty fadek a prvni radek se neméni.

e Ve tfetim kroku jsme ke tretimu radku pricetli dvojnasobek druhého.
Tim se hodnota determinantu nezménila.

e Nakonec jsme pouzili Vétu VI.8 o determinantu trojihelnikové matice.
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Druha matice
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Komentar k vypoctu:

e V prvnim kroku jsme provedli postupné tfi dpravy tretiho druhu — k
druhému tadku jsme pricetli 1-ndsobek prvniho, ke tretimu fadku jsme
pricetli 2-nasobek prvniho, ke ¢tvrtému fadku jsme pticetli 1-nasobek
prvniho. Tim se hodnota determinantu nezmeénila.

Nabizelo se jesté k patému fadku pric¢ist 9-ndasobek prvniho. Ale v§imli
jsme si velké shody ¢tvrtého a patého radku v nové matici, a tak jsme
zvolili postup, ktery je (moznd) pocetné jednodussi.

e Ve druhém kroku jsme od patého radku odecetli ¢tvrty fadek. Tim se
hodnota determinantu nezménila.

e Ve tietim kroku jsme z patého radku vytkli 9.

e Ve ctvrtém kroku jsme k prvnimu tadku pricetli paty radek. Tim se
hodnota determinantu nezménila.

e V patém kroku jsme pouzili definici determinantu, neboli rozvoj podle
prvniho sloupce. Protoze v prvnim sloupci je jen jeden nenulovy prvek,
zustal jenom jeden ze s¢itancu.

e V Sestém kroku jsme od prvniho radku odecetli trojnédsobek ¢tvrtého a
od druhého tadku jsme odecetli tieti fadek. Tim se hodnota determi-
nantu nezmeénila.

e V sedmém kroku jsme od tietiho fadku odecetli sedminasobek ¢tvrtého.

e V osmém kroku jsme pouzili definici determinantu, neboli rozvoj podle
prvniho sloupce. Protoze v prvnim sloupci je jen jeden nenulovy prvek,
zustal jenom jeden ze s¢itancu.

e V devatém kroku jsme od tretiho radku odecetli trojnasobek prvniho.
e V desatém kroku jsme z tietiho radku vytknuli 4.
e Nakonec jsme pouzili Sarusovo pravidlo.

e Poznamky:

vvvvv

vice pocitat.



— Po druhém kroku jsme mohli pouzit rozvoj podle posledniho fadku.
Tim bychom se rovnou dostali na vysledek kroku patého.

Tteti matice — postup ¢.1 s pouzitim sloupcovych tprav

1 2 3 4 5 1 1 -1 4 1
10 9 8 7 6 10 -1 1 7 -1
1 2 1 6 7 = 11 -9 -5 6 1
12 3 4 5 8 12 -9 -1 5 3
12 12 11 10 9 12 0 1 10 -1

o 0 0 0 1
11 0 0 11 -1
= |10 =10 -4 2 1 = (-1 . 1.
9 —12 2 -7

3 1 0 14 -1

11 0 0 11
10 =10 —4 2

9 -—-12 2 -7
13 1 0 14

1 0 0 1 0o 0 0 1
10 =10 -2 2 8 —10 -2 2
= 12 9 —-12 1 -7 =22 16 —12 1 -7
13 1 0 14 -1 1 0 14
8 —10 -2 8 —2 -2
= 2-(-D"™.1-1 16 —-12 1 |=-22-|16 4 1
-1 1 0 -1 0 0
341 -2 =2
= =22 (=1 (=1)- L1 =22-((=2)-1—(=2)-4) =226 =132.

Komentar k vypoctu:

e V prvnim kroku jsme od druhého sloupce odecetli prvni, od tfetiho
sloupce odecetli ¢tvrty a od patého sloupce odecetli ¢tvrty. Tim se
hodnota determinantu nezménila.

e Ve druhém kroku jsme od prvniho sloupce odecetli paty, od druhého
sloupce téz odecetli paty, k tretimu sloupci pricetli paty a od ¢tvrtého
sloupce odecetli ¢tyfnasobek patého. Tim se hodnota determinantu
nezmeénila.



Ve tietim kroku jsme pouzili rozvoj podle prvniho fadku.

Ve ¢tvrtém kroku jsme z prvniho fadku vytknuli 11 a z tietiho sloupce
vytknuli 2.

V patém kroku jsme od prvniho sloupce odecetli paty. Tim se hodnota
determinantu nezmeénila.

V Sestém kroku jsme pouzili rozvoj podle prvniho fadku.

V sedmém kroku jsme ke druhému sloupci pricetli prvni. Tim se hod-
nota determinantu nezmeénila.

V osmém kroku jsme pouzili rozvoj podle tietitho tadku.
Nakonec jsme pouzili vzorec pro determinant matice druhého radu.

Poznédmka: Po Sestém kroku jsme mohli pouzit Sarusovo pravidlo.



Jiny postup pro tentyz determinant

1 2 3 4 5 11 11 11 11 11 11 1 1
10 9 8 7 6 10 9 8 7 6 0 9 8 7
1m 2 1 6 7| = (11 2 1 6 7| = 11-{11 2 1 6
12 3 4 5 8 12 3 4 5 8 12 3 4 5
12 12 11 10 9 12 12 11 10 9 12 12 11 10
11 1 1 1 11 1 1 1
0 -1 -2 -3 —4 0 -1 -2 -3 —4
= 11-/0 -9 =10 =5 —4| = 11-{0 -9 —-10 -5 —4
0 -9 -8 -7 —4 00 2 -2 0
0 0 -1 -2 -3 0 0 -1 -2 -3
1 1 1 1 1 11 1 1 1
0 -1 -2 -3 —4 0 -1 -2 -3 —4
= 11-/]0 0 8 22 32| = 11-2-2-{0 0 4 11 16
0 0 2 -2 0 00 1 -1 0
0 0 -1 -2 -3 0 0 -1 -2 -3
11 1 1 1 11 1 1 1
0 -1 —2 -3 —4 0 -1 —2 -3 —4
= 44-10 0 0 15 16 |=44-(=3)-|0 0 0 15 16
0 0 1 =1 0 00 1 =1 0
0o 0 0 -3 -3 o0 0 1 1
-1 -2 -3 —4
0 0 15 16 0 1516
=—132- (=)' . 1. =132 (=) (=11 -1 0
0 1 -1 0 0 1 1
0o 0 1 1

—132-(0-(=1)-1+1-1-16+0-15-0—16-(=1)-0—0-1-0—1-15-1)
=132 (16 — 15) = 132.
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Komentar k tomuto vypoctu:

e V prvnim kroku jsme k prvnimu radku pficetli druhy. Tim se hodnota
determinantu nezmeénila.

e Ve druhém kroku jsme z prvniho radku vytknuli 11.

e Ve tietim kroku jsme od druhého radku odecetli 10-nésobek prvniho, od
tretiho fadku odecetli 11-nasobek prvniho, od ¢tvrtého rfadku odecetli
12-nésobek prvniho a od patého fadku odecetli 12-nasobek prvniho.
Tim se hodnota determinantu nezmeénila.

e Ve ¢tvrtém kroku jsme od ¢tvrtého tadku odecetli tieti. Tim se hodnota
determinantu nezmeénila.

e V patém kroku jsme od tietiho fadku odecetli 9-nasobek druhého. Tim
se hodnota determinantu nezmeénila.

e V Sestém kroku jsme ze tretiho a c¢tvrtého radku vytknuli 2.

e V sedmém kroku jsme od tfetiho radku odecetli ¢tyrnasobek ¢vrtého
a k patému radku piicetli ctvrty radek. Tim se hodnota determinantu
nezménila.

e V osmém kroku jsme z patého radku vytknuli —3.

o V devatém kroku jsme pouzili definici determinantu, neboli rozvoj
podle prvniho sloupce. V desatém kroku jsme tak ucinili jesté jednou.

e Nakonec jsme pouzili Sarusovo pravidlo.



