Zadání a øeźení písemných testù z Matematiky I a II

FSV 1997-98

Miroslav Zelený Oldøich John Ondøej Kalenda Jan Koláø

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (A)

ZS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte limitu lim_{n→∞} 3√ n^3 + n −^3 √ n^3 + 1 3√ n^3 + 2n −^3 √ n^3 + n

. (10 bodù)

Pøíklad 2 : Vyźetøete konvergenci øady +∞∑ n=1 n! 2^{n2}

. (10 bodù)

Pøíklad 3 : Spoètìte limitu

lim_{x→0} log(1 + sin x) √ 2x + 1 − √ x + 1

. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Spoètìte derivaci funkce (resp. jednostranné derivace) f(x) = (x − 1)^2|x^2 − 1|

ve vźech bodech, kde existuje. (10 bodù)

Pøíklad 5 : Vyźetøete prùbìh funkce (bez konvexity) f(x) = cos x cos 2x

. (20 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (A)

ZS 1997-98

Pøíklad A1 : Nejprve upravíme výraz, jeho¿ limitu máme spoèítat. 3√ n^3 + n −^3 √ n^3 + 1 3√ n^3 + 2n −^3 √ n^3 + n = (n^3 + n)^13 − (n^3 + 1)^13 (n^3 + 2n)^13 − (n^3 + n)^13 · (n^3 + n)^23 + (n^3 + n)^13 (n^3 + 1)^13 + (n^3 + 1)^23 (n^3 + n)^23 + (n^3 + n)^13 (n^3 + 1)^13 + (n^3 + 1)^23 · · (n^3 + 2n)^{23} + (n^3 + 2n)^{13} (n^3 + n)^{13} + (n^3 + 1)^{23} (n^3 + 2n)^23 + (n^3 + 2n)^13 (n^3 + n)^13 + (n^3 + 1)^23 = n − 1 n · (n^3 + 2n)^23 + (n^3 + 2n)^13 (n^3 + n)^13 + (n^3 + n)^23 (n^3 + n)^23 + (n^3 + n)^13 (n^3 + 1)^13 + (n^3 + 1)^23 = n − 1 n · (1 +^2_{n2} )^23 + (1 +^2_{n2} )^13 (1 +^1_{n2} )^13 + (1 +^1_{n2} )^23 (1 +^1_{n2} )^23 + (1 +^1_{n2} )^13 (1 +^1_{n3} )^13 + (1 +^1_{n3} )^23

Odtud ji¿ vyplývá, ¿e lim_{n→∞} 3√ n^3 + n −^3 √ n^3 + 1 3√ n^3 + 2n −^3 √ n^3 + n

= 1.

Pøíklad A2 : Vźechny èleny uva¿ované øady jsou kladné, mù¿eme proto zkusit pou¿ít podílové kritérium:

a_n = n! 2^{n2} , lim_{n→+∞} a_{n+1} a_n = lim_{n→+∞}

(n+1)! 2^{(n+1)2} n! 2^{n2}

= lim_{n→+∞} n + 1 2^{2n+1}

= 0 < 1.

Øada tedy konverguje podle podílového kritéria.

Pøíklad A3 : Platí

lim_{x→0} log(1 + sin x) √ 2x + 1 − √ x + 1

= lim_{x→0} log(1 + sin x) sin x · sin x · 1 √ 2x + 1 − √ x + 1 · √ 2x + 1 + √ x + 1 √ 2x + 1 + √ x + 1

= lim_{x→0} log(1 + sin x) sin x · sin x x · (√ 2x + 1 + √ x + 1 ) . Víme, ¿e

(i) lim_{y→0}^{log(1+y)}_y = 1, (ii) lim_{x→0}^{sin x}_x = 1, (iii) lim_{x→0} sin x = 0, (iv) sin je prostý na ⟨−π/2, π/2⟩, (v) √ je spojitá ve svém de˛nièním oboru.

Z (i), (iii), (iv) a vìty o limitì slo¿ené funkce plyne lim_{x→0} log(1 + sin x) sin x

= 1.

Poslední rovnost, spolu s (ii), (v) a vìtou o limitì souèinu dává

lim_{x→0} log(1 + sin x) sin x sin x x (√ 2x + 1 + √ x + 1 ) = 1 · 1 · 2 = 2.

Pøíklad A4 : Platí f(x) = (x − 1)^2(x^2 − 1), pro x ∈ (−∞, −1) ∪ (1, ∞), 0, pro x = ±1, (x − 1)^2(1 − x^2), pro x ∈ (−1, 1).

Z pøedchozího plyne

f^′(x) = { 2(x − 1)(x^2 − 1) + (x − 1)^2 · 2x, x ∈ (−∞, −1) ∪ (1, ∞), 2(x − 1)(1 − x^2) − (x − 1)^2 · 2x, x ∈ (−1, 1).

Pro jednostranné derivace ve výźe uvedených bodech platí f(x) = f^′_+(x) = f^′_−(x). Zkoumejme derivaci f v bodì 1. Funkce f je v tomto bodì spojitá a platí lim x→1+ f^′(x) = 0 a lim_{x→1−} f^′(x) = 0.

Co¿ znamená, ¿e f^′(1) = f^′_+(1) = f^′_−(1) = 0. Obdobným zpùsobem zkoumejme derivaci v bodì −1. Funkce f je opìt v −1 spojitá a platí lim x→−1+ f^′(x) = 8 a lim_{x→−1−} f^′(x) = −8.

Odtud plyne, ¿e f^′_+(−1) = 8, f^′_−(−1) = −8 a derivace v −1 neexistuje. Pøíklad A5 : De˛nièním oborem funkce f je mno¿ina R \ {^π_4 + kπ/2; k ∈ Z}; f je sudá a 2π-periodická. Zkoumejme tedy f pouze na intervalech (−π/4, π/4), (π/4, 3π/4), (3π/4, 5π/4) a (5π/4, 7π/4). Spoètìme limity v þkrajních bodechß: lim x→−π/4+ f(x) = +∞, lim_{x→π/4−} f(x) = +∞, lim_{x→π/4+} f(x) = −∞, lim_{x→3π/4−} f(x) = +∞, lim x→3π/4+ f(x) = −∞, lim_{x→5π/4−} f(x) = −∞, lim_{x→5π/4+} f(x) = +∞, lim_{x→7π/4−} f(x) = −∞. Dále platí:

f^′(x) =

− sin x cos 2x + 2 cos x sin 2x

cos^2 2x = sin x(1 + 2 cos^2 x) cos^2 2x , x ∈ D(f). Pro znaménko derivace dostaneme f^′(x) > 0 ⇔ x ∈ (0, π/4) ∪ (π/4, 3π/4) ∪ (3π/4, π), f^′(x) < 0 ⇔ x ∈ (−π/4, 0) ∪ (π, 5π/4) ∪ (5π/4, 7π/4), f^′(x) = 0 ⇔ x ∈ {0, π}. Na celém de˛nièním oboru pro funkci f platí: f je rostoucí na intervalech (0, π/4)+2kπ, (π/4, 3π/4)+2kπ, (3π/4, π)+2kπ, k ∈ Z; f je klesající na (−π/4, 0)+2kπ, (π, 5π/4)+2kπ a (5π/4, 7π/4)+2kπ, k ∈ Z. V bodech 2kπ, k ∈ Z, nabývá funkce f svého lokálního minima a v bodech (2k +1)π, k ∈ Z, nabývá funkce f svého lokálního maxima. Globálního minima a globálního maxima funkce f nenabývá. Funkce f nemá asymptotu v +∞ ani v −∞.

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (B)

ZS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte limitu

lim_{n→∞}(n^2 + sin(n + 1))( √ n^4 + 2 − √ n^4 + 1). (10 bodù)

Pøíklad 2 : Vyźetøete konvergenci øady +∞∑ n=1 (−1)^n(^n √ 3 − 1). (10 bodù)

Pøíklad 3 : Spoètìte limitu

lim_{x→0} e^{sin 2x} − e^{arcsin x}

tg x

. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Spoètìte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce f(x) = { arctg(tg^2 x) pro x ≠^π_2 + kπ, k ∈ Z π 2 pro x =^π_2 + kπ, k ∈ Z

ve vźech bodech, kde existuje. (10 bodù) Pøíklad 5 : Vyźetøete prùbìh funkce (bez konvexity)

f(x) = (cos x)e^{23 sin x} (20 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (B)

ZS 1997-98

Pøíklad B1 : Platí

lim_{n→∞}(n^2 + sin(n + 1)) · ( √ n^4 + 2 − √ n^4 + 1)

= lim_{n→+∞}(n^2 + sin(n + 1)) · ( √ n^4 + 2 − √ n^4 + 1) · √ n^4 + 2 + √ n^4 + 1 √ n^4 + 2 + √ n^4 + 1

= lim_{n→+∞} n^2 + sin(n + 1) √ n^4 + 2 + √ n^4 + 1

= lim_{n→+∞}

1 +^{sin(n+1)}_{n2} √ 1 +^2_{n4} + √ 1 +^1_{n4} .

Víme, ¿e platí:

(1) ∀n ∈ N : | sin(n + 1)| ≤ 1, (2) lim_{n→∞}^1_{n2} = 0, (3) √ je spojitá ve svém de˛nièním oboru.

Z (1) a (2) plyne lim_{n→∞}^{sin(n+1)}_{n2} = 0. Odtud, z (3) a z vìty o aritmetice limit plyne

lim_{n→∞}(n^2 + sin(n + 1)) · ( √ n^4 + 2 − √ n^4 + 1) = 1 2 .

Pøíklad B2 : Pou¿ijeme Lebnizova kritéria. Ovìøme jeho pøedpoklady:

(1) øada má po¿adovaný tvar, (2) lim_{n→∞}(^n √ 3 − 1) = 0, (3) ∀n ∈ N :^n √ 3 − 1 ≥^{n+1} √ 3 − 1 (lze snadno odvodit ze zøejmé nerovnosti 3^{n+1} ≥ 3^n, n ∈ N).

Øada tedy konverguje.

Pøíklad B3 : Piźme

lim_{x→0} e^{sin 2x} − e^{arcsin x} tg x

= lim_{x→0} e^{sin 2x} − e^{arcsin x} x · x tg x

= lim_{x→0} e^{sin 2x} − e^{arcsin x} x · lim_{x→0} x tg x . Víme, ¿e lim_{x→0}^x_{tg x} = 1. Zabývejme se teï první limitou ve výźe uvedeném souèinu limit.

lim_{x→0} e^{sin 2x} − e^{arcsin x} x = lim_{x→0} e^{sin 2x} − 1

sin 2x · sin 2x x − e^{arcsin x} − 1 arcsin x · arcsin x x = 2 − 1 = 1.

Pou¿ili jsme

(1) lim_{x→0}^{arcsin x}_x = 1, (2) lim_{x→0}^{sin x}_x = 1, (3) lim_{y→0}^{ey −1}_y = 1, (4) sin je prostá funkce na jistém okolí 0, (5) arcsin je prostá funkce, (6) x → 2x je prostá funkce, (7) vìtu o limitì slo¿ené funkce ve verzi s podmínkou (P1), (8) vìtu o aritmetice limit.

Dohromady tedy máme

lim_{x→0} e^{sin 2x} − e^{arcsin x} tg x

= 1.

Pøíklad B4 : Funkce arctg i tg mají derivace vźude ve svém de˛nièním oboru. Máme tedy f^′(x) = 1 1 + tg^4 x

· 2 tg x · 1 cos^2 x ; x ≠ π/2 + kπ, k ∈ Z; po úpravì dostaneme

f^′(x) =

2 sin x cos x cos^4 x + sin^4 x ; x ≠ π/2 + kπ, k ∈ Z.

Platí také lim_{x→π/2+kπ} f(x) = π/2, k ∈ Z, a f je tedy spojitá v ka¿dém bodì tvaru π/2 + kπ, k ∈ Z. Spoètìme lim x→π/2+kπ f^′(x) = lim x→π/2+kπ 2 sin x cos x cos^4 x + sin^4 x

= 0.

Vìta o výpoètu derivace pomocí limity derivace tedy dává (pøedpoklady jsou splnìny!) f^′(π/2 + kπ) = 0, k ∈ Z.

Pøíklad B5 : Snadno je vidìt, ¿e D(f) = R a f je 2π periodická a spojitá na R. Spoètìme f^′:

f^′(x) = e^{23 sin x}( 2 3 cos^2 x − sin x), x ∈ R.

Prozkoumáme-li znaménko f^′ obdr¿íme: f^′(x) > 0 ⇔ x ∈ (5π/6, 13π/6) + 2kπ, k ∈ Z, f^′(x) < 0 ⇔ x ∈ (π/6, 5π/6) + 2kπ, k ∈ Z, f^′(x) = 0 ⇔ x ∈ {π/6, 5π/6} + 2kπ, k ∈ Z. Funkce f je tedy rostoucí na intervalech tvaru (5π/6, 13π/6)+2kπ, k ∈ Z. Na intervalech tvaru (π/6, 5π/6) + 2kπ, k ∈ Z, je f klesající. Funkce f má v bodech π/6 + 2kπ, k ∈ Z, globální maxima a v bodech 5π/6 + 2kπ, k ∈ Z, globální minima - toto vyplývá z výźe uvedeného; H(f) = ⟨f(5π/6), f(π/6)⟩. Funkce nemá ¿ádné asymptoty.

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (C)

ZS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte limitu lim_{n→∞} ( 1 + 1 √ n^4 + 2n^3 − √ n^4 + 1 )_n (10 bodù)

Pøíklad 2 : Vyźetøete konvergenci øady +∞∑ n=3 3 2^n − 2n

(10 bodù)

Pøíklad 3 : Spoètìte limitu

lim_{x→0} e^x − 2 sin(^π_6 + x)

tg x

. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Spoètìte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce

f(x) = max{min{cos x, (1/2)}, (−1/2)}

ve vźech bodech, kde existuje. (10 bodù) Pøíklad 5 : Vyźetøete prùbìh funkce (bez konvexity) f(x) = cos x

cos 3x

. (20 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (C)

ZS 1997-98

Pøíklad C1 : Pokusme se nejprve spoèítat limitu funkce lim x→+∞ ( 1 + 1 √ x^4 + 2x^3 − √ x^4 + 1 )_x . Upravme nejprve výraz jeho¿ limitu poèítáme: ( 1 + 1 √ x^4 + 2x^3 − √ x^4 + 1 )_x = exp ( log (( 1 + 1 √ x^4 + 2x^3 − √ x^4 + 1 )_x))

= exp ( x log ( 1 + 1 √ x^4 + 2x^3 − √ x^4 + 1 ))

= exp log ( 1 +^1 √ x^4+2x^3− √ x^4 +1 ) 1 √ x^4+2x^3− √ x^4+1 · x · 1 √ x^4 + 2x^3 − √ x^4 + 1

= exp log ( 1 +^1 √ x^4+2x^3− √ x^4 +1 ) 1 √ x^4+2x^3− √ x^4+1 · x · √ x^4 + 2x^3 + √ x^4 + 1

2x^3 − 1

= exp log ( 1 +^1 √ x^4+2x^3− √ x^4 +1 ) 1 √ x^4+2x^3− √ x^4+1 · √ 1 +^2_x + √ 1 +^1_{x4}

2 −^1_{x3} . (⋆)

Dále platí:

(1) lim_{z→0}^{log(1+z)}_z = 1, (2) lim_{x→+∞}^1 √ x^4+2x^3− √ x^4+1

= lim_{x→+∞}^{√x4 +2x3+√x4+1}

2x^3−1 = limx→+∞

√_{1+ 2x +}q_{1+ 1} x4 2x−^1_{x2} = 2 +∞ = 0, (3) funkce x →^1 √ x^4+2x^3− √ x^4+1 je na jistém okolí +∞ rùzná od nuly,

(4) exp je spojitá na R.

Z (1){(3) a z vìty o limitì slo¿ené funkce

lim x→+∞ log ( 1 +^1 √ x^4+2x^3− √ x^4+1 ) 1 √ x^4+2x^3− √ x^4+1 = 1. (⋆⋆) Dále máme lim x→+∞ √ 1 +^2_x + √ 1 +^1_{x4} 2 −^1_{x3} = 1. (⋆ ⋆ ⋆) Z (⋆), (⋆⋆), (⋆ ⋆ ⋆) a (4) plyne lim x→+∞ ( 1 + 1 √ x^4 + 2x^3 − √ x^4 + 1 )_x = e^1 = e

a tedy podle Heineho vìty lim x→+∞ ( 1 + 1 √ n^4 + 2n^3 − √ n^4 + 1 )_n = e.

Pøíklad C2 : Pro ka¿dé n ∈ N, n ≥ 3 platí 2^n > 2n a proto jsou vźechny èleny uva¿ované øady jsou kladné. Mù¿eme proto zkusit pou¿ít podílové kritérium:

a_n = 3 2^n − 2n , lim_{n→+∞} a_{n+1} a_n = lim_{n→+∞} 3 2^{n+1}−2(n+1) 3 2^n−2n = lim_{n→+∞}

1 −^n_{2n}�_1 2 −^{n+1}_{2n}�_1 = 1 2 < 1. Øada tedy konverguje podle podílového kritéria.

Pøíklad C3 : Upravme nejprve výraz jeho¿ limitu poèítáme

e^x − 2 sin(π/6 + x)

tg x = x tg x ( e^x − 1 x + 1 − 2 sin(π/6 + x) x )

= x tg x ( e^x − 1 x + 1 − cos x x − √ 3 sin x x )

= x tg x ( e^x − 1 x + 1 − cos x x · 1 + cos x 1 + cos x − √ 3 sin x x )

= x tg x ( e^x − 1 x + sin x x · sin x · 1 1 + cos x − √ 3 sin x x ) . (⋆)

Víme, ¿e

(1) lim_{x→0}^{tg x}_x = 1, (2) lim_{x→0}^{sin x}_x = 1, (3) lim_{x→0}^{ex−1}_x = 1, (4) lim_{x→0} cos x = 1.

Z (⋆), (1){(4) a z vìty o aritmetice limit vyplývá

lim_{x→0} e^x − 2 sin(π/6 + x) tg x

= 1 − √ 3. Pøíklad C4 : Pro funkci f platí f(x) = −1/2, x ∈ ⟨2π/3, 4π/3⟩ + 2kπ, k ∈ Z, cos x, x ∈ ((π/3, 2π/3) ∪ (4π/3, 5π/3)) + 2kπ, k ∈ Z, 1/2, x ∈ ⟨−π/3, π/3⟩ + 2kπ, k ∈ Z. Z pøedchozího vyjádøení vyplývá, ¿e

f^′(x) = { 0, x ∈ (−π/3, π/3) + k π, k ∈ Z, − sin x, x ∈ (π/3, 2π/3) + kπ, k ∈ Z. Funkce f je spojitá na R a proto mù¿eme podle z pøedchozího vyjádøení vypoèítat jednostranné derivace jako pøísluźné limity derivací: f^′_+(π/3 + 2kπ) = lim x→π/3+2kπ+ − sin x = − sin(π/3 + 2kπ) = − √ 3/2, f^′_−(π/3 + 2kπ) = lim x→π/3+2kπ− 0 = 0,

f^′_+(2π/3 + 2kπ) = 0, f^′_−(2π/3 + 2kπ) = − sin(2π/3 + 2kπ) = − √ 3/2, f^′_+(4π/3 + 2kπ) = − sin(4π/3 + 2kπ) = √ 3/2, f^′_−(4π/3 + 2kπ) = 0, f^′_+(5π/3 + 2kπ) = 0, f^′_−(5π/3 + 2kπ) = − sin(5π/3 + 2kπ) = √ 3/2, k ∈ Z.

Pøíklad C5 : Platí D(f) = R \ {x ∈ R; cos 3x = 0} = R \ {π/6 + kπ/3; k ∈ Z}. Funkce f je ve svém de˛nièním oboru spojitá; f je sudá. Dále máme

f(x + π) = cos(x + π) cos(3(x + π)) = − cos x cos(3x + π) = − cos x − cos 3x = cos x cos 3x = f(x). Funkce f je tedy π-periodická. Staèí tedy, kdy¿ její prùbìh vyźetøíme na mno¿inì (π/6, π/2) ∪ (π/2, 5π/6) ∪ (5π/6, 7π/6). Spoètìme limity v þkrajních bodechß: lim x→π/6+ cos x cos 3x = −∞, lim x→π/2 cos x cos 3x = lim_{x→π/2} − sin x −3 sin 3x

= −1/3, (zde jsme k výpoètu u¿ili

l’Hospitalova pravidla, jeho¿ pøedpoklady jsou splnìny) lim x→5π/6+ cos x cos 3x = +∞, lim x→5π/6− cos x cos 3x = −∞, lim x→7π/6− cos x cos 3x

= +∞

V ka¿dém bodì x z de˛nièního oboru f platí

f^′(x) =

3 cos x sin 3x − sin x cos 3x cos^2 3x Pro znaménko f^′ platí f^′(x) > 0 ⇔ x ∈ ((π/6, π/2) ∪ (π, 7π/6)) + kπ, k ∈ Z, f^′(x) < 0 ⇔ x ∈ ((π/2, 5π/6) ∪ (5π/6, π)) + kπ, k ∈ Z, f^′(x) = 0 ⇔ x = kπ, k ∈ Z. Funkce f je tedy rostoucí na intervalech tvaru (π/6, π/2) + kπ, (π, 7π/6) + kπ, k ∈ Z; klesající na intervalech tvaru (π/2, 5π/6)+kπ, (5π/6, π)+kπ, k ∈ Z. V bodech kπ, k ∈ Z, má f lokální minimum. Globálních extrémù f nenabývá, neboż je zdola i shora neomezená; H(f) = (−∞, −1/3) ∪ ⟨1, ∞). Funkce f nemá ¿ádné asymptoty.

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (D)

ZS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte limitu

lim_{n→∞} n(^n √ 2 − 1). (10 bodù)

Pøíklad 2 : Vyźetøete konvergenci øady ∞∑ n=1 2^n + (−1)^nn 3^n + (−1)^nn

. (10 bodù)

Pøíklad 3 : Spoètìte limitu lim x→0+ arcsin √ x log(1 + √ x) . (10 bodù)

Pøíklad 4 : Spoètìte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce f(x) = √ 1 − e^{−x2} ve vźech bodech, kde existuje. (10 bodù) Pøíklad 5 : Vyźetøete prùbìh funkce

f(x) = (log |x|)^3 − 3 log |x|. (20 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (D)

ZS 1997-98

Pøíklad D1 : Místo limity posloupnosti {n(^n √ 2 − 1)}^∞_{n=1} poèítejme limitu funkce f(x) = x(2^{1x} − 1) v +∞. Pokud toti¿ uká¿eme, ¿e lim_{x→+∞} f(x) = A, pak podle Heineho vìty také lim_{n→+∞} f(n) = A. Platí

lim x→+∞ x(2^{1x} − 1) = lim_{x→+∞}

2^{1x} − 1 1 x = lim_{x→+∞} e^{log 2x} − 1

log 2 x · log 2 = log 2.

U¿ili jsme

(1) lim_{y→0}^{ey −1}_y = 1, (2) lim_{x→+∞}^{log 2}_x = 0, (3)^{log 2}_x ≠ 0 pro ka¿dé x > 0, (4) vìtu o limitì slo¿ené funkce ve verzi s podmínkou (P1).

Pøíklad D2 : Pro ka¿dé n ∈ N platí n ≤ 2^n ≤ 3^n a proto má uva¿ovaná øada pouze kladné èleny. Zkusme pou¿ít podílové kritérium:

a_n =

2^n + (−1)^nn 3^n + (−1)^nn

; lim_{n→∞} a_{n+1} a_n = lim_{n→+∞}

2^{n+1}+(−1)^{n+1} (n+1) 3^{n+1}+(−1)^{n+1} (n+1) 2^n+(−1)^nn 3^n+(−1)^nn

= lim_{n→+∞}

2^{n+1} 3^{n+1}

(_{1+(−1)n+1 n+1}

2n+1

1+(−1)^{n+1 n+1}_{3n+1} )

2^n 3^n (_{1+(−1)n n2n} 1+(−1)^{n n}_{3n}

) = lim_{n→+∞} 2 3 · lim n→+∞

1+(−1)^{n+1 n+1}_{2n+1} 1+(−1)^{n+1 n+1}_{3n+1}

1+(−1)^{n n}_{2n} 1+(−1)^{n n}_{3n} = 2 3 · 1 = 2 3 . U¿ili jsme následujících faktù:

(1) lim_{n→∞}^{nk}_{an} = 0, kde a > 1, k ∈ N; (2) posloupnost {(−1)^n} je omezená.

Z (1) a (2) vyplývá: lim n→+∞( −1)^n n 2^n

= 0, lim_{n→+∞}(−1)^n n 3^n

= 0, lim n→+∞( −1)^{n+1} n + 1 2^{n+1}

= 0, lim_{n→+∞}(−1)^{n+1} n + 1 3^{n+1}

= 0.

Zbytek vyplývá z vìty o aritmetice limit. Naźe øada tedy konverguje podle podílového kritéria.

Pøíklad D3 : Uvìdomme si, ¿e platí:

(1) lim_{y→0}^{arcsin y}_y = 1, (2) lim_{y→0}^{log(1+y)}_y = 1, (3) lim_{x→0+} √ x = 0, (4) √ je prostá na svém de˛nièním oboru.

Mù¿eme psát lim x→0+ arcsin √ x log(1 + √ x) = lim_{x→0+} arcsin √ x √ x · √ x log(1 + √ x) . Z vìty o limitì slo¿ené funkce, (1), (3) a (4) plyne lim x→0+ arcsin √ x √ x = 1.

Z vìty o limitì slo¿ené funkce, (2), (3) a (4) plyne lim x→0+ log(1 + √ x) √ x = 1.

Vìta o aritmetice limit pak dává lim x→0+ arcsin √ x √ x · √ x log(1 + √ x) = 1.

Pøíklad D4 : Zøejmì D(f) = R. Platí ( √ x)^′ =^1_2^{1√}_x pro x > 0. Vzhledem k tomu, ¿e 1 − e^{−x2} = 0 ⇔ x = 0, tak pro ka¿dé x ∈ R \ {0} máme

f^′(x) = 1 2 e^{−x2} 2x √ 1 − e^{−x2} = e^{−x2} x √ 1 − e^{x2} . V bodì 0 poèítejme derivaci funkce f podle de˛nice:

lim_{x→0} f(x) − f(0) x − 0 = lim_{x→0} √ 1 − e^{−x2} x . Výpoèet poslední limity provedeme nejprve zprava a pak zleva.

f^′_+(0) = lim_{x→0+} √ 1 − e^{−x2} x = lim_{x→0+} √ e^{−x2} − 1 −x^2 Uvìdomme si, ¿e

(1) lim_{y→0+}^{ey −1}_y = 1, (2) lim_{x→0} −x^2 = 0, (3) −x^2 = 0 ⇔ x = 0, (4) √ je spojitá na svém de˛nièním oboru.

Z vìty o limitì slo¿ené funkce, (1), (2) a (3) plyne lim_{x→0+}^e

�x^2_{−1}

−x^2 = 1. Odtud, z (4) a

vìty o limitì slo¿ené funkce obdr¿íme

lim x→0+ √ e^{−x2} − 1 −x^2 = 1.

Obdobnì dostaneme

f^′_−(0) = lim_{x→0−} √ 1 − e^{−x2} x = lim_{x→0−} − √ e^{−x2} − 1 −x^2 = −1. Derivace funkce f v bodì 0 tedy neexistuje. Platí toti¿ f^′_+(0) = 1, f^′_−(0) = −1.

Pøíklad D5 : Snadno zjistíme, ¿e D(f) = R \ {0}. Funkce f je sudá. Zkoumejme tedy funkci f zatím pouze na intervalu (0, +∞). Pak máme f(x) = (log x)^3 − 3 log x.

Spoètìme limity v þkrajních bodechß. lim x→0+ f(x) = lim_{x→0+} log x((log x)^2 − 3) = (−∞) · (+∞) = −∞, lim x→+∞ f(x) = lim_{x→0+} log x((log x)^2 − 3) = (+∞) · (+∞) = +∞.

Pro ka¿dé x > 0 platí

f^′(x) = 3 x ((log x)^2 − 1) a f^{′′}(x) = 3 x^2

(−(log x)^2 + 2 log x + 1).

Zkoumejme znaménko první derivace: f^′(x) > 0 ⇔ x ∈ (0, 1 e ) ∪ (e, +∞) f^′(x) < 0 ⇔ x ∈ ( 1 e , e) f^′(x) = 0 ⇔ x ∈ { 1 e , e}. Pøi zkoumání znaménka f^{′′} staèí zkoumat znaménko výrazu −(log x)^2 + 2 log x + 1.

f^{′′}(x) > 0 ⇔ x ∈ (e^{1−√2}, e^{1+√2})

f^{′′}(x) < 0 ⇔ x ∈ (0, e^{1−√2}) ∪ (e^{1+√2}, +∞) f^{′′}(x) = 0 ⇔ x ∈ {e^{1−√2}, e^{1+√2}}. Uva¿ujme nyní celý de˛nièní obor funkce f. Z pøedchozího plyne:

• Funkce f je rostoucí na intervalech (0,^1_e ), (e, +∞), (−e, −^1_e ) a klesající na intervalech (−∞, −e), (−^1_e , 0), (^1_e , e). Funkce f má lokální maxima v bodech ±^1_e a lokální minima v bodech ±e. Globálního maxima a globálního minima nenabývá.

• Funkce f je konvexní na intervalech (−e^{1+√2}, −e^{1−√2}), (e^{1−√2}, e^{1+√2}) a konkávní na intervalech (−∞, −e^{1+√2}), (−e^{1−√2}, 0), (0, e^{1−√2}), (e^{1+√2}, +∞). Body ±e^{1+√2}, ±e^{1−√2} jsou in‚exními body f.

Vzhledem k tomu, ¿e lim_{x→+∞}^{f(x)}_x = 0 a lim_{x→+∞} f(x) = +∞ f nemá asymptotu v +∞. Ze sudosti f vyplývá, ¿e f nemá asymptotu ani v −∞.

Takto vypadá graf funkce f:

Graf f v trochu jiném pohledu:

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (E)

ZS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte limitu lim n→+∞ log(1 + 2^n) 3√ n^3 + n^2

. (10 bodù)

Pøíklad 2 : Vyźetøete konvergenci øady +∞∑ n=1 ( √ n^3 + 1 − √ n^3 − 1) (10 bodù)

Pøíklad 3 : Spoètìte limitu

lim_{x→0} ( 2^x + 8^x 2 ) 1_x . (10 bodù)

Pøíklad 4 : Spoètìte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce

f(x) = arccos 1 1 + x^2

ve vźech bodech, kde existuje. (10 bodù) Pøíklad 5 : Vyźetøete prùbìh funkce

f(x) = arctg(sin x). (20 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (E)

ZS 1997-98

Pøíklad E1 : Poèítejme: lim n→+∞ log(1 + 2^n) 3√ n^3 + n^2

= lim_{n→+∞} log(2^n(1 +^1_{2n} )) 3√ n^3 + n^2

= lim_{n→+∞} n log 2 + log(1 +^1_{2n} ) 3√ n^3 + n^2

= lim_{n→+∞} n log 2 3√ n^3 + n^2

+ lim_{n→+∞} log(1 +^1_{2n} ) 3√ n^3 + n^2

= lim_{n→+∞} log 2 3 √ 1 +^1_n

+ lim n→+∞ log(1 +^1_{2n} ) 3√ n^3 + n^2

= log 2 + 0 +∞ = log 2.

Pøi výpoètu jsme, mimo jiné, pou¿ili vìtu o aritmetice limit a spojitost logaritmu.

Pøíklad E2 : Oznaème a_n = √ n^3 + 1 − √ n^3 − 1. Platí:

a_n > 0 pro ka¿dé n ∈ N a a_n = 2 √ n^3 + 1 + √ n^3 − 1 < 2 n^{3/2} , n ∈ N. Øada ∑_{+∞} n=1 2 n^{3/2} konverguje a proto podle srovnávacího kritéria konverguje i vyźetøovaná

øada.

Pøíklad E3 : Piźme ( 2^x + 8^x 2 ) 1_x = exp ( 1 x · log ( 2^x + 8^x 2 )) . Spoèítejme nejprve limitu

lim_{x→0} log(^{2x+8x}_2 ) x = lim_{x→0} log(^{2x+8x}_2 )

2^x+8^x

2 − 1 · 2^x + 8^x − 2 2x = lim_{x→0} log(^{2x+8x}_2 )

2^x+8^x

2 − 1

· lim_{x→0}

2^x + 8^x − 2 2x = 1 · log 4.

Pøi výpoètu první limity jsme vyu¿ili

(1) lim_{y→1}^{log y}_{y−1} = 1, (2) výraz^{2x+8x}_2 je na jistém okolí 0 rùzný od 1, (3) vìtu o limitì slo¿ené funkce. Rovnost lim_{x→0}

2^x + 8^x − 2 2x = log 4

je mo¿no odvodit pomocí l’Hospitalova pravidla nebo také takto:

lim_{x→0}

2^x + 8^x − 2 2x = lim_{x→0} 1 2 · 2^x − 1 x + lim_{x→0} 1 2 · 8^x − 1 x = lim_{x→0} 1 2 · e^{x log 2} − 1 x log 2

· log 2 + lim_{x→0} 1 2 · e^{x log 8} − 1 x log 8

· log 8 = 1 2 (log 2 + log 8) = log 4.

Zde jsme u¿ili vìtu o limitì slo¿ené funkce, známou limitu lim_{y→0}^{ey −1}_y = 1, prostotu zobrazení x → x log 2, x → x log 8 (viz podmínka (P1) ve vìtì o limitì slo¿ené funkce) a vìtu o aritmetice limit.

Pøedchozí výpoèty spolu se spojitostí exponenciály dávají

lim_{x→0} ( 2^x + 8^x 2 ) 1_x = 4.

Pøíklad E4 : Zkoumaná funkce je de˛nována na celém R a je na R spojitá. Je-li x ≠ 0, mù¿eme f^′(x) vypoèítat pomocí vìty o derivaci slo¿ené funkce:

f^′(x) = −1 √ 1 −^1_{(1+x2)2} · −2x (1 + x^2)^2 = 2 sgn x (1 + x^2) √ x^2 + 2 .

V 0 vypoèítáme jednostranné derivace pomocí limity derivace (pøedpoklady pøísluźné vìty jsou splnìny):

f^′_+(0) = lim_{x→0+}

2 sgn x (1 + x^2) √ x^2 + 2 = 1 √ 2 , f^′_−(0) = lim_{x→0−}

2 sgn x (1 + x^2) √ x^2 + 2 = − 1 √ 2 . V 0 tedy derivace neexistuje.

Pøíklad E5 : Platí: D(f) = R, f je spojitá na R, 2π-periodická a lichá. Spoètìme derivace a zkoumejme jejich znaménka:

f^′(x) = cos x 1 + sin^2 x , x ∈ R, f^{′′}(x) = − sin x ·

1 + sin^2 x + 2 cos^2 x (1 + sin^2 x)^2 , x ∈ R; f^′(x) > 0 ⇔ x ∈ (−π/2, π/2) + 2kπ, k ∈ Z, f^′(x) < 0 ⇔ x ∈ (π/2, 3π/2) + 2kπ, k ∈ Z, f^′(x) = 0 ⇔ x = π/2 + kπ, k ∈ Z, f^{′′}(x) > 0 ⇔ x ∈ (π, 2π) + 2kπ, k ∈ Z, f^{′′}(x) < 0 ⇔ x ∈ (0, π) + 2kπ, k ∈ Z, f^{′′}(x) = 0 ⇔ x = kπ, k ∈ Z. Z výźe uvedeného vyplývá, ¿e f je rostoucí na intervalech tvaru (−π/2, π/2) + kπ, k ∈ Z, klesající na intervalech tvaru (π/2, 3π/2) + kπ, k ∈ Z; v bodech π/2 + kπ, k ∈ Z, má f globální maxima a v bodech 3π/2 + kπ, k ∈ Z, má f globální minima. Funkce f je na intervalech (0, π) + kπ, k ∈ Z, konkávní a na intervalech tvaru (π, 2π) + kπ, k ∈ Z, konvexní, v bodech kπ, k ∈ Z, má f in‚exní body; H(f) = ⟨−π/4, π/4⟩; f nemá ¿ádné asymptoty.

Takto vypadá graf funkce f:

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (F)

ZS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte limitu

lim_{n→∞}(−1)^n n^{3 n} √ n n^3 +^{2n} √ n . (10 bodù)

Pøíklad 2 : Vyźetøete konvergenci øady +∞∑ n=1 arctg n n . (10 bodù)

Pøíklad 3 : Naleznìte a, b ∈ R taková, ¿e

lim_{x→∞}^3 √ x^3 + x − ax − b = 0. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Spoètìte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce f(x) = { x^2 ( sin^1_x + cos^1_x ) pro x ≠ 0, 0 pro x = 0,

ve vźech bodech, kde existuje. (10 bodù) Pøíklad 5 : Vyźetøete prùbìh funkce

f(x) = (x^2 + 2x + 1)e^x. (20 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (F)

ZS 1997-98

Pøíklad F1 : Spoèítejme nejprve tuto limitu lim_{n→∞} n^{3 n} √ n n^3 +^{2n} √ n . Platí lim_{n→∞} n^{3 n} √ n n^3 +^{2n} √ n = lim_{n→∞} n√ n 1 + √_{n√n} n^6

= 1.

Zde jsme vyu¿ili vìtu o aritmetice limit a lim_{n→∞}^n √ n = 1. Z výźe uvedeného a vìty o limitì vybrané posloupnosti vyplývá, ¿e lim_{n→∞} (2n)^{3 2n} √ 2n (2n)^3 +^{4n} √ 2n = 1 a lim_{n→∞} −

(2n + 1)^{3 2n+1} √ 2n + 1 (2n + 1)^3 +^{4n+2} √ 2n + 1 = −1.

To znamená, ¿e lim_{n→∞} n^{3 n} √ n n^3 +^{2n} √ n neexistuje.

Pøíklad F2 : Funkce arctg je ve svém de˛nièním oboru rostoucí a proto

∀n ∈ N : 0 < arctg 1 ≤ arctg n

a také

(⋆) ∀n ∈ N : 0 < arctg 1 n ≤ arctg n n . Øada ∑_∞ n=1 1 n diverguje a proto diverguje i øada ∑_∞ n=1 arctg 1

n . Odtud, z (⋆) a ze srovnávacího kritéria dostáváme, ¿e øada ∑_∞ n=1 arctg n

n diverguje.

Pøíklad F3 : Zde nejde o nic jiného, ne¿ o urèení asymptoty k funkci x →^3 √ x^3 + x v +∞. Poèítejme: lim x→+∞ 3√ x^3 + x x = lim_{x→+∞}^3 √ 1 + 1 x^2

= 1 (= a); lim x→+∞ 3√ x^3 + x − x = lim_{x→+∞}(^3 √ x^3 + x − x) ·

(x^3 + x)^23 + (x^3 + x)^13 x + x^2 (x^3 + x)^23 + (x^3 + x)^13 x + x^2 = lim_{x→+∞} x (x^3 + x)^23 + (x^3 + x)^13 x + x^2

= lim_{x→+∞} 1 (x^32 + x^{− 1}2 )^23 + (x^3 + x)^13 + x = 1 +∞ = 0 (= b).

Øeźením úlohy jsou èísla a = 1 a b = 0.

Pøíklad F4 : Pro x ≠ 0 platí

f^′(x) = 2x(sin 1 x + cos 1 x ) + x^2(− 1 x^2 cos 1 x + 1 x^2 sin 1 x ). Tento vztah vyplývá z vìty o aritmetice derivací a vìty o derivaci slo¿ené funkce. V bodì 0 poèítejme derivaci z de˛nice, tj. poèítejme limitu

lim_{x→0} f(x) − f(0) x − 0 = lim_{x→0} x(sin 1 x + cos 1 x ) = 0,

neboż lim_{x→0} x = 0 a funkce x → (sin^1_x + cos^1_x ) je omezená na jistém prstencovém okolí bodu 0. Platí tedy f^′(0) = 0.

Pøíklad F5 : Snadno zjistíme D(f) = R a f je na R spojitá; f(x) = 0 ⇔ x = −1; lim_{x→+∞} f(x) = +∞ a lim_{x→−∞} f(x) = 0. Funkce f není lichá, není sudá a není periodická. Pro f^′ platí f^′(x) = (x^2 + 4x + 3)e^x, x ∈ R.

Pro znaménko f^′ máme f^′(x) > 0 ⇔ x ∈ (−∞, −3) ∪ (−1, ∞), f^′(x) < 0 ⇔ x ∈ (−3, −1), f^′(x) = 0 ⇔ x ∈ {−3, −1}. Zabývejme se jeźtì druhou derivací f a jejím znaménkem:

f^{′′}(x) = (x^2 + 6x + 7)e^x, x ∈ R; f^{′′}(x) > 0 ⇔ x ∈ (−∞, −3 − √ 2) ∪ (−3 + √ 2, ∞), f^{′′}(x) < 0 ⇔ x ∈ (−3 − √ 2, −3 + √ 2), f^{′′}(x) = 0 ⇔ x ∈ {−3 − √ 2, −3 + √ 2}. Z výźe uvedeného vyplývá, ¿e funkce f je rostoucí na intervalech (−∞, −3) a (−1, +∞); f je klesající na intervalu (−3, −1); v bodì −3 má lokální maximum a v bodì −1 globální minimum; globálního maxima se nenabývá; H(f) = ⟨0, +∞). Funkce f je na intervalech (−∞, −3 − √ 2), (−3 + √ 2, +∞) konvexní a na intervalu (−3 − √ 2, −3 + √ 2) je konkávní.

Body −3 − √ 2, −3 + √ 2 jsou in‚exními body f. Funkce f má v −∞ za asymptotu funkci x → 0 a v +∞ f asymptotu nemá.

Toto je graf funkce f:

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (G)

ZS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte limitu lim_{n→∞} (n + 4)^{100} − (n + 3)^{100}

(n + 2)^{100} − n^{100}

. (10 bodù)

Pøíklad 2 : Vyźetøete konvergenci øady +∞∑ n=1 cos(nπ) √ n + 7 √ n √ n + 1

(10 bodù)

Pøíklad 3 : Spoètìte limitu lim x→+∞ sin( √ x + 1 − √ x) √ x + 2 − √ x + 1

. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Spoètìte derivaci funkce f(x) = x^{(xx )} pro ka¿dé x > 0. (10 bodù) Pøíklad 5 : Vyźetøete prùbìh funkce

f(x) = arctg x − x. (20 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (G)

ZS 1997-98

Pøíklad G1 : Platí:

(n + 4)^{100} − (n + 3)^{100} =

100∑ j=0 ( 100 j ) n^{100−j} 4^j −

100∑ j=0 ( 100 j ) n^{100−j}3^j

= 100∑ j=0 ( 100 j ) n^{100−j} (4^j − 3^j ) = 100n^{99} + P_1(n);

(n + 2)^{100} − n^{100} = 200n^{99} + P_2(n),

kde P_1, P_2 jsou polynomy stupnì ostøe menźího ne¿ 99. Pro tyto polynomy tedy platí lim_{n→∞} P_1(n) n^{99}

= 0, lim_{n→∞}

P_2(n) n^{99}

= 0.

Dostáváme tak: lim_{n→∞} (n + 4)^{100} − (n + 3)^{100}

(n + 2)^{100} − n^{100}

= lim_{n→∞}

100 +^{P1(n)}_{n99}

200 +^{P2(n)}_{n99} = 1/2.

Pøíklad G2 : Pou¿ijeme Leibnizova kritéria:

• øada má po¿adovaný tvar, neboż cos(nπ) = (−1)^n, n ∈ N a

c_n = √ n + 7 √ n √ n + 1

> 0;

• lim_{n→∞} √ n + 7 √ n √ n + 1

= lim_{n→∞} √ 1 +^7_n √ n + 1

= 0 (pou¿ili jsme vìtu o aritmetice limit a také

spojitost odmocniny);

• nerovnost c_n ≥ c_{n+1}, n ∈ N, je ekvivalentní s nerovností (n + 7)(n + 2) ≥ (n +

8)n, n ∈ N; poslední nerovnost platí, jak se lze snadno pøesvìdèit po roznásobení.

Naźe øada tedy konverguje podle Leibnizova kritéria.

Pøíklad G3 : Upravme nejprve výraz jeho¿ limitu máme spoèítat, pøitom budeme pøedpokládat, ¿e x > 0.

sin( √ x + 1 − √ x) √ x + 2 − √ x + 1 = sin( √ x + 1 − √ x) √ x + 1 − √ x · √ x + 1 − √ x √ x + 2 − √ x + 1 = sin( √ x + 1 − √ x) √ x + 1 − √ x · √ x + 1 − √ x √ x + 2 − √ x + 1 · √ x + 1 + √ x √ x + 1 + √ x · √ x + 2 + √ x + 1 √ x + 2 + √ x + 1 = sin( √ x + 1 − √ x) √ x + 1 − √ x · √ x + 2 + √ x + 1 √ x + 1 + √ x = sin( √ x + 1 − √ x) √ x + 1 − √ x · √ 1 +^2_x + √ 1 +^1_x √ 1 +^1_x + 1 .

Výraz √ x + 1 − √ x je pro x > 0 rùzný od 0 a lim x→+∞( √ x + 1 − √ x) = lim_{x→+∞} 1 √ x + 1 + √ x = 0.

Pou¿ijeme-li známou limitu lim_{y→0} sin y y = 1 a vìtu o limitì slo¿ené funkce ve verzi s pod-

mínkou (P1), dostaneme lim x→+∞ sin( √ x + 1 − √ x) √ x + 1 − √ x = 1.

Vìta o aritmetice limit potom dává:

lim x→+∞ sin( √ x + 1 − √ x) √ x + 1 − √ x · √ 1 +^2_x + √ 1 +^1_x √ 1 +^1_x + 1

= 1 · 1 = 1.

Pøíklad G4 : Spoètìme nejprve

(x^x)^′ = (e^{x log x})^′ = e^{x log x} ( 1 · log x + x · 1 x ) = x^x(log x + 1), x > 0.

Pak dostáváme ( x^{(xx )} )_′ = ( e^{xx log x} )_′ = e^{xx log x} ( (x^x)^′ · log x + x^x · 1 x )

= x^{(xx )} ( x^x(log x + 1) log x + x^{x−1} ) , x > 0. Pøi výpoètech jsme vyu¿ili vìtu o derivaci slo¿ené funkce, vìtu o derivaci souèinu a faktu, ¿e derivované funkce mají ve svých de˛nièních oborech vlastní derivace.

Pøíklad G5 : Platí: D(f) = R; f je spojitá na R; f je lichá a lim x→+∞ f(x) = −∞, lim_{x→−∞} f(x) = +∞. Spoèítejme první a druhou derivaci f a zkoumejme jejich znaménko:

f^′(x) = 1 1 + x^2

− 1, x ∈ R; f^{′′}(x) = −2x (1 + x^2)^2 , x ∈ R;

f^′(x) < 0 ⇔ x ∈ R \ {0}, f^′(x) = 0 ⇔ x = 0; f^{′′}(x) < 0 ⇔ x ∈ (0, +∞), f^{′′}(x) > 0 ⇔ x ∈ (−∞, 0), f^{′′}(x) = 0 ⇔ x = 0.

Z výźe uvedeného vyplývá, ¿e funkce f je klesající na R a nemá ¿ádné extrémy; f je konvexní na intervalu (−∞, 0), konkávní na (0, +∞) a 0 je in‚exním bodem; H(f) = R. Spoèítejme jeźtì asymptoty f: lim x→+∞ f(x) x = lim_{x→+∞} ( arctg x x − 1 ) = −1, lim x→+∞( f(x) + x) = lim_{x→+∞} arctg x = π/2; lim x→−∞ f(x) x = lim_{x→−∞} ( arctg x x − 1 ) = −1, lim x→−∞(f(x) + x) = limx→−∞ arctg x = −π/2. Funkce f má v +∞ asymptotu y = −x + π/2 a v −∞ má asymptotu y = −x − π/2.

Toto je graf funkce f:

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (H)

ZS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte limitu lim_{n→∞}^n √ n^2 + n^3 + n^4 + 2^n + 3^n + 4^n. (10 bodù)

Pøíklad 2 : Vyźetøete konvergenci øady ∞∑ n=1 n^5 5^n

. (10 bodù)

Pøíklad 3 : Spoètìte limitu

lim_{x→0} sin(tg x) arctg(arcsin x))

. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Naleznìte A, B, C ∈ R, aby ( 2 √ 3 arctg ( cos x √ 3 ) + 1 4 log 2 + sin x 2 − sin x )_′ = A cos x + B sin x C + cos 2x

pro vźechna x ∈ R.

Pøíklad 5 : Vyźetøete prùbìh funkce

f(x) = arcsin ( sin ( 3πx 4x^2 + 2 )) (20 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (H)

ZS 1997-98

Pøíklad H1 : Víme, ¿e pro k ∈ N platí lim_{n→∞} 2^nn_k = +∞. Odtud plyne, ¿e existuje n_0 ∈ N takové, ¿e ∀n ∈ N, n ≥ n_0 : n^2 ≤ n^3 ≤ n^4 ≤ 2^n ≤ 3^n ≤ 4^n.

Platí tedy

∀n ∈ N, n ≥ n_0 : 4 ≤^n √ n^2 + n^3 + n^4 + 2^n + 3^n + 4^n ≤ 4^n √ 6. Víme, ¿e platí lim_{n→∞}^n √ 6 = 1 a proto podle vìty o dvou policajtech dostáváme lim n→+∞ n√ n^2 + n^3 + n^4 + 2^n + 3^n + 4^n = 4.

Pøíklad H2 : Vźechny èleny uva¿ované øady jsou kladné, mù¿eme proto zkusit pou¿ít podílové kritérium:

a_n = n^5 5^n , lim_{n→+∞} a_{n+1} a_n = lim_{n→+∞}

(n+1)^5 5^{n+1} n^5 5^n

= lim_{n→+∞} 1 5 ( n + 1 n )_5 = 1 5 < 1. Øada tedy konverguje podle podílového kritéria.

Pøíklad H3 : Víme

(1) lim_{x→0}^{sin x}_x = 1, (2) lim_{x→0}^{arcsin x}_x = 1, (3) lim_{x→0}^{arctg x}_x = 1, (4) lim_{x→0}^{tg x}_x = 1, (5) lim_{x→0} tg x = 0, (6) lim_{x→0} arcsin x = 0, (7) tg je prostý na (−^π_2 ,^π_2 ), (8) arcsin je prostý na ⟨−1, 1⟩.

Piźme

lim_{x→0} sin(tg x) arctg(arcsin x)

= lim_{x→0} sin(tg x) tg x tg x x x arcsin x arcsin x arctg(arcsin x)

= 1,

neboż platí (2), (4), lim_{x→0}^{sin(tg x)}_{tg x} = 1 (podle vìty o limitì slo¿ené funkce, (1), (5) a (7)) a také lim_{x→0}^{arcsin x}

arctg(arcsin x) = 1 (podle vìty o limitì slo¿ené funkce, vìtì o limitì podílu

funkcí, (3), (6) a (8)).

Pøíklad H4 : Spoètìme nejprve derivaci na levé stranì rovnosti. Po úpravì dostaneme, ¿e pro ka¿dé x ∈ R platí ( 2 √ 3 arctg ( cos x √ 3 ) + 1 4 log 2 + sin x 2 − sin x )_′ = 2 cos x − 4 sin x 7 + cos 2x . Pøi úpravách je tøeba u¿ít vzoreèku cos^2 x =^1_2 (1 + cos 2x). Staèí tedy volit A = 2, B = −4, C = 7.

Pøíklad H5 : Polo¿me g(x) = 3πx4x_2 + 2. Vyźetøeme nejprve prùbìh funkce g. Platí: D(g) = R; lim_{x→+∞} g(x) = 0; lim_{x→−∞} g(x) = 0. Funkce g je lichá a spojitá na R.

Pro ka¿dé x ∈ R platí

g^′(x) = 6π

1 − 2x^2 (4x^2 + 2)^2 , g^{′′}(x) = 6π x(2x^2 − 3) (2x^2 + 1)^3 .

g^′(x) > 0 ⇔ x ∈ (− 1 √ 2 , 1 √ 2 ), g^′(x) < 0 ⇔ x ∈ (−∞, − 1 √ 2 ) ∪ ( 1 √ 2 , +∞), g^′(x) = 0 ⇔ x = ± 1 √ 2 .

Funkce g je na intervalech (−∞, −^{1√}_2 ), (^{1√}_2 , +∞) klesající. Na intervalu (−^{1√}_2 ,^{1√}_2 ) rostoucí. V bodì^1√_2 je globální maximum funkce g, v bodì −^1√_2 je globální minimum funkce g. Platí také H(g) = ⟨g(−^{1√}_2 ), g(^{1√}_2 )⟩ = ⟨−^{3π}_4^√_2 ,^{3π}_4^√_2 ⟩.

g^{′′}(x) > 0 ⇔ x ∈ (− √ 3 2 , 0) ∪ ( √ 3 2 , +∞), g^{′′}(x) < 0 ⇔ x ∈ (−∞, − √ 3 2 ) ∪ (0, √ 3 2 ), g^{′′}(x) = 0 ⇔ x = 0, √ 3 2 , − √ 3 2 .

Funkce g je konvexní na intervalech (−

√_3 2 , 0), (

√_3

2 , +∞). Funkce g je konkávní na inter-

valech (−∞, −

√_3 2 ), (0,

√_3

2 ). Body 0,

√_3 2 , − √_3 2 jsou in‚exními body funkce g.

Graf funkce g vypadá takto:

Vrażme se nyní k funkci f. Vźimnìme si, ¿e H(g) ⊂ ⟨−π, π⟩ a g(x) ∈ ⟨−π/2, π/2⟩ ⇔ x ∈ (−∞, −1⟩ ∪ ⟨− 1 2 , 1 2 ⟩ ∪ ⟨1, ∞). Platí proto: f(x) = −π − g(x), x ∈ (−1, −^1_2 ) g(x), x ∈ (−∞, −1⟩ ∪ ⟨−^1_2 ,^1_2 ⟩ ∪ ⟨1, ∞) π − g(x), x ∈ (^1_2 , 1).

Nyní je snadné zjistit, ¿e funkce f je rostoucí na intervalech (−1, −^1√_2 ), (−^1_2 ,^1_2 ), (^1√_2 , 1); f je klesající na intervalech (−∞, −1), (−^{1√}_2 , −^1_2 ), (^1_2 ,^{1√}_2 ), (1, +∞); v bodech^1_2 , 1 má f globální maximum; v bodech −^1_2 , −1 má f globální minimum; v bodì^{1√}_2 má f lokální minimum a v bodì −^{1√}_2 lokální maximum; f je konvexní na intervalech (−^1_2 , 0), (^1_2 , 1), ( √_3

2 , ∞), (−

√_3 2 , −1); f je konkávní na intervalech (−∞, −

√_3 2 ), (−1, −^1_2 ), (0,^1_2 ), (1,

√_3 2 );

body 0,

√_3 2 , − √_3

2 jsou in‚exními body funkce f. Toto je graf funkce f:

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (I)

ZS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte limitu lim_{n→∞} log(n^2 + n + 1) − log(n^2 + n) √ n^4 + 2 − √ n^4 + 1

. (10 bodù)

Pøíklad 2 : Vyźetøete konvergenci øady +∞∑ n=1 3^n + 4^n 4^n + 5^n

. (10 bodù)

Pøíklad 3 : Spoètìte limitu

lim_{x→0} sin x − x cos x e^{x3} − 1

. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Spoètìte derivaci funkce (resp. jednostranné derivace)

f(x) = max{x + 4 arctg(sin x), x}

ve vźech bodech, kde existuje. (10 bodù) Pøíklad 5 : Vyźetøete prùbìh funkce

f(x) = (x − 1) exp ( x 1 + x ) . (20 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (I)

ZS 1997-98

Pøíklad I1 : Výraz jeho¿ limitu máme spoèítat nejprve upravíme:

log(n^2 + n + 1) − log(n^2 + n) √ n^4 + 2 − √ n^4 + 1 = log(1 +^1_{n2 +n} ) 1 n^2+n · 1 n^2+n 1 · ( √ n^4 + 2 + √ n^4 + 1) = log(1 +^1_{n2 +n} ) 1 n^2+n · √ n^4 + 2 + √ n^4 + 1 n^2 + n = log(1 +^1_{n2 +n} ) 1 n^2+n · √ 1 +^2_{n4} + √ 1 +^1_{n4} 1 +^1_n . Vzhledem k tomu, ¿e platí

(1) lim_{y→0}^{log(1+y)}_y = 1, (2) lim_{n→+∞}^1_{n2+n} = 0, (3)^1_{n2+n} ≠ 0 pro ka¿dé n ∈ N, mù¿eme podle vìty o limitì slo¿ené funkce a Heineho vìty psát

lim_{n→∞} log(1 +^1_{n2+n} ) 1 n^2+n

= 1.

Z vìty o aritmetice limit a spojitosti odmocniny plyne

lim n→+∞ √ 1 +^2_{n4} + √ 1 +^1_{n4}

1 +^1_n

= 2.

Dohromady pak máme lim_{n→∞} log(n^2 + n + 1) − log(n^2 + n) √ n^4 + 2 − √ n^4 + 1

= 2.

Pøíklad I2 : Èleny uva¿ované øady jsou kladné a pou¿ijeme-li podílové kritérium, dostaneme: lim n→+∞ 3^{n+1} + 4^{n+1} 4^{n+1} + 5^{n+1} · 4^n + 5^n 3^n + 4^n

= lim_{n→+∞}

3^{n+1} 4^n + 4 4^{n+1} 5^n + 5 · 4^n 5^n + 1 3^n 4^n + 1 = 4 5 < 1.

Zkoumaná øada tedy konverguje podle podílového kritéria.

Pøíklad I3 : Limita èitatele a jmenovatele je rovna 0 a funkce ve jmenovateli i èitateli mají v ka¿dém bodì vlastní derivaci. Pokusme se tedy pou¿ít l’Hospitalovo pravidlo:

lim_{x→0} sin x − x cos x e^{x3} − 1

?= lim_{x→0} cos x − cos x + x sin x e^{x3} · 3x^2

= lim_{x→0} sin x e^{x3} · 3x = 1 3 . Vzhledem k tomu, ¿e limita podílu derivací existuje, tak je i první rovnost v pøedchozím výpoètu v poøádku a výsledek je roven 1/3.

Pøíklad I4 : Pro hodnoty funkce f platí f(x) = { x + 4 arctg(sin x), x ∈ (2kπ, (2k + 1)π), k ∈ Z, x, x ∈ ⟨(2k + 1)π, (2k + 2)π⟩, k ∈ Z. Odtud ji¿ mù¿eme vypoèítat hodnotu derivace vźude mimo body ve tvaru kπ, k ∈ Z:

f^′(x) = { 1 + 4^{cos x}

1+sin^2 x , x ∈ (2kπ, (2k + 1)π), k ∈ Z,

1, x ∈ ((2k + 1)π, (2k + 2)π), k ∈ Z.

Funkce f je na R spojitá a jednostranné derivace v bodech kπ, k ∈ Z, lze tedy poèítat pomocí limit derivací:

f^′_+(2kπ) = lim_{x→2kπ+} f^′(x) = lim_{x→2kπ+} ( 1 + 4 cos x 1 + sin^2 x ) = 5, f^′_−(2kπ) = lim_{x→2kπ−} f^′(x) = lim_{x→2kπ−} 1 = 1,

f^′_−((2k + 1)π) = lim_{x→(2k+1)π−} f^′(x) = lim_{x→(2k+1)π−} ( 1 + 4 cos x 1 + sin^2 x ) = −3, f^′_+((2k + 1)π) = lim_{x→(2k+1)π+} f^′(x) = lim_{x→(2k+1)π+} 1 = 1.

Z výźe uvedeného vyplývá, ¿e funkce f v bodech tvaru kπ, k ∈ Z, nemá derivaci.

Pøíklad I5 : Platí D(f) = R \ {−1}; lim_{x→+∞} f(x) = +∞, lim_{x→−∞} f(x) = −∞, lim_{x→−1−} f(x) = −∞, lim_{x→−1+} f(x) = 0. Funkce f je spojitá na D(f), ale není sudá, ani lichá, ani periodická. Spoètìme f^′ a f^{′′} a prozkoumejme jejich znaménko:

f^′(x) = x(3 + x) (1 + x)^2 exp(x/(1 + x)), x ∈ D(f);

f^{′′}(x) =

5x + 3 (1 + x)^4 exp(x/(1 + x)), x ∈ D(f);

f^′(x) > 0 ⇔ x ∈ (−∞, −3) ∪ (0, +∞), f^′(x) < 0 ⇔ x ∈ (−3, −1) ∪ (−1, 0), f^′(x) = 0 ⇔ x ∈ {−3, −1}; f^{′′}(x) > 0 ⇔ x ∈ (−3/5, ∞), f^{′′}(x) < 0 ⇔ x ∈ (−∞, −1) ∪ (−1, −3/5), f^{′′}(x) = 0 ⇔ x ∈ {−3/5}.

Funkce f je tedy rostoucí na intervalech (−∞, −3) a (0, +∞); klesající na intervalech (−3, −1) a (−1, 0). V bodì −3 má f lokální maximum a v bodì 0 má lokální minimum. Globálních extrémù funkce f nenabývá. Funkce f je konkávní na intervalech (−∞, −1) a (−1, −3/5); na intervalu (−3/5, +∞) je konvexní; bod −3/5 je in‚exním bodem. Pro obor hodnot platí: H(f) = (−∞, −4 exp(3/2)⟩ ∪ ⟨−1, +∞). Urèeme jeźtì asymptoty: lim x→+∞ x − 1 x exp ( x 1 + x ) = e, lim x→+∞ { (x − 1) exp ( x 1 + x ) − ex }

= lim_{x→+∞} { ex ( exp ( − 1 1 + x ) − 1 ) − exp ( x 1 + x )}

= lim_{x→+∞} −ex 1 + x · exp ( −^1_{1+x} ) − 1 −^1_{1+x}

− exp ( x 1 + x ) = −2e,

lim x→−∞ x − 1 x exp ( x 1 + x ) = e, lim x→−∞ { (x − 1) exp ( x 1 + x ) − ex }

= lim_{x→−∞} { ex ( exp ( − 1 1 + x ) − 1 ) − exp ( x 1 + x )}

= lim_{x→−∞} −ex 1 + x · exp ( −^1_{1+x} ) − 1 −^1_{1+x}

− exp ( x 1 + x ) = −2e

Funkce y = ex − 2e je tedy asymptotou funkce f v +∞ i −∞. Zde je graf funkce f:

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (J)

ZS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte limitu

lim_{n→∞}(n^4 + (−1)^nn^2) sin ( n + 1 n^5 ) . (10 bodù)

Pøíklad 2 : Vyźetøete konvergenci øady +∞∑ n=1 (−1)^n sin(n) n √ n . (10 bodù)

Pøíklad 3 : Spoètìte limitu

lim_{x→0} log (_{sin x} x ) x^2

. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Spoètìte derivaci funkce (resp. jednostranné derivace)

f(x) = max{x^3 − 1, x^3 + x}

ve vźech bodech, kde existuje. (10 bodù) Pøíklad 5 : Vyźetøete prùbìh funkce

f(x) = arctg ( 1 x − 3 ) + |x|. (20 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (J)

ZS 1997-98

Pøíklad J1 : Výraz jeho¿ limitu máme spoèítat nejprve upravíme:

(n^4 + (−1)^nn^2) sin ( n + 1 n^5 ) = n^4 + (−1)^nn^2 n^4 · n^4

n^5 n+1 · sin (_{n+1}

n^5 ) n+1 n^5 = ( 1 + (−1)^n 1 n^2 ) · n + 1 n · sin (_{n+1}

n^5 ) n+1 n^5 . Vzhledem k tomu, ¿e platí

(1) lim_{y→0}^{sin y}_y = 1, (2) lim_{n→+∞}^{n+1}_{n5} = 0, (3)^{n+1}_{n5} ≠ 0 pro ka¿dé n ∈ N, mù¿eme podle vìty o limitì slo¿ené funkce a Heineho vìty psát lim n→+∞ sin (_{n+1}

n^5 ) n+1 n^5

= 1.

Posloupnost {(−1)^n} je omezená a lim_{n→+∞}^1_{n2} = 0, proto lim_{n→+∞}(−1)^{n 1}_{n2} = 0. Dohromady pak máme

lim_{n→∞}(n^4 + (−1)^nn^2) sin ( n + 1 n^5 ) = lim_{n→∞} ( 1 + (−1)^n 1 n^2 ) · n + 1 n · sin (_{n+1}

n^5 ) n+1 n^5

= 1 · 1 · 1 = 1.

Pøíklad J2 : Platí následující odhad: ∀n ∈ N : | | |(−1)^n sin(n) n √ n | | | ≤ 1 n √ n . Zkoumaná øada je absolutnì konvergentní a tedy konvergentní { toto plyne ze srovnávacího kritéria a faktu, ¿e øada ∑_{+∞} n=1 1 n √ n je konvergentní.

Pøíklad J3 : Limita èitatele a jmenovatele je rovna 0 a funkce ve jmenovateli i èitateli mají v jistém prstencovém okolí nuly vlastní derivaci. Pokusme se tedy pou¿ít l’Hospitalovo pravidlo:

lim_{x→0} log^{sin x}_x x^2

?= lim_{x→0} x sin x · cos x·x−sin x x^2 2x = lim_{x→0} x sin x · x cos x − sin x 2x^3 . Limitu druhého èinitele zkusme spoèítat opìt podle l’Hospitalova pravidla (pøedpoklady jsou splnìny!):

lim_{x→0} x cos x − sin x 2x^3

?= lim_{x→0} cos x − x sin x − cos x 6x^2

= lim_{x→0}

− sin x 6x = −1/6. Vzhledem k tomu, ¿e limita podílu derivací existuje, tak je i první rovnost v pøedchozím výpoètu v poøádku. Toté¿ lze øíci o prvním pou¿ití l’Hospitalova pravidla a dostáváme

lim_{x→0} log^{sin x}_x

x^2 = −1/6. Pøíklad J4 : Pro hodnoty funkce f platí f(x) = { x^3 − 1, x ∈ (−∞, −1), x^3 + x, x ∈ ⟨−1, +∞). Odtud ji¿ mù¿eme vypoèítat hodnotu derivace vźude kromì bodu −1:

f^′(x) = { 3x^2, x ∈ (−∞, −1), 3x^2 + 1, x ∈ (−1, +∞).

Funkce f je na R spojitá a jednostranné derivace v bodì −1 lze tedy poèítat pomocí limit derivací:

f^′_+(−1) = lim_{x→−1+} f^′(x) = lim_{x→−1+}(3x^2 + 1) = 4, f^′_−(−1) = lim_{x→−1−} f^′(x) = lim_{x→−1−} 3x^2 = 3.

Z výźe uvedeného vyplývá, ¿e funkce f v bodì −1 nemá derivaci.

Pøíklad J5 : Platí D(f) = R \ {3}; lim_{x→+∞} f(x) = +∞, lim_{x→−∞} f(x) = +∞, lim_{x→3−} f(x) = −π/2 + 3, lim_{x→3+} f(x) = π/2 + 3. Funkce f je spojitá na D(f), ale není sudá, ani lichá, ani periodická.

Spoètìme f^′ vźude, kde existuje:

f^′(x) = {_{x2−6x+9} x^2−6x+10 , x ∈ (0, 3) ∪ (3, +∞); −^{x2−6x+11} x^2−6x+10 , x ∈ (−∞, 0). Funkce f je v bodì 0 spojitá a proto tam mù¿eme poèítat derivaci pomocí limity derivace:

f^′_+(0) = lim_{x→0+} x^2 − 6x + 9 x^2 − 6x + 10 = 9 10 , f^′_−(0) = lim_{x→0−} − x^2 − 6x + 11 x^2 − 6x + 10 = −11 10 . V bodì 0 tedy f nemá derivaci. Pro znaménko derivace platí: f^′(x) > 0 ⇔ x ∈ (0, 3) ∪ (3, +∞), f^′(x) < 0 ⇔ x ∈ (−∞, 0). Funkce f je tedy na intervalu (−∞, 0) klesající a na mno¿inì (0, 3) ∪ (3, ∞) je rostoucí (viz výpoèet limit v bodì 3!). V bodì 0 má f globální minimum. Globálního maxima nenabývá.

Spoètìme f^{′′}: f^{′′}(x) = 2x − 6 (x^2 − 6x + 10)^2 , x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 3) ∪ (3, ∞). Pro znaménko f^{′′} platí f^{′′}(x) > 0 ⇔ x ∈ (3, +∞), f^{′′}(x) < 0 ⇔ x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 3). Funkce f je konkávní na intervalech (−∞, 0) a (0, 3); na intervalu (3, +∞) je konvexní.

Pro obor hodnot platí: H(f) =⟩ arctg(−1/3), +∞). Urèeme jeźtì asymptoty: lim x→+∞ f(x)/x = 1, lim_{x→+∞}(f(x) − x) = 0 lim x→−∞ f(x)/x = −1, lim_{x→−∞}(f(x) − x) = 0. Funkce y = x je tedy asymptotou funkce f v +∞ a funkce y = −x je asymptotou v −∞.

Zde je graf funkce f:

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (A)

LS 1997-98

Pøíklad 1 : Najdìte øeźení soustavy rovnic a spoètìte determinant soustavy.

x + 2y + 3z + 4t = 1 2x − 2y + 3z − 3t = −5 x + y + z + t = 5 4x + 3y − 5z + 2t = 3

. (10 bodù)

Pøíklad 2 : Urèete de˛nièní obor funkce f, spoètìte její parciální derivace vźude, kde existují a napiźte rovnici teèné roviny v bodì [0, 1]; f(x, y) = √ y + sin x. (10 bodù)

Pøíklad 3 : Uka¿te, ¿e rovnice

sin(xy) + cos(xy) = 1

urèuje v jistém okolí bodu [π, 0] implicitnì zadanou funkci (promìnné x). Spoètìte první a druhou derivaci této funkce v bodì π. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Naleznìte maximum a minimum funkce f (pokud existují) na mno¿inì M.

f(x, y) = x^4y M = {[x, y] ∈ R^2 ; x^4 + y^4 ≤ 16, x ≥ −1}

(15 bodù)

Pøíklad 5 : Naleznìte primitivní funkci ∫ dx x^2 √ x^2 + 1

(15 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (A)

LS 1997-98

Pøíklad A1 : Gaussovou eliminací obdr¿íme øeźení x = −3, y = 13, z = 2, t = −7. Spoètìme determinant | | | | | | 1 2 3 4 2 −2 3 −3 1 1 1 1 4 3 −5 2

| | | | | | = | | | | | | 1 1 1 1 1 2 3 4 2 −2 3 −3 4 3 −5 2

| | | | | | = | | | | | | 1 1 1 1 0 1 2 3 0 −4 1 −5 0 −1 −9 −2

| | | | | |

= | | | | | | 1 1 1 1 0 1 2 3 0 0 9 7 0 0 −7 1

| | | | | | = 58.

Pøíklad A2 : Funkce f je de˛nována na mno¿inì M = {[x, y] ∈ R^2 ; sin x + y ≥ 0}. V bodech, kde y + sin x > 0, mù¿eme poèítat derivaci þpodle vzoreèkùß: ∂f ∂x (x, y) = 1 2 (y + sin x)^{− 12} · cos x, ∂f ∂y (x, y) = 1 2 (y + sin x)^{− 12} .

V bodech kde y+sin x = 0 nemù¿e parciální derivace f podle y existovat. Parciální derivace podle x mù¿e existovat jen v bodech tvaru [3π/2 + 2kπ, 1], k ∈ Z. Zkusme poèítat podle de˛nice ∂f ∂x (3π/2 + 2kπ, 1) = lim_{t→0} f(3π/2 + 2kπ + t, 1) − f(3π/2 + 2kπ, 1) t = lim_{t→0} √ 1 + sin(3π/2 + 2kπ + t) t = lim_{t→0} √ 1 − cos t t . Poslední limita neexistuje proto¿e limita zleva (−1/ √ 2) se nerovná limitì zprava (1/ √ 2). Parciální derivace funkce f existují pouze na vnitøku mno¿iny M a jsou tam spojité. Proto v bodì [0, 1] existuje totální diferenciál, a tedy teèná rovina, která má tvar

z = 1 + 1 2 · x + 1 2 · (y − 1).

Pøíklad A3 : Polo¿me

F (x, y) = sin(xy) + cos(xy) − 1.

Funkce F je de˛nována na R^2 a pro její parciální derivace platí: ∂F ∂x (x, y) = cos(xy) · y − sin(xy) · y, ∂F ∂y (x, y) = cos(xy) · x − sin(xy) · x. Obì parciální derivace jsou na R^2 spojité, stejnì jako jejich parciální derivace, tj. F ∈ C^2(R^2 ). Dále platí F (π, 0) = 0 a^{∂F}_{∂y} (π, 0) = π ≠ 0. Tím jsme ovìøili, ¿e naźe rovnice urèuje v jistém okolí bodu [π, 0] implicitnì zadanou funkci promìnné x, která sama je tøídy C^2. Funkci oznaème φ a její derivace vypoèítejme postupným derivováním vztahu

sin(xφ(x)) + cos(xφ(x)) = 1, cos(xφ(x)) · (φ(x) + xφ^′(x)) − sin(xφ(x)) · (φ(x) + xφ^′(x)) = 0, − sin(xφ(x)) · (φ(x) + xφ^′(x))^2 + cos(xφ(x)) · (2φ^′(x) + xφ^{′′}(x)) − cos(xφ(x)) · (φ(x) + xφ^′(x))^2 − sin(xφ(x)) · (2φ^′(x) + xφ^{′′}(x)) = 0.

Dosadíme-li x = π a pou¿ijeme-li φ(π) = 0, dostaneme φ^′(π) = 0 a φ^{′′}(π) = 0.

Pøíklad A4 : Mno¿ina M je omezená a uzavøená, a proto je kompaktní. Funkce f je spojitá na M, tak¿e na M nabývá svého maxima i minima. Spoètìme parciální derivace funkce f a zkoumejme, zda uvnitø mno¿in M existuje bod, kde jsou obì parciální derivace funkce f nulové. ∂f ∂x (x, y) = 4x^3y, ∂f ∂y (x, y) = x^4, [x, y] ∈ R^2 .

Obì parciální derivace jsou nulové pro [0, y]; y ∈ (−2, 2). Hranici mno¿iny M si rozdìlme na dvì èásti:

H_1 = {[x, y] ∈ R^2 ; x^4 + y^4 = 16, x > −1}, H_2 = {[−1, y] ∈ R^2 ; y ∈ ⟨−^4 √ 15,^4 √ 15⟩}. Pro nalezení podezøelých bodù na mno¿inì H_1 pou¿ijeme metodu Lagrangeových multiplikátorù. Vazebná podmínka je urèena funkcí g(x, y) = x^4 + y^4 − 16, která je (stejnì jako f) tøídy C^1(R^2 ). Pro parciální derivace funkce g platí ∂g ∂x (x, y) = 4x^3, ∂g ∂y (x, y) = 4y^3, [x, y] ∈ R^2 .

Pro ka¿dé [x, y] ∈ H_1 platí (^{∂g}_{∂x} (x, y),^{∂g}_{∂y} (x, y)) ≠ (0, 0). Øeźme následující soustavu

x^4 + y^4 = 16, (1) 4x^3y = λ4x^3, (2) x^4 = λ4y^3. (3) Z (2) vyplývá, ¿e x = 0 nebo y = λ. V prvním pøípadì dostaneme z (1), ¿e y = ±2. V druhém pøípadì dostaneme z (3), ¿e x = √ 2y nebo x = − √ 2y. Dosazením do (1) obdr¿íme body [ 2 √ 2 4√ 5 , 2 4√ 5 ] , [ 2 √ 2 4√ 5 , − 2 4√ 5 ] , [ − 2 √ 2 4√ 5 , 2 4√ 5 ] , [ − 2 √ 2 4√ 5 , − 2 4√ 5 ] , Poslední dva body ovźem nesplòují podmínku x > −1.

Zkoumejme chování na mno¿inì H_2. Funkce f má na H_2 tvar: f(−1, y) = y, y ∈ ⟨−^4 √ 15,^4 √ 15⟩. Dalźími podezøelými body tedy jsou

[−1,^4 √ 15], [−1, −^4 √ 15] Porovnáním funkèních hodnot v podezøelých bodech zjistíme, ¿e f nabývá maxima na mno¿inì M v bodì

[_{2√2} 4√ 5 ,^2_4√_5 ] a minima v bodì

[_{2√2} 4√ 5 , −^2_4√_5 ] .

Pøíklad A5 : Funkce, kterou máme integrovat, je de˛nována na R \ {0}. Pou¿ijeme Eulerovu substituci √ x^2 + 1 = x + t. Pak dostaneme x = 1 − t^2 2t , dx = −2 − 2t^2 4t^2 dt. Je tøeba nalézt primitivní funkci ∫ 1 (_{1−t2} 2t )_2 (^{1−t2}_{2t} + t) · −2 − 2t^2 4t^2 dt = ∫ −4t (1 − t)^2(1 + t)^2 dt

Integrand rozlo¿íme na parciální zlomky a dostaneme ∫ −4t (1 − t)^2(1 + t)^2 dt = ∫ −1 (1 − t)^2 dt + ∫ 1 (1 + t)^2 dt c= − 1 1 − t − 1 1 + t = 2 t^2 − 1 . Podle vìty o substituci dostáváme ∫ 1 x^2 √ x^2 + 1 dx^c= 2 ( √ x^2 + 1 − x)^2 − 1 , x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, +∞).

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (B)

LS 1997-98

Pøíklad 1 : Urèete hodnost matice A a rozhodnìte, zda platí det A = 0;

A = 1 −1 0 4 5 2 2 2 0 1 3 −2 1 1 1 −1 0 3 −2 −2 0 −10 −2 7 6

. (10 bodù)

Pøíklad 2 : Urèete de˛nièní obor funkce f, spoètìte její parciální derivace vźude, kde existují a napiźte rovnici teèné roviny v bodì [1, 2];

f(x, y) = |x^2 − y^2|. (10 bodù)

Pøíklad 3 : Uka¿te, ¿e rovnice

2x^4y + x^3 + y^3 + xy = 1

urèuje v jistém okolí bodu [1, 0] implicitnì zadanou funkci (promìnné x). Spoètìte první a druhou derivaci této funkce v bodì 1. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Naleznìte maximum a minimum funkce f (pokud existují) na mno¿inì M.

f(x, y) = 2x + 4y M = {[x, y] ∈ R^2 ;^4 √ x +^4 √ y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0} (15 bodù)

Pøíklad 5 : Naleznìte primitivní funkci ∫ 2x^2 + 3x + 2 (x + 1)(x^2 + x + 1) dx (15 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (B)

LS 1997-98

Pøíklad B1 : Pøeveïme matici A pomocí elementárních øádkových úprav na schodovitou matici:

1 −1 0 4 5 2 2 2 0 1 3 −2 1 1 1 −1 0 3 −2 −2 0 −10 −2 7 6 , 1 −1 0 4 5 0 4 2 −8 −9 0 1 1 −11 −14 0 −1 3 2 3 0 −10 −2 7 6 ,

1 −1 0 4 5 0 1 1 −11 −14 0 0 4 −9 −11 0 0 −2 36 47 0 0 8 −103 −134 , 1 −1 0 4 5 0 1 1 −11 −14 0 0 −2 36 47 0 0 0 63 83 0 0 0 41 54, ,

1 −1 0 4 5 0 1 1 −11 −14 0 0 −2 36 47 0 0 0 63 83 0 0 0 0 −^1_{63} .

Matice A má hodnost 5, a je tedy regulární. Proto platí det A ≠ 0.

Pøíklad B2 : Funkce f je de˛nována na R^2 . V bodech, kde y^2 ≠ x^2, mù¿eme poèítat derivaci þpodle vzoreèkùß: ∂f ∂x (x, y) = sgn(x^2 − y^2) · 2x, ∂f ∂y (x, y) = − sgn(x^2 − y^2) · 2y.

V bodech, kde y^2 = x^2, zkusme poèítat parciální derivaci^{∂f}_{∂x} podle de˛nice ∂f ∂x (x, y) = lim_{t→0} f(x + t, y) − f(x, y) t = lim_{t→0}

|(x + t)^2 − y^2| t = lim_{t→0} |2xt + t^2| t = lim_{t→0} |t| t |2x + t|. Poslední limita existuje, jen kdy¿ x = 0, a je rovna nule. Vzhledem k symetrii funkce f (f(x, y) = f(y, x)) toté¿ platí pro^{∂f}_{∂y} .

Parciální derivace funkce f jsou v bodì [1, 2] spojité. Proto v bodì [1, 2] existuje totální diferenciál, a tedy i teèná rovina, která má tvar

z = 3 − 2 · (x − 1) + 4 · (y − 2).

Pøíklad B3 : Polo¿me

F (x, y) = 2x^4y + x^3 + y^3 + xy − 1.

Funkce F je de˛nována na R^2 a pro její parciální derivace platí: ∂F ∂x (x, y) = 8x^3y + 3x^2 + y, ∂F ∂y (x, y) = 2x^4 + 3y^2 + x.

Obì parciální derivace jsou na R^2 spojité, stejnì jako jejich parciální derivace, tj. F ∈ C^2(R^2 ). Dále platí F (1, 0) = 0 a^{∂F}_{∂y} (1, 0) = 3 ≠ 0. Tím jsme ovìøili, ¿e naźe rovnice urèuje v jistém okolí bodu [1, 0] implicitnì zadanou funkci promìnné x, která sama je tøídy C^2. Funkci oznaème φ a její derivace vypoèítejme postupným derivováním vztahu

2x^4φ(x) + x^3 + φ(x)^3 + xφ(x) − 1 = 0, 8x^3φ(x) + 2x^4φ^′(x) + 3x^2 + 3φ(x)^2φ^′(x) + φ(x) + xφ^′(x) = 0, 24x^2φ(x) + 8x^3φ^′(x) + 8x^3φ^′(x) + 2x^4φ^{′′}(x) + 6x + 6φ(x)(φ^′(x))^2 + 3φ(x)^2φ^{′′}(x) +φ^′(x) + φ^′(x) + xφ^{′′}(x) = 0.

Dosadíme-li x = 1 a pou¿ijeme-li φ(1) = 0, dostaneme φ^′(1) = −1 a φ^{′′}(1) = 4.

Pøíklad B4 : Mno¿ina M je omezená a uzavøená, a proto je kompaktní. Funkce f je spojitá na M, tak¿e na M nabývá svého maxima i minima. Spoètìme parciální derivace funkce f a zkoumejme, zda uvnitø mno¿iny M existuje bod, kde jsou obì parciální derivace funkce f nulové. ∂f ∂x (x, y) = 2, ∂f ∂y (x, y) = 4, [x, y] ∈ R^2 .

Obì parciální derivace jsou v¿dy nenulové a proto f nabývá extrémù na hranici M. Hranici mno¿iny M si rozdìlme na tøi èásti:

H_1 = {[x, y] ∈ R^2 ;^4 √ x +^4 √ y = 1, x > 0, y > 0}, H_2 = {[0, y] ∈ R^2 ; y ∈ ⟨0, 1⟩}, H_3 = {[x, 0] ∈ R^2 ; x ∈ ⟨0, 1⟩}.

Pro nalezení podezøelých bodù na mno¿inì H_1 pou¿ijeme metodu Lagrangeových multiplikátorù. Vazebná podmínka je urèena funkcí g(x, y) =^4 √ x +^4 √ y − 1, která je (stejnì jako f) tøídy C^1 na prvním otevøeném kvadrantu. Pro parciální derivace funkce g platí ∂g ∂x (x, y) = 1 4 x^{−3/4}, ∂g ∂y (x, y) = 1 4 y^{−3/4}, x > 0, y > 0. Pro ka¿dé [x, y] ∈ H_1 platí (^{∂g}_{∂x} (x, y),^{∂g}_{∂y} (x, y)) ≠ (0, 0). Øeźme následující soustavu 4√ x +^4 √ y = 1, (1) 2 = λ 1 4 x^{−3/4}, (2) 4 = λ 1 4 y^{−3/4}. (3)

Z (2) a (3) vyplývá, ¿e x = 2^3 √ 2y. Dosazením do (1) obdr¿íme podezøelý bod [ 2^{4/3} (2^{1/3} + 1)^4 , 1 (2^{1/3} + 1)^4 ] . Zkoumejme chování na mno¿inì H_2. Funkce f má na H_2 tvar: f(0, y) = 4y, y ∈ ⟨0, 1⟩. Dalźími podezøelými body tedy jsou [0, 0], [0, 1].

Podobnì zkoumejme chování na mno¿inì H_3. Funkce f má na H_3 tvar: f(x, 0) = 2x, x ∈ ⟨0, 1⟩. Podezøelými body tedy jsou [0, 0], [1, 0].

Porovnáním funkèních hodnot v podezøelých bodech zjistíme, ¿e f nabývá maxima na mno¿inì M v bodì [0, 1] a minima v bodì [0, 0].

Pøíklad B5 : Funkce, kterou máme integrovat, je de˛nována na R \ {−1}. Rozlo¿me naźi funkci na parciální zlomky:

2x^2 + 3x + 2 (x + 1)(x^2 + x + 1) = 1 x + 1 + x + 1 x^2 + x + 1 . Nyní integrujme jednotlivé parciální zlomky: ∫ 1 x + 1 dx^c= log |x + 1|, ∫ x + 1 x^2 + x + 1 dx = 1 2 ∫ 2x + 1 x^2 + x + 1 dx + 1 2 ∫ dx x^2 + x + 1 = 1 2 log(x^2 + x + 1) + 1 2 ∫ dx (x + 1/2)^2 + 3/4 = 1 2 log(x^2 + x + 1) + 1 2 · 4 3 ∫ dx ((2x + 1)/ √ 3)^2 + 1 c= 1 2 log(x^2 + x + 1) + 1 √ 3 arctg ( 2x + 1 √ 3 ) . Dohromady tedy máme ∫ 2x^2 + 3x + 2 (x + 1)(x^2 + x + 1) dx^c= log |x + 1| + 1 2 log(x^2 + x + 1) + 1 √ 3 arctg ( 2x + 1 √ 3 )

na intervalech (−∞, −1) a (−1, +∞).

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (C)

LS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte determinant matice A.

A = | | | | | | 1 2 3 −5 1 −1 2 0 1 1 2 1 0 −1 2 1

| | | | | | . (10 bodù)

Pøíklad 2 : Urèete de˛nièní obor funkce f, spoètìte její parciální derivace vźude, kde existují a napiźte rovnici teèné roviny v bodì [1, 2];

f(x, y) =^3 √ log ( x y ) . (10 bodù)

Pøíklad 3 : Uka¿te, ¿e rovnice

log(x^2 + y^2 + cos(xy)) + y = 0

urèuje v jistém okolí bodu [0, 0] implicitnì zadanou funkci (promìnné x). Spoètìte první a druhou derivaci této funkce v bodì 0. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Naleznìte maximum a minimum funkce f (pokud existují) na mno¿inì M.

f(x, y, z) = e^{−z2} (x^2 + xy + y^2) M = {[x, y, z] ∈ R^3 ; x^2 + y^2 = 1, |z| ≤ 1}

(15 bodù)

Pøíklad 5 : Naleznìte primitivní funkci ∫ 2x^3 + 4x^2 − 19x + 16 (x − 2)^2(x^2 + x + 4) dx (15 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (C)

LS 1997-98

Pøíklad C1 : Platí | | | | | | 1 2 3 −5 1 −1 2 0 1 1 2 1 0 −1 2 1

| | | | | | = | | | | | | 1 2 3 −5 0 −3 −1 5 0 −1 −1 6 0 −1 2 1

| | | | | | = | | | | | −3 −1 5 −1 −1 6 −1 2 1

| | | | | = 29.

Pøíklad C2 : Funkce f je de˛nována na mno¿inì {[x, y] ∈ R^2 ; x > 0, y > 0} ∪ {[x, y] ∈ R^2 ; x < 0, y < 0}. V bodech [x, y] ∈ D(f), kde x ≠ y, mù¿eme poèítat derivaci þpodle

vzoreèkùß: ∂f ∂x (x, y) = 1 3 ( log x y )_{−2/3} · 1 x , ∂f ∂y (x, y) = − 1 3 ( log x y )_{−2/3} · 1 y V bodech z de˛nièního oboru, kde y = x, zkusme poèítat parciální derivace podle de˛nice ∂f ∂x (x, x) = lim_{t→0} f(x + t, x) − f(x, x) t = lim_{t→0} 3 √ log (_{x+t} x ) t = lim_{t→0}^3 √ log ( 1 +^t_x ) t x · t x t^3 = { +∞ pro x > 0, −∞ pro x < 0; ∂f ∂y (y, y) = lim_{t→0} f(y, y + t) − f(y, y) t = lim_{t→0} 3 √ log (_y y+t ) t = lim_{t→0} −^3 log ( 1 +^t_y ) t y · t y t^3 = { −∞ pro y > 0, +∞ pro y < 0.

Parciální derivace funkce f jsou v bodì [1, 2] spojité. Proto v bodì [1, 2] existuje totální diferenciál, a tedy i teèná rovina, která má tvar

z = −^3 √ log 2 + 1 3 1 (log 2)^23 · (x − 1) − 1 6 1 (log 2)^23 · (y − 2).

Pøíklad C3 : Polo¿me

F (x, y) = log(x^2 + y^2 + cos(xy)) + y.

Funkce F je de˛nována na jisté otevøené mno¿inì G (lze ukázat, ¿e dokonce G = R^2 ) obsahující bod [0, 0] a pro její parciální derivace platí: ∂F ∂x (x, y) = 1 x^2 + y^2 + cos(xy) · (2x − sin(xy) · y), ∂F ∂y (x, y) = 1 x^2 + y^2 + cos(xy)

· (2y − sin(xy) · x) + 1.

Obì parciální derivace jsou na G spojité, stejnì jako jejich parciální derivace, tj. F ∈ C^2(G). Dále platí F (0, 0) = 0 a^{∂F}_{∂y} (0, 0) = 1 ≠ 0. Tím jsme ovìøili, ¿e naźe rovnice urèuje v jistém okolí bodu [0, 0] implicitnì zadanou funkci promìnné x, která sama je tøídy C^2. Funkci oznaème φ a její derivace vypoèítejme postupným derivováním vztahu

log(x^2 + φ(x)^2 + cos(xφ(x))) + φ(x) = 0, 1 x^2 + φ(x)^2 + cos(xφ(x))

· (2x + 2φ(x)φ^′(x) − sin(xφ(x))(φ(x) + xφ^′(x))) + φ^′(x) = 0, −1 (x^2 + φ(x)^2 + cos(xφ(x)))^2

· (2x + 2φ(x)φ^′(x) − sin(xφ(x))(φ(x) + xφ^′(x)))^2 + 1 x^2 + φ(x)^2 + cos(xφ(x))

· (2 + 2(φ^′(x))^2 + 2φ(x)φ^{′′}(x)

− cos(xφ(x))(φ(x) + xφ^′(x))^2 − sin(xφ(x))(2φ^′(x) + xφ^{′′}(x))) + φ^{′′}(x) = 0.

Dosadíme-li x = 0 a pou¿ijeme-li φ(0) = 0, dostaneme φ^′(0) = 0 a φ^{′′}(0) = −2.

Pøíklad C4 : Mno¿ina M je omezená a uzavøená, a proto je kompaktní (jedná se o pláźż válce bez podstav). Funkce f je spojitá na M, tak¿e na M nabývá svého maxima i minima. Vnitøek mno¿iny M je prázdný. Z tvaru funkce f vyplývá, ¿e f(x, y, 1) = f(x, y, −1) < f(x, y, z) < f(x, y, 0), [x, y, z] ∈ R^3 , z ∈ (−1, 1) \ {0}. Maxima se musí tedy nabývat na mno¿inì M ∩ {[x, y, z] ∈ R^3 ; z = 0} a minima na mno¿inì M ∩ {[x, y, z] ∈ R^3 ; z = −1 nebo z = 1}. Polo¿me g(x, y) = x^2 + xy + y^2 a vyźetøujme extrémy g na mno¿inì H = {[x, y] ∈ R^2 ; x^2 + y^2 = 1} metodou Lagrangeových multiplikátorù. Vazebná podmínka je urèena funkcí h(x, y) = x^2 + y^2 − 1. Platí g, h ∈ C^1(R^2 ). Pro parciální derivace funkce h platí ∂h ∂x (x, y) = 2x, ∂h ∂y (x, y) = 2y. Pro ka¿dé [x, y] ∈ H máme (^{∂h}_{∂x} (x, y),^{∂h}_{∂y} (x, y)) ≠ (0, 0). Øeźme následující soustavu

x^2 + y^2 = 1, (1) 2x + y = λ2x, (2) x + 2y = λ2y. (3) Seètením (2) a (3) dostaneme

(3 − 2λ)(x + y) = 0.

To znamená, ¿e buï x = −y nebo λ = 3/2. V prvním pøípadì dostaneme z (1) podezøelé body [1/ √ 2, −1/ √ 2], [−1/ √ 2, 1/ √ 2]. Ve druhém pøípadì s pomocí (2) odvodíme x = y a (1) dává podezøelé body [1/ √ 2, 1/ √ 2], [−1/ √ 2, −1/ √ 2]. Funkce g nabývá minima na mno¿inì H v bodech [1/ √ 2, −1/ √ 2], [−1/ √ 2, 1/ √ 2] a maxima v bodech [1/ √ 2, 1/ √ 2], [−1/ √ 2, −1/ √ 2]. Z výźe uvedeného výpoètu vyplývá, ¿e funkce f nabývá minima v bodech [−1/ √ 2, 1/ √ 2, −1], [1/ √ 2, −1/ √ 2, −1], [−1/ √ 2, 1/ √ 2, 1], [1/ √ 2, −1/ √ 2, 1] a maxima v bodech [1/ √ 2, 1/ √ 2, 0], [−1/ √ 2, −1/ √ 2, 0]. Pøíklad C5 : Funkce, kterou máme integrovat, je de˛nována na R \ {2}. Rozlo¿me naźi funkci na parciální zlomky:

2x^3 + 4x^2 − 19x + 16 (x − 2)^2(x^2 + x + 4) = A (x − 2)^2 + B (x − 2) + Cx + D x^2 + x + 4 . Vyøeźením odpovídající soustavy lineárních rovnic dostaneme rozklad

2x^3 + 4x^2 − 19x + 16 (x − 2)^2(x^2 + x + 4) = 1 (x − 2)^2 + 8 5 · 1 (x − 2) + 1 5 · 2x + 31 x^2 + x + 4 . Integrace prvních dvou parciálních zlomkù je snadná. Integrujme ∫ 2x + 31 x^2 + x + 4 dx = ∫ 2x + 1 x^2 + x + 4 dx + 30 ∫ 1 (x + 1/2)^2 + 15/4 dx = log(x^2 + x + 4) + 8 ∫ 1 ( (2x + 1)/ √ 15 )_2 + 1 dx c= log(x^2 + x + 4) + 4 √ 15 arctg ( 2x + 1 √ 15 )

Dohromady máme ∫ 2x^3 + 4x^2 − 19x + 16 (x − 2)^2(x^2 + x + 4) dx^c= − 1 x − 2 + 8 5 log |x − 2| + 1 5 log(x^2 + x + 4) + 4 √ 15 5 arctg ( 2x + 1 √ 15 )

pro x ∈ (−∞, 2) nebo x ∈ (2, +∞).

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (D)

LS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte determinant matice A.

A = | | | | | | −1 2 −2 4 1 −1 −2 1 0 1 2 0 1 1 −2 −1

| | | | | | . (10 bodù)

Pøíklad 2 : Urèete de˛nièní obor funkce f, spoètìte její parciální derivace vźude, kde existují, a napiźte rovnici teèné roviny v bodì [1, 2]; f(x, y) = e^{x2−y} + 7y + |xy|. (10 bodù) Pøíklad 3 : Uka¿te, ¿e rovnice

log(x + arctg y + 1) + xy = 0

urèuje v jistém okolí bodu [0, 0] implicitnì zadanou funkci (promìnné x). Spoètìte první a druhou derivaci této funkce v bodì 0. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Naleznìte maximum a minimum funkce f (pokud existují) na mno¿inì M. Nakreslete mno¿inu M.

f(x, y) = −y^2 + x^2 + 4 3 x^3 M = {[x, y] ∈ R^2 ; x^2 + y^2 ≤ 4, x ≤ 0}

(15 bodù)

Pøíklad 5 : Spoètìte ∫_4 1 √ x − 1 x + 2 dx (15 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (D)

LS 1997-98

Pøíklad D1 : Platí | | | | | | −1 2 −2 4 1 −1 −2 1 0 1 2 0 1 1 −2 −1

| | | | | | = | | | | | | −1 2 −2 4 0 1 −4 5 0 1 2 0 0 3 −4 3

| | | | | | = − | | | | | 1 −4 5 1 2 0 3 −4 3

| | | | | = 32.

Pøíklad D2 : Funkce f je de˛nována na R^2 . V bodech [x, y], kde xy ≠ 0, mù¿eme poèítat derivaci þpodle vzoreèkùß: ∂f ∂x (x, y) = e^{x2 −y} · 2x + sgn(xy) · y, ∂f ∂y (x, y) = −e^{x2 −y} + 7 + sgn(xy) · x. Zbývá vyźetøit parciální derivace v bodech, kde xy = 0. Z vìty o aritmetice limit plyne, ¿e funkce f má parciální derivaci podle x (resp. podle y) v bodì [x, y] právì tehdy, kdy¿ ji tam má funkce g : [x, y] → |xy| (je toti¿ f − g ∈ C^1(R^2 )). Poèítejme derivace funkce g v bodech [x, 0], x ∈ R, a [0, y], y ∈ R, podle de˛nice: ∂g ∂x (x, 0) = lim_{t→0} g(x + t, 0) − g(x, 0) t = lim_{t→0} 0 t = 0, ∂g ∂y (x, 0) = lim_{t→0} g(x, t) − g(x, 0) t = lim_{t→0} |xt| t = lim_{t→0} |x| sgn t.

Poslední limita existuje, právì kdy¿ x = 0, a v tomto pøípadì je nulová. ∂g ∂y (0, y) = lim_{t→0} g(0, y + t) − g(0, y) t = lim_{t→0} 0 t = 0, ∂g ∂x (0, y) = lim_{t→0} g(t, y) − g(0, y) t = lim_{t→0} |ty| t = lim_{t→0} |y| sgn t.

Poslední limita existuje, právì kdy¿ y = 0, a v tomto pøípadì je nulová.

Z výźe uvedeného vyplývá, ¿e D ( ∂f ∂x ) = R^2 \ {[0, y]; y ∈ R, y ≠ 0}, D ( ∂f ∂y ) = R^2 \ {[x, 0]; x ∈ R, x ≠ 0}.

Parciální derivace funkce f jsou v bodì [1, 2] spojité. Proto v bodì [1, 2] existuje totální diferenciál, a tedy i teèná rovina, která má tvar

z = 1/e + 16 + (2/e + 2) · (x − 1) + (8 − 1/e) · (y − 2).

Pøíklad D3 : Polo¿me F (x, y) = log(x + arctg y + 1) + xy.

Funkce F je de˛nována na jisté otevøené mno¿inì G obsahující bod [0, 0] a pro její parciální derivace platí: ∂F ∂x (x, y) = 1 x + arctg y + 1 + y, ∂F ∂y (x, y) = 1 x + arctg y + 1 · 1 1 + y^2 + x.

Obì parciální derivace jsou na G spojité, stejnì jako jejich parciální derivace, tj. F ∈ C^2(G). Dále platí F (0, 0) = 0 a^{∂F}_{∂y} (0, 0) = 1 ≠ 0. Tím jsme ovìøili, ¿e naźe rovnice urèuje v jistém okolí bodu [0, 0] implicitnì zadanou funkci promìnné x, která sama je tøídy C^2. Funkci oznaème φ a její derivace vypoèítejme postupným derivováním vztahu

log(x + arctg φ(x) + 1) + xφ(x) = 0, 1 x + arctg φ(x) + 1 · ( 1 + φ^′(x) 1 + φ(x)^2 ) + φ(x) + xφ^′(x) = 0, −1 (x + arctg φ(x) + 1)^2 · ( 1 + φ^′(x) 1 + φ(x)^2

)_2

+ 1 x + arctg φ(x) + 1 · φ^{′′}(x)(1 + φ(x)^2) − 2φ^′(x)φ^′(x)φ(x) (1 + φ(x)^2)^2 +φ^′(x) + φ^′(x) + xφ^{′′}(x) = 0,

Dosadíme-li x = 0 a pou¿ijeme-li φ(0) = 0, dostaneme φ^′(0) = −1 a φ^{′′}(0) = 2.

Pøíklad D4 : Mno¿ina M je omezená a uzavøená (jedná se o prùnik uzavøeného kruhu s uzavøenou polorovinou), a proto je kompaktní. Funkce f je spojitá na M, tak¿e na M nabývá svého maxima i minima. Hledejme podezøelé body nejprve uvnitø mno¿iny M. Spoèteme parciální derivace f: ∂f ∂x (x, y) = 2x + 4x^2, ∂f ∂y (x, y) = −2y. Obì parciální derivace jsou nulové v bodech [−1/2, 0], [0, 0]. Pouze první bod vźak patøí do vnitøku mno¿iny M.

Hranici mno¿iny M si rozdìlíme na dvì èásti:

H_1 = {[x, y] ∈ R^2 ; x = 0, y ∈ [−2, 2]}, H_2 = {[x, y] ∈ R^2 ; x^2 + y^2 = 4, x < 0}.

Na mno¿inì H_1 má funkce f podezøelé body: [0, 2], [0, −2], [0, 0], proto¿e f(0, y) = −y^2. Podezøelé body na H_2 budeme hledat metodou Lagrangeových multiplikátorù. Vazebná podmínka je urèena funkcí g(x, y) = x^2 + y^2 − 4. Funkce f i g jsou tøídy C^1(R^2 ). Na mno¿inì H_2 je v¿dy (^{∂g}_{∂x} ,^{∂g}_{∂y} ) ≠ (0, 0). Øeźme následující soustavu

x^2 + y^2 = 4, (1) 2x + 4x^2 = λ2x, (2) −2y = λ2y. (3) Z (3) dostaneme, ¿e λ = −1 nebo y = 0. První mo¿nost spolu s (2) dává, ¿e x = 0 nebo x = −1. Pomocí (1) dopoèteme pro tato x pøísluźná y a dostaneme body [0, 2], [0, −2], [−1, √ 3], [−1, − √ 3].

První dva ovźem nele¿í v H_2. Pokud y = 0, pak z (1) dostáváme bod [−2, 0] a bod [2, 0], který ovźem nele¿í v H_2.

Porovnáním funkèních hodnot v podezøelých bodech zjistíme, ¿e f nabývá maxima v bodì [−1/2, 0] a minima v bodì [−2, 0].

Pøíklad D5 : Funkce, kterou máme integrovat, je de˛nována na ⟨1, +∞). Pou¿ijeme substituci √ x − 1 = t. Dostaneme x = t^2 + 1 a dx = 2t dt. Nyní je tøeba integrovat: ∫ 2t^2 t^2 + 3 dt = ∫ ( 2 − 6 t^2 + 3 ) dt = ∫ 2 dt − ∫ 2 (_{t√} 3 )_2 + 1 dt

c= 2t − 2 √ 3 arctg t √ 3 . Podle vìty o substituci máme: ∫ √ x − 1 x + 2 dx = 2 √ x − 1 − 2 √ 3 arctg √ x − 1 √ 3 , x ∈ (1, +∞). Urèitý integrál spoèteme pomocí právì vypoètené primitivní funkce a dostaneme

∫_4 1 √ x − 1 x + 2 dx = 2 √ 3(1 − π/4).

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (E)

LS 1997-98

Pøíklad 1 : Spoètìte determinant matice A. | | | | | | 0 1 −2 0

1 1 2 1

5 1 2 −3

−1 2 −2 1

| | | | | | . (10 bodù)

Pøíklad 2 : Urèete de˛nièní obor funkce f, spoètìte její parciální derivace vźude, kde

existují, a napiźte rovnici teèné roviny v bodì [1, 2];

f(x, y) = min{x^2 + y^2, 2 − x^2 − y^2}. (10 bodù)

Pøíklad 3 : Uka¿te, ¿e rovnice

x^y + y^x = 2y

urèuje v jistém okolí bodu [1, 1] implicitnì zadanou funkci (promìnné x). Spoètìte první

a druhou derivaci této funkce v bodì 1. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Naleznìte maximum a minimum funkce f (pokud existují) na mno¿inì M.

f(x, y, z) = xy + yz M = {[x, y, z] ∈ R^3 ; x^2 + y^2 + z^2 = 1, x + y + z = 1}

(15 bodù)

Pøíklad 5 : Spoètìte ∫_{π/3} 0 sin x

cos x + cos^3 x dx (15 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (E)

LS 1997-98

Pøíklad E1 : Platí: A = | | | | | | 0 1 −2 0

1 1 2 1

5 1 2 −3

−1 2 −2 1

| | | | | | = | | | | | | 1 1 2 1

5 1 2 −3

0 1 −2 0

−1 2 −2 1

| | | | | | = | | | | | | 1 1 2 1

0 −4 −8 −8

0 1 −2 0

0 3 0 2

| | | | | |

= − | | | | | | 1 1 2 1

0 1 −2 0

0 −4 −8 −8

0 3 0 2

| | | | | | = − | | | | | | 1 1 2 1

0 1 −2 0

0 0 −16 −8

0 0 6 2

| | | | | | = − | | | −16 −8 6 2 | | | = −16.

Pøíklad E2 : Funkce f je de˛nována na R^2 . Pro funkci f platí: f(x, y) = { x^2 + y^2 pro x^2 + y^2 ≤ 1; 2 − x^2 − y^2 pro x^2 + y^2 > 1.

V bodech [x, y], kde x^2 + y^2 ≠ 1, mù¿eme poèítat derivaci þpodle vzoreèkùß: ∂f ∂x (x, y) = { 2x pro x^2 + y^2 < 1; −2x pro x^2 + y^2 > 1; ∂f ∂y (x, y) = { 2y pro x^2 + y^2 < 1; −2y pro x^2 + y^2 > 1; . Zbývá vyźetøit parciální derivace v bodech, kde x^2 + y^2 = 1. Uva¿ujme bod [x_0, y_0] takový, ¿e x^2_0 + y^2_0 = 1. Poèítejme ∂f ∂x (x_0, y_0) = lim_{t→0} f(x_0 + t, y_0) − f(x_0, y_0) t = lim_{t→0} min{(x_0 + t)^2 + y^2_0, 2 − (x_0 + t)^2 − y^2_0} − 1 t = lim_{t→0} min{1 + 2x_0t + t^2, 1 − 2x_0t − t^2} − 1 t = lim_{t→0} min{2x_0t + t^2, −2x_0t − t^2} t = lim_{t→0} −|2x_0t + t^2|/t = { 0 pro x_0 = 0 neexistuje pro x_0 ≠ 0.

Vzhledem k symetrii funkce f lze parciální derivaci podle y poèítat analogicky.

Z výźe uvedeného vyplývá, ¿e D ( ∂f ∂x ) = R^2 \ {[x, y]; x^2 + y^2 = 1, x ≠ 0}, D ( ∂f ∂y ) = R^2 \ {[x, y]; x^2 + y^2 = 1, y ≠ 0}.

Parciální derivace funkce f jsou v bodì [1, 2] spojité. Proto v bodì [1, 2] existuje totální diferenciál, a tedy i teèná rovina, která má tvar

z = −3 − 2 · (x − 1) − 4 · (y − 2).

Pøíklad E3 : Polo¿me F (x, y) = x^y + y^x − 2y. Funkce F je de˛nována na otevøené mno¿inì G = (0, +∞) × (0, +∞), která obsahuje bod [1, 1]. Pro parciální derivace F platí: ∂F ∂x (x, y) = yx^{y−1} + y^x log y, ∂F ∂y (x, y) = x^y log x + xy^{x−1} − 2.

Obì parciální derivace jsou na G spojité, stejnì jako jejich parciální derivace, tj. F ∈ C^2(G). Dále platí F (1, 1) = 0 a^{∂F}_{∂y} (1, 1) = −1 ≠ 0. Tím jsme ovìøili, ¿e naźe rovnice urèuje v jistém okolí bodu [1, 1] implicitnì zadanou funkci promìnné x, která sama je tøídy C^2. Funkci oznaème φ a její derivace vypoèítejme postupným derivováním vztahu x^{φ(x)} + φ(x)^x − 2φ(x) = 0.

Tento vztah si pøepiźme na tvar

e^{φ(x) log x} + e^{x log φ(x)} − 2φ(x) = 0. Nyní postupnì obdr¿íme

e^{φ(x) log x} · ( φ^′(x) log x + φ(x) x ) + e^{x log φ(x)} · ( log φ(x) + xφ^′(x) φ(x) ) − 2φ^′(x) = 0,

e^{φ(x) log x} · ( φ^′(x) log x + φ(x) x )_2

+ e^{φ(x) log x} · ( φ^{′′}(x) log x + 2 φ^′(x) x − φ(x) x^2 )

+e^{x log φ(x)} · ( log φ(x) + xφ^′(x) φ(x) )_2

+e^{x log φ(x)} · ( φ^′(x) φ(x) + (φ^′(x) + xφ^{′′}(x))φ(x) − xφ^′(x)φ^′(x) φ(x)^2 ) − 2φ^{′′}(x) = 0. Dosadíme-li x = 1 a pou¿ijeme-li φ(1) = 1, dostaneme φ^′(1) = 1 a φ^{′′}(1) = 4. Pøíklad E4 : Mno¿ina M je omezená a uzavøená (jedná se o prùnik sféry a roviny), a proto je kompaktní. Funkce f je spojitá na M, tak¿e na M nabývá svého maxima i minima. Hledejme podezøelé body metodou Lagrangeových multiplikátorù. Mno¿ina M je urèena pomocí vazebných funkcí g_1(x, y, z) = x^2 + y^2 + z^2 − 1, g_2(x, y, z) = x + y + z − 1.

Obì funkce g_1, g_2 jsou tøídy C^1(R^2 ) stejnì jako funkce f. Pro parciální derivace tìchto funkcí platí ∂f ∂x (x, y, z) = y, ∂g_1 ∂x (x, y, z) = 2x, ∂g_2 ∂x (x, y, z) = 1, ∂f ∂y (x, y, z) = x + z, ∂g_1 ∂y (x, y, z) = 2y, ∂g_2 ∂y (x, y, z) = 1, ∂f ∂z (x, y, z) = y, ∂g_1 ∂z (x, y, z) = 2z, ∂g_2 ∂z (x, y, z) = 1. Vektory (2x, 2y, 2z), (1, 1, 1) jsou lineárnì závislé, právì kdy¿ x = y = z. őádný takový bod ovźem nele¿í v mno¿inì M. Nyní budeme øeźit následující soustavu y = λ_12x + λ_2, (1) x + z = λ_12y + λ_2, (2) y = λ_12z + λ_2, (3) x^2 + y^2 + z^2 = 1, (4) x + y + z = 1. (5)

Z (1) a (3) vyplývá λ_1x = λ_1z. To znamená, ¿e máme dvì mo¿nosti: buï λ_1 = 0 nebo x = z. V prvním pøípadì dostaneme nejprve z (1) y = λ_2. Odtud a z (2) obdr¿íme x + z = y.

Tento vztah spolu s (4) a (5) dává podezøelé body [ (1 − √ 5)/4, 1/2, (1 + √ 5)/4 ] , [ (1 + √ 5)/4, 1/2, (1 − √ 5)/4 ] . Ve druhém pøípadì dostaneme pomocí vztahù (4) a (5) podezøelé body [0, 1, 0], [2/3, −1/3, 2/3]. Porovnáním funkèních hodnot v podezøelých bodech zjistíme, ¿e funkce f nabývá na mno¿inì M minima v bodì [2/3, −1/3, 2/3] a maxima nabývá v prvních dvou podezøelých bodech.

Pøíklad E5 : Funkce, kterou máme integrovat, je de˛nována na R\{π/2+kπ; k ∈ Z}. My budeme hledat primitivní funkci na intervalu (−π/2, π/2). Pou¿ijeme substituci cos x = t. Dostaneme − sin x dx = dt. Nyní je tøeba spoèítat: ∫ −1 t + t^3 dt. Provedeme rozklad na parciální zlomky, které pak zintegrujeme ∫ −1 t + t^3 dt = ∫ ( t 1 + t^2 − 1 t ) dt = 1 2 ∫ 2t 1 + t^2 dt − ∫ 1 t dt c= 1 2 log(1 + t^2) − log |t|, t ∈ (−∞, 0) nebo t ∈ (0, +∞).

Podle vìty o substituci máme: ∫ sin x cos x + cos^3 x dx^c= 1 2 log(1 + cos^2 x) − log | cos x|, x ∈ (−π/2, π/2).

Urèitý integrál spoèteme pomocí právì vypoètené primitivní funkce a dostaneme ∫_{π/3} 0 sin x cos x + cos^3 x dx = 1 2 log 5 2 .

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (F)

LS 1997-98

Pøíklad 1 : Urèete hodnost matice A v závislosti na parametru: A = x 0 2 1 2 1 1 2 −3

. (10 bodù)

Pøíklad 2 : Urèete de˛nièní obor funkce f, spoètìte její parciální derivace vźude, kde existují, a napiźte rovnici teèné roviny v bodì [1, 2];

f(x, y) = x^{(yx )}. (10 bodù)

Pøíklad 3 : Uka¿te, ¿e rovnice

y^3x^2 + y^2x^2 + sin y = 0

urèuje v jistém okolí bodu [0, 0] implicitnì zadanou funkci (promìnné x). Spoètìte první a druhou derivaci této funkce v bodì 0. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Naleznìte maximum a minimum funkce f (pokud existují) na mno¿inì M.

f(x, y) = (x^2 + 7y^2)e^{−(2x2+y2)} M = {[x, y] ∈ R^2 ; x^2 + 4y^2 ≤ 1}

(15 bodù)

Pøíklad 5 : Spoètìte ∫_{π/4} 0 sin x cos x + cos^2 x dx. (15 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (F)

LS 1997-98

Pøíklad F1 : Upravme matici A pomocí øádkových elementárních úprav, které nemìní hodnost matice: h(A) = h x 0 2 1 2 1 1 2 −3 = h 1 2 −3 0 0 4 x 0 2 = h 1 2 −3 0 0 4 0 −2x 2 + 3x = h 1 2 −3 0 −2x 2 + 3x 0 0 4 .

Pokud x ≠ 0, je hodnost matice rovna 3. V pøípadì, ¿e x = 0, je hodnost matice A rovna 2. Pøíklad F2 : Funkce f je de˛nována na (0, +∞) × (0, +∞). Pro funkci f platí: f(x, y) = exp(y^x log x).

V bodech [x, y] ∈ D(f) mù¿eme poèítat derivaci þpodle vzoreèkùß: ∂f ∂x (x, y) = exp(y^x log x) · ( y^x · log y · log x + y^x · 1 x ) , ∂f ∂y (x, y) = exp(y^x log x) · ( xy^{x−1} · log x ) . Parciální derivace funkce f jsou v bodì [1, 2] spojité. Proto v bodì [1, 2] existuje totální diferenciál, a tedy i teèná rovina, která má tvar

z = 1 + 2 · (x − 1) + 0 · (y − 2).

Pøíklad F3 : Polo¿me F (x, y) = y^3x^2 + y^2x^2 + sin y.

Funkce F je de˛nována na R^2 . Pro parciální derivace F platí: ∂F ∂x (x, y) = 2y^3x + 2y^2x, ∂F ∂y (x, y) = 3y^2x^2 + 2yx^2 + cos y.

Obì parciální derivace jsou na R^2 spojité, stejnì jako jejich parciální derivace, tj. F ∈ C^2(R^2 ). Dále platí F (0, 0) = 0 a^{∂F}_{∂y} (0, 0) = 1 ≠ 0. Tím jsme ovìøili, ¿e naźe rovnice urèuje v jistém okolí bodu [0, 0] implicitnì zadanou funkci promìnné x, která sama je tøídy C^2. Funkci oznaème φ a její derivace vypoèítejme postupným derivováním vztahu

φ(x)^3x^2 + φ(x)^2x^2 + sin φ(x) = 0.

Postupnì obdr¿íme

3φ(x)^2φ^′(x)x^2 + 2φ(x)^3x + 2φ(x)φ^′(x)x^2 + 2φ(x)^2x + cos φ(x) · φ^′(x) = 0, 6φ(x)φ^′(x)φ^′(x)x^2 + 3φ(x)^2φ^{′′}(x)x^2 + 6φ(x)^2φ^′(x)x + 6φ(x)^2φ^′(x)x +2φ(x)^3 + 2φ^′(x)φ^′(x)x^2 + 2φ(x)φ^{′′}(x)x^2 + 4φ(x)φ^′(x)x +4φ(x)φ^′(x)x + 2φ(x)^2 − sin φ(x) · φ^′(x)φ^′(x) + cos φ(x) · φ^{′′}(x) = 0.

Dosadíme-li x = 0 a pou¿ijeme-li φ(0) = 0, dostaneme φ^′(0) = 0 a φ^{′′}(0) = 0.

Pøíklad F4 : Mno¿ina M je omezená a uzavøená (jedná se o elipsu), a proto je kompaktní. Funkce f je spojitá na M, tak¿e na M nabývá svého maxima i minima. Hledejme nejprve podezøelé body uvnitø mno¿iny M. Pro parciální derivace funkce f platí: ∂f ∂x (x, y) = 2x · e^{−(2x2+y2)} + (x^2 + 7y^2)e^{−(2x2+y2)} · (−4x), ∂f ∂y (x, y) = 14y · e^{−(2x2+y2)} + (x^2 + 7y^2)e^{−(2x2 +y2)} · (−2y).

Uvnitø mno¿iny M hledáme ty body, kde jsou obì parciální derivace nulové. To jsou právì ty body z M, které splòují

2x(1 − 2(x^2 + 7y^2)) = 0, 2y(7 − (x^2 + 7y^2)) = 0.

Øeźením této soustavy jsou body [0, 0], [1/ √ 2, 0], [−1/ √ 2, 0], [0, 1], [0, −1], pouze první tøi vźak le¿í uvnitø mno¿iny M.

Podezøelé body na hranici M hledejme metodou Lagrangeových multiplikátorù. Mno- ¿ina H(M) je urèena pomocí vazebné funkce

g(x, y) = x^2 + 4y^2 − 1.

Funkce f i g jsou tøídy C^1(R^2 ). Pro parciální derivace g platí ∂g ∂x (x, y) = 2x, ∂g ∂y (x, y) = 8y. Vektor (2x, 8y) je nulový, právì kdy¿ [x, y] = [0, 0]. Tento bod ovźem nele¿í na hranici mno¿iny M. Nyní budeme øeźit následující soustavu

2x · e^{−(2x2+y2)} + (x^2 + 7y^2)e^{−(2x2+y2)} · (−4x) = 2λx, (1) 14y · e^{−(2x2 +y2)} + (x^2 + 7y^2)e^{−(2x2+y2)} · (−2y) = 8λy, (2) x^2 + 4y^2 = 1. (3) Z (1) vyplývá, ¿e x = 0 nebo e^{−(2x2 +y2)}(1 − 2(x^2 + 7y^2)) = λ a z (2) vyplývá, ¿e y = 0 nebo e^{−(2x2 +y2)}(7 − (x^2 + 7y^2)) = 4λ. Pokud x = 0, pak podle (3) je y = ±1/2. Pokud y = 0, pak podle (3) je x = ±1. V pøípadì, ¿e x ≠ 0 a y ≠ 0, musí být

4e^{−(2x2 +y2)}(1 − 2(x^2 + 7y^2)) = e^{−(2x2 +y2)}(7 − (x^2 + 7y^2)).

Odtud plyne 7(x^2 + 7y^2) = −3, co¿ je spor.

Nalezli jsme tyto podezøelé body

[0, 0], [1/ √ 2, 0], [−1/ √ 2, 0], [0, 1/2], [0, −1/2], [1, 0], [−1, 0].

Funkce f nabývá maxima v bodech [0, 1/2], [0, −1/2] a minima v bodì [0, 0].

Pøíklad F5 : Funkce, kterou máme integrovat, je de˛nována na R \ ({π/2 + kπ; k ∈ Z} ∪ {(2k + 1)π; k ∈ Z}). My budeme hledat primitivní funkci na intervalu (−π/2, π/2).

Pou¿ijeme substituci cos x = t. Dostaneme − sin x dx = dt. Nyní je tøeba spoèítat: ∫ −1 t + t^2 dt. Provedeme rozklad na parciální zlomky, které pak zintegrujeme ∫ −1 t + t^2 dt = ∫ ( 1 1 + t − 1 t ) dt = ∫ 1 1 + t dt − ∫ 1 t dt c= log |1 + t| − log |t|, t ∈ (−∞, −1) nebo t ∈ (−1, 0) nebo t ∈ (0, +∞).

Podle vìty o substituci máme: ∫ sin x cos x + cos^2 x dx^c= log |1 + cos x| − log | cos x|, x ∈ (−π/2, π/2). Urèitý integrál spoèteme pomocí právì vypoètené primitivní funkce a dostaneme ∫_{π/4} 0 sin x cos x + cos^2 x dx = log 1 + √ 2 2 .

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (G)

LS 1997-98

Pøíklad 1 : Naleznìte matici inverzní k matici

A = 1 2 1 3 −1 0 0 −1 1 1 1 −1 1 −3 −2 0

. (10 bodù)

Pøíklad 2 : Urèete de˛nièní obor funkce f, spoètìte její parciální derivace vźude, kde existují, a napiźte rovnici teèné roviny v bodì [1, 2];

f(x, y) = (arctg( √ x^2 + y^2))^4. (10 bodù)

Pøíklad 3 : Uka¿te, ¿e rovnice

e^{sin x2} + e^{sin xy} = 2y + 2

urèuje v jistém okolí bodu [0, 0] implicitnì zadanou funkci (promìnné x). Spoètìte první a druhou derivaci této funkce v bodì 0. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Naleznìte maximum a minimum funkce f (pokud existují) na mno¿inì M.

f(x, y, z) = z + e^{xy} M = {[x, y, z] ∈ R^3 ; x^2 + y^2 + z^2 = 1, x^2 + y^2 = z^2}

(15 bodù)

Pøíklad 5 : Naleznìte primitivní funkci ∫ 2x^2 + 5x + 5 (x + 1)(x^2 + 2x + 4) dx (15 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (G)

LS 1997-98

Pøíklad G1 : Standardním postupem obdr¿íme

1 2 1 3 1 0 0 0 −1 0 0 −1 0 1 0 0 1 1 1 −1 0 0 1 0 1 −3 −2 0 0 0 0 1 , 1 2 1 3 1 0 0 0 0 2 1 2 1 1 0 0 0 −1 0 −4 −1 0 1 0 0 −5 −3 −3 −1 0 0 1 ,

1 2 1 3 1 0 0 0 0 1 0 4 1 0 −1 0 0 2 1 2 1 1 0 0 0 −5 −3 −3 −1 0 0 1 , 1 2 1 3 1 0 0 0 0 1 0 4 1 0 −1 0 0 0 1 −6 −1 1 2 0 0 0 −3 17 4 0 −5 1 , 1 2 1 3 1 0 0 0 0 1 0 4 1 0 −1 0 0 0 1 −6 −1 1 2 0 0 0 0 −1 1 3 1 1 , 1 2 1 3 1 0 0 0 0 1 0 4 1 0 −1 0 0 0 1 −6 −1 1 2 0 0 0 0 1 −1 −3 −1 −1 , 1 2 1 0 4 9 3 3 0 1 0 0 5 12 3 4 0 0 1 0 −7 −17 −4 −6 0 0 0 1 −1 −3 −1 −1 , 1 2 0 0 11 26 7 9 0 1 0 0 5 12 3 4 0 0 1 0 −7 −17 −4 −6 0 0 0 1 −1 −3 −1 −1 , 1 0 0 0 1 2 1 1 0 1 0 0 5 12 3 4 0 0 1 0 −7 −17 −4 −6 0 0 0 1 −1 −3 −1 −1 .

Platí tedy

A^{−1} =

1 2 1 1 5 12 3 4 −7 −17 −4 −6 −1 −3 −1 −1 .

Pøíklad G2 : Funkce f je de˛nována na R^2 . V bodech [x, y] ≠ [0, 0] mù¿eme poèítat derivaci þpodle vzoreèkùß: ∂f ∂x (x, y) = 4(arctg( √ x^2 + y^2))^3 · x 1 + x^2 + y^2 · 1 √ x^2 + y^2 ∂f ∂y (x, y) = 4(arctg( √ x^2 + y^2))^3 · y 1 + x^2 + y^2 · 1 √ x^2 + y^2 . V bodì [0, 0] spoèítáme parciální derivace z de˛nice: ∂f ∂x (0, 0) = lim_{t→0} f(t, 0) − f(0, 0) t = lim_{t→0}

(arctg( √ t^2))^4 t = lim_{t→0} ( arctg(|t|) |t| )_4 · |t|^4 t = 0.

Vzhledem k symetrii funkce f platí také^{∂f}_{∂y} (0, 0) = 0.

Parciální derivace funkce f jsou v bodì [1, 2] spojité. Proto v bodì [1, 2] existuje totální diferenciál, a tedy i teèná rovina, která má tvar

z = (arctg √ 5)^4 + 2 3 (arctg √ 5)^3 · 1 √ 5 · (x − 1) + 4 3 (arctg √ 5)^3 · 1 √ 5 · (y − 2). Pøíklad G3 : Polo¿me

F (x, y) = e^{sin x2} + e^{sin xy} − 2y − 2.

Funkce F je de˛nována na R^2 . Pro parciální derivace F platí: ∂F ∂x (x, y) = e^{sin x2} · cos x^2 · 2x + e^{sin xy} · cos xy · y, ∂F ∂y (x, y) = e^{sin xy} · cos xy · x − 2. Obì parciální derivace jsou na R^2 spojité, stejnì jako jejich parciální derivace, tj. F ∈ C^2(R^2 ). Dále platí F (0, 0) = 0 a^{∂F}_{∂y} (0, 0) = −2 ≠ 0. Tím jsme ovìøili, ¿e naźe rovnice urèuje v jistém okolí bodu [0, 0] implicitnì zadanou funkci promìnné x, která sama je tøídy C^2. Funkci oznaème φ a její derivace vypoèítejme postupným derivováním vztahu e^{sin x2} + e^{sin xφ(x)} − 2φ(x) − 2 = 0.

Postupnì obdr¿íme

e^{sin x2} · cos x^2 · 2x + e^{sin xφ(x)} cos xφ(x) · (φ(x) + xφ^′(x)) − 2φ^′(x) = 0, e^{sin x2} · (cos x^2 · 2x)^2 − e^{sin x2} · sin x^2 · 4x^2 +e^{sin x2} · cos x^2 · 2 + e^{sin xφ(x)}(cos xφ(x) · (φ(x) + xφ^′(x)))^2 −e^{sin xφ(x)} sin xφ(x) · (φ(x) + xφ^′(x))^2 + e^{sin xφ(x)} cos xφ(x) · (2φ^′(x) + xφ^{′′}(x)) −2φ^{′′}(x) = 0. Dosadíme-li x = 0 a pou¿ijeme-li φ(0) = 0, dostaneme φ^′(0) = 0 a φ^{′′}(0) = 1.

Pøíklad G4 : Mno¿ina M je omezená a uzavøená, a proto je kompaktní. Funkce f je spojitá na M, tak¿e na M nabývá svého maxima i minima. Mno¿ina M má prázdný vnitøek.

Podezøelé body hledejme metodou Lagrangeových multiplikátorù. Mno¿ina M je urèena pomocí vazebných funkcí g_1(x, y, z) = x^2 + y^2 + z^2 − 1, g_2(x, y, z) = x^2 + y^2 − z^2.

Funkce f, g_1 i g_2 jsou tøídy C^1(R^3 ). Pro parciální derivace tìchto funkcí platí ∂f ∂x (x, y, z) = e^{xy} y, ∂g_1 ∂x (x, y, z) = 2x, ∂g_2 ∂x (x, y, z) = 2x, ∂f ∂y (x, y, z) = e^{xy} x, ∂g_1 ∂y (x, y, z) = 2y, ∂g_2 ∂y (x, y, z) = 2y, ∂f ∂z (x, y, z) = 1, ∂g_1 ∂z (x, y, z) = 2z, ∂g_2 ∂z (x, y, z) = −2z. Vektory (2x, 2y, 2z), (2x, 2y, −2z) jsou lineárnì závislé, právì kdy¿ z = 0 nebo x = y = 0. őádný takový bod nele¿í v mno¿inì M. Nyní budeme øeźit následující soustavu e^{xy} y = λ_12x + λ_22x, (1) e^{xy}x = λ_12y + λ_22y, (2) 1 = λ_12z − λ_22z, (3) x^2 + y^2 + z^2 = 1, (4) x^2 + y^2 − z^2 = 0. (5)

Z (4) a (5) vyplývá, ¿e z = ±1/ √ 2. Odeèteme-li (1) od (2) dostaneme

e^{xy} (x − y) = −2(λ_1 + λ_2)(x − y).

Z poslední rovnice plyne, ¿e buï x = y nebo e^{xy} = −2(λ_1 + λ_2). V prvním pøípadì dopoèítáme ze (4) tyto podezøelé body [1/2, 1/2, 1/ √ 2], [1/2, 1/2, −1/ √ 2], [−1/2, −1/2, 1/ √ 2], [−1/2, −1/2, −1/ √ 2]. Ve druhém pøípadì dosadíme za e^{xy} do (1) a dostaneme

−2y(λ_1 + λ_2) = 2x(λ_1 + λ_2).

Nyní máme opìt dvì mo¿nosti: buï x = −y nebo λ_1 + λ_2 = 0. První mo¿nost dává podezøelé body [1/2, −1/2, 1/ √ 2], [1/2, −1/2, −1/ √ 2], [−1/2, 1/2, 1/ √ 2], [−1/2, 1/2, −1/ √ 2]. Druhá mo¿nost spolu s (1) a (2) dává x = y = 0. Toto vźak nemù¿e nastat vzhledem ke (4) a (5).

Funkce f nabývá maxima v bodech [1/2, 1/2, 1/ √ 2], [−1/2, −1/2, 1/ √ 2] a minima [−1/2, 1/2, −1/ √ 2], [1/2, −1/2, −1/ √ 2]. Pøíklad G5 : Funkce, kterou máme integrovat, je de˛nována na R \ {−1}. Provedeme rozklad integrandu na parciální zlomky, které pak zintegrujeme ∫ 2x^2 + 5x + 5 (x + 1)(x^2 + 2x + 4) dx = ∫ 1 3 · ( 2 x + 1 + 4x + 7 x^2 + 2x + 4 ) dx = 2 3 ∫ 1 x + 1 dx + 2 3 ∫ 2x + 2 x^2 + 2x + 4 dx + 1 3 ∫ 3 x^2 + 2x + 4 dx = 2 3 ∫ 1 x + 1 dx + 2 3 ∫ 2x + 2 x^2 + 2x + 4 dx + 1 3 ∫ 1 ((x + 1)/ √ 3)^2 + 1 dx c= 2 3 log |x + 1| + 2 3 log(x^2 + 2x + 4) + 1 √ 3 arctg ( x + 1 √ 3 ) , x ∈ (−∞, −1) nebo x ∈ (−1, +∞).

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (H)

LS 1997-98

Pøíklad 1 : Urèete hodnost matice A v závislosti na parametru: A = 1 x x 1 2 1 −2 1 4

. (10 bodù)

Pøíklad 2 : Urèete de˛nièní obor funkce f, urèete kde existují vlastní parciální derivace a spoètìte je; napiźte rovnici teèné roviny v bodì [1, 2]; f(x, y) = { sin(x cos y) x ≥ 0 cos(x sin y) + 2 x < 0

. (10 bodù)

Pøíklad 3 : Uka¿te, ¿e rovnice

π/2 + arcsin(x + y^2) = arccos(y + x^2)

urèuje v jistém okolí bodu [0, 0] implicitnì zadanou funkci (promìnné x). Spoètìte první a druhou derivaci této funkce v bodì 0. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Naleznìte maximum a minimum funkce f (pokud existují) na mno¿inì M.

f(x, y, z) = x^2 + 2xz + y^2 + z

M = {[x, y, z] ∈ R^3 ; x^2 + y^2 + z^2 = 1, x = y^2 + z^2}

(15 bodù)

Pøíklad 5 : Naleznìte primitivní funkci ∫ x + 1 √ x^2 + x + 1 dx (15 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (H)

LS 1997-98

Pøíklad H1 : Pomocí øádkových elementárních úprav, které nemìní hodnost matice, dostaneme: 1 x x 1 2 1 −2 1 4 , 1 2 1 −2 1 4 1 x x , 1 2 1 0 5 6 0 x − 2 x − 1 .

Pokud x = 2, pak h(A) = 3. V pøípadì, ¿e x ≠ 2, pak lze èíslem x − 2 dìlit.

1 2 1 0 1^6_5 0 1^{x−1}_{x−2} , 1 2 1 0 1^6_5 0 0^{x−1}_{x−2} −^6_5 .

Poslední øádek je nulový, právì kdy¿^{x−1}_{x−2} −^6_5 = 0, tj. právì kdy¿ x = 7.

Závìr: h(A) = 2 pro x = 7, h(A) = 3 pro x ≠ 7.

Pøíklad H2 : Okam¿itì vidíme, ¿e D(f) = R^2 . Pokud x ≠ 0 lze v bodì [x, y] poèítat parciální derivace þpodle vzoreèkùß. ∂f ∂x (x, y) = { cos(x cos y) · cos y pro x > 0, − sin(x sin y) · sin y pro x < 0. ∂f ∂y (x, y) = { cos(x cos y) · (−x sin y) pro x > 0, − sin(x sin y) · (x cos y) pro x < 0.

V bodech tvaru [0, y] budeme poèítat parciální derivace þz de˛niceß: ∂f ∂x (0, y) = lim_{t→0} f(t, y) − f(t, 0) t − 0 = lim_{t→0} f(t, y) t Tato limita ovźem neexistuje, proto¿e limita zleva (−∞) se nerovná limitì zprava (cos y). ∂f ∂y (0, y) = lim_{t→y} f(0, t) − f(0, y) t − y = lim_{t→y} 0 t − y = 0.

V bodì [1, 2] jsou obì parciální derivace spojité, a proto v tomto bodì existuje totální diferenciál, a tedy i teèná rovina. Její rovnice vypadá takto:

z = cos(cos 2) · cos 2 · (x − 1) − cos(cos 2) · sin 2 · (y − 2) + sin(cos 2).

Pøíklad H3 : Polo¿me

F (x, y) = π/2 + arcsin(x + y^2) − arccos(y + x^2).

Bod [0, 0] je ve vnitøku de˛nièního oboru funkce F - mù¿eme tedy spoèítat parciální derivace funkce F na jistém okolí G bodu [0, 0]: ∂F ∂x (x, y) = 1 √ 1 − (x + y^2)^2 + 2x √ 1 − (y + x^2)^2 ∂F ∂y (x, y) = 2y √ 1 − (x + y^2)^2 + 1 √ 1 − (y + x^2)^2 . Obì parciální derivace jsou na jistém okolí bodu [0, 0] spojité a navíc tam jsou jejich parciální derivace spojité, tj. f ∈ C^2(G). Dále platí F (0, 0) = 0 a^{∂F}_{∂y} (0, 0) = 1 ≠ 0. Tím jsme ovìøili, ¿e naźe rovnice urèuje v jistém okolí bodu [0, 0] implicitnì zadanou funkci promìnné x, která je tøídy C^2. Funkci oznaème φ a její derivace vypoèítejme postupným derivováním vztahu

arcsin(x + (φ(x))^2) + π/2 − arccos(φ(x) + x^2) = 0, 1 + 2φ(x)φ^′(x) √ 1 − (x + (φ(x))^2)^2 + φ^′(x) + 2x √ 1 − (φ(x) + x^2)^2

= 0, − 1 2 (1 − (x + (φ(x))^2)^2)^{− 32} · (−2(x + (φ(x))^2)) · (1 + 2φ(x)φ^′(x))^2

+(1 − (x + (φ(x))^2)^2)^{− 12} · (2(φ^′(x))^2 + 2φ(x)φ^{′′}(x)) − 1 2 (1 − (φ(x) + x^2)^2)^{− 32} · (−2(φ(x) + x^2)) · (φ^′(x) + 2x)^2

+(1 − (φ(x) + x^2)^2)^{− 12} · (φ^{′′}(x) + 2) = 0.

Dosadíme-li x = 0 a vyu¿ijeme-li φ(0) = 0, dostaneme φ^′(0) = −1 a φ^{′′}(0) = −4.

Pøíklad H4 : Polo¿me

g_1(x, y, z) = x^2 + y^2 + z^2 − 1, g_2(x, y, z) = x − y^2 − z^2.

Obì funkce jsou spojité a proto je mno¿ina M uzavøená. Mno¿ina M je obsa¿ena v jednotkové kouli o støedu v poèátku - je tedy omezená. Z charakterizace kompaktních podmno¿in

R^n vyplývá, ¿e M je kompaktní. Funkce f je spojitá a proto nabývá na M svého maxima

i minima. Hledejme podezøelé body pomocí Lagrangeových multiplikátorù. Vidíme, ¿e f, g_1, g_2 ∈ C^1(R^3 ).

∂f ∂x (x, y) = 2x + 2z ∂g_1 ∂x (x, y) = 2x ∂g_2 ∂x (x, y) = 1 ∂f ∂y (x, y) = 2y ∂g_1 ∂y (x, y) = 2y ∂g_2 ∂y (x, y) = −2y ∂f ∂z (x, y) = 2x + 1 ∂g_1 ∂z (x, y) = 2z ∂g_2 ∂z (x, y) = −2z Zkoumejme pro která [x, y, z] ∈ M jsou vektory (2x, 2y, 2z), (1, −2y, −2z) lineárnì závislé. Jde tedy o to zjistit, kdy je hodnost následující matice menźí ne¿ 2. ( 1 −2y −2z 2x 2y 2z )

Tøetí øádkovou elementární úpravou dostaneme ( 1 −2y −2z 2x + 1 0 0 ) . Hodnost této matice je menźí ne¿ 2, právì kdy¿ x = −^1_2 nebo y = z = 0. Není obtí¿né dosazením zjistit, ¿e body splòující nìkterou z tìchto podmínek nemohou le¿et v M.

Nyní øeźme soustavu: x^2 + y^2 + z^2 = 1 (1) x = y^2 + z^2 (2) 2x + 2z = 2λ_1x + λ_2 (3) 2y = 2λ_1y − 2λ_2y (4) 2x + 1 = 2λ_1z − 2λ_2z (5) Z (1) a (2) vyplývá x^2 + x − 1 = 0, tj. x =^1_2 (−1 ± √ 5). Vzhledem k (2) musí být x nezáporné a proto nás zajímá pouze kladný koøen kvadratické rovnice, tj.

x = ( √ 5 − 1)/2. (6) Z (4) vyplývá, ¿e buï y = 0 nebo λ_1 − λ_2 = 1. V prvním pøípadì vypoèteme z (2) a (6), ¿e z = ± √ ( √ 5 − 1)/2. Odtud dostáváme podezøelé body [ ( √ 5 − 1)/2, 0, √ ( √ 5 − 1)/2 ] , [ ( √ 5 − 1)/2, 0, − √ ( √ 5 − 1)/2 ] . Ve druhém pøípadì plyne z (5) x +^1_2 = z. Tak¿e z = √ 5/2. Z (2) plyne y^2 = x − z^2. Po dosazení máme y^2 = (2 √ 5 − 7)/4 < 0 { co¿ není mo¿né.

Dosazením zjistíme, ¿e funkce f nabývá na M svého maxima v prvním podezøelém bodì a minima ve druhém.

Pøíklad H5 : Funkce, kterou máme integrovat, je de˛nována na R a je na R spojitá. Pou¿ijeme Eulerovu substituci √ x^2 + x + 1 = x + t. Pak dostaneme x = 1 − t^2 2t − 1 , dx = −2t^2 + 2t − 2 (2t − 1)^2 dt. Je tøeba nalézt primitivní funkci ∫_{1−t}^2_{2t−1} + 1 1−t^2 2t−1 + t · −2t^2 + 2t − 2

(2t − 1)^2 dt = ∫ −2(2t − t^2) (2t − 1)^2 dt Platí −2(2t − t^2) (2t − 1)^2 = 1 2 − 1 2 4t + 1 (2t − 1)^2 Rozlo¿íme-li druhý výraz na parciální zlomky dostaneme ∫ −2(2t − t^2) (2t − 1)^2 dt = ∫ 1 2 dt − 1 2 ∫ 3 (2t − 1)^2 dt − 1 2 ∫ 2 2t − 1 dt c= 1 2 t + 3 8t − 4 − 1 2 log |2t − 1|, t ∈ (−∞, 1/2) nebo t ∈ (1/2, +∞). Podle vìty o substituci dostáváme ∫ x + 1 √ x^2 + x + 1 dx = 1 2 ( √ x^2 + x + 1 − x) + 3 8( √ x^2 + x + 1 − x) − 4 − 1 2 log |2 √ x^2 + x + 1 − 2x − 1|, x ∈ R.

Písemná zkouźka z matematiky pro FSV (I)

LS 1997-98

Pøíklad 1 : Øeźte soustavu Ax = b, kde

A = 1 −2 1 1 −1 1 0 −1 −1 0 1 1 2 −3 −1 0 , b = 2 2 0 4 . (10 bodù)

Pøíklad 2 : Urèete de˛nièní obor funkce f, spoètìte její parciální derivace vźude kde existují a napiźte rovnici teèné roviny v bodì [1, 2]; f(x, y) = √ x^2 + y^2 x + y − 1 . (10 bodù)

Pøíklad 3 : Uka¿te, ¿e rovnice

arctg(y^2 + xy) = e^{xy} − cos x + y

urèuje v jistém okolí bodu [0, 0] implicitnì zadanou funkci (promìnné x). Spoètìte první a druhou derivaci této funkce v bodì 0. (10 bodù)

Pøíklad 4 : Naleznìte maximum a minimum funkce f (pokud existují) na mno¿inì M.

f(x, y) = arctg x + arctg y M = {[x, y] ∈ R^2 ; x^2 + y^2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}

(15 bodù)

Pøíklad 5 : Naleznìte primitivní funkci ∫ x √ x^2 + 2x + 4 dx (15 bodù)

Øeźení písemky z matematiky pro FSV (I)

LS 1997-98

Pøíklad I1 : Napiźme si rozźíøenou matici (A|b) a proveïme Gaussovu eliminaci:

1 −2 1 1 2 −1 1 0 −1 2 −1 0 1 1 0 2 −3 −1 0 4 , 1 −2 1 1 2 0 −1 1 0 4 0 −2 2 2 2 0 1 −3 −2 0 ,

1 −2 1 1 2 0 −1 1 0 4 0 0 0 2 −6 0 0 −2 −2 4 , 1 −2 1 1 2 0 −1 1 0 4 0 0 −2 −2 4 0 0 0 2 −6 .

Odtud ji¿ snadno spoèteme: x_1 = −2, x_2 = −3, x_3 = 1, x_4 = −3.

Pøíklad I2 : Pro de˛nièní obor platí: D(f) = R^2 \ {[x, y] ∈ R^2 ; x + y = 1}. Pro parciální derivace platí ∂f ∂x (x, y) = xy − x − y^2 √ x^2 + y^2(x + y − 1)^2 , [x, y] ∈ D(f) \ {[0, 0]}; ∂f ∂y (x, y) = xy − x^2 − y √ x^2 + y^2(x + y − 1)^2 , [x, y] ∈ D(f) \ {[0, 0]}.

V bodì [0, 0] poèítejme parciální derivace z de˛nice: ∂f ∂x (0, 0) = lim_{t→0} f(t, 0) − f(0, 0) t − 0 = lim_{t→0} √ t^2 t−1 t = lim_{t→0} |t| (t − 1)t = lim_{t→0} sgn t t − 1 . Poslední limita neexistuje, proto¿e limita zleva je rovna 1 a zprava je rovna −1. To znamená, ¿e parciální derivace^{∂f}_{∂x} (0, 0) neexistuje. Naprosto stejným postupem lze ukázat, ¿e ani^{∂f}_{∂y} (0, 0) neexistuje.

V bodì [1, 2] jsou obì parciální derivace spojité a proto v tomto bodì existuje totální diferenciál a tedy i teèná rovina. Její rovnice vypadá takto:

z = −3 4 √ 5 · (x − 1) − 1 4 √ 5 · (y − 2) + √ 5 2 .

Pøíklad I3 : Polo¿me

F (x, y) = arctg(y^2 + xy) − e^{xy} + cos x − y.

Funkce F je de˛nována na R^2 a pro její parciální derivace platí: ∂F ∂x (x, y) = y 1 + (y^2 + xy)^2 − e^{xy} y − sin x, ∂F ∂y (x, y) = 2y + x 1 + (y^2 + xy)^2 − e^{xy} x − 1.

Obì parciální derivace jsou na R^2 spojité, stejnì jako jejich parciální derivace, tj. f ∈ C^2(R^2 ). Dále platí F (0, 0) = 0 a^{∂F}_{∂y} (0, 0) = −1 ≠ 0. Tím jsme ovìøili, ¿e naźe rovnice urèuje v jistém okolí bodu [0, 0] implicitnì zadanou funkci promìnné x, která sama je tøídy

C^2. Funkci oznaème φ a její derivace vypoèítejme postupným derivováním vztahu

arctg((φ(x))^2 + xφ(x)) − e^{xφ(x)} + cos x − φ(x) = 0. 2φ(x)φ^′(x) + φ(x) + xφ^′(x) 1 + ((φ(x))^2 + xφ(x))^2

− (φ(x) + xφ^′(x))e^{xφ(x)} − sin x − φ^′(x) = 0,

−2((φ(x))^2 + xφ(x)) (1 + ((φ(x))^2 + xφ(x))^2)^2

· (2φ(x)φ^′(x) + φ(x) + xφ^′(x))^2 + 2(φ^′(x))^2 + 2φ(x)φ^{′′}(x) + φ^′(x) + φ^′(x) + xφ^{′′}(x) 1 + ((φ(x))^2 + xφ(x))^2 −(φ^′(x) + φ^′(x) + xφ^{′′}(x))e^{xφ(x)} − (φ(x) + xφ^′(x))^2e^{xφ(x)} − cos x − φ^{′′}(x) = 0.

Dosadíme-li x = 0 a pou¿ijeme-li φ(0) = 0, dostaneme φ^′(0) = 0 a φ^{′′}(0) = −1.

Pøíklad I4 : Mno¿ina M je uzavøená a omezená (jedná se o prùnik uzavøeného kruhu a uzavøeného prvního kvadrantu) { je tedy kompaktní. Funkce f je spojitá na celém R^2 a proto musí nabývat maxima i minima na mno¿inì M. Zkoumejme chování funkce f nejprve na vnitøku mno¿iny M. ∂f ∂x (x, y) = 1 1 + x^2 , ∂f ∂y (x, y) = 1 1 + y^2 . Uvnitø mno¿iny M jsou obì parciální derivace funkce f nenulové, proto uvnitø M není ¿ádný podezøelý bod. Hranici mno¿iny M rozdìlme na tøi èásti: H_1 = {[x, 0]; x ∈ ⟨0, 1⟩}, H_2 = {[0, y]; y ∈ ⟨0, 1⟩}, H_3 = {[x, y]; x > 0, y > 0, x^2 + y^2 = 1}.

Je-li [x, y] ∈ H_1, platí f(x, y) = arctg x. Funkce arctg je rostoucí a proto podezøelými body jsou [0, 0] a [1, 0]. Podobnì je tomu na mno¿inì H_2. Tam dostáváme podezøelé body [0, 0] a [0, 1]. Na H_3 pou¿ijeme metodu Lagrangeových multiplikátorù. Nechż g(x, y) = x^2 +y^2 −1. Vidíme, ¿e f, g ∈ C^1(R^2 ). Pro parciální derivace g platí: ∂g ∂x (x, y) = 2x, ∂g ∂y (x, y) = 2y. Vektor (2x, 2y) je nulový, právì kdy¿ [x, y] = [0, 0] { tento bod ovźem nele¿í v H_3. Nyní je tøeba vyøeźit následující soustavu

x^2 + y^2 = 1 (1) 1 1 + x^2 = λ2x (2) 1 1 + y^2 = λ2y (3)

Z (2) a (3) vyplývá

(4) λ2x(1 + x^2) = λ2y(1 + y^2).

Z (2) vyplývá, ¿e λ ≠ 0. Proto mù¿eme (4) upravit na tvar

x − y = −(x − y)(x^2 + xy + y^2).

Platí tedy buï x = y nebo −1 = x^2 + xy + y^2. Druhá mo¿nost vźak nastat nemù¿e, neboż prvky z H_3 mají obì souøadnice kladné. První mo¿nost spolu s (1) dává dalźí podezøelý bod [1/ √ 2, 1/ √ 2]. Nalezli jsme tyto podezøelé body:

[0, 0], [0, 1], [1, 0], [1/ √ 2, 1/ √ 2]. Porovnáním funkèních hodnot funkce f v uvedených bodech (proveïte podrobnì) zjistíme, ¿e f nabývá svého minima v bodì [0, 0] a maxima v bodì [1/ √ 2, 1/ √ 2]. Pøíklad I5 : Funkce, kterou máme integrovat, je de˛nována na R a je na R spojitá. Pou¿ijeme Eulerovu substituci √ x^2 + 2x + 4 = x + t. Pak dostaneme x = t^2 − 4 2(1 − t) , dx = −t^2 + 2t − 4

2(1 − t)^2 dt. Je tøeba nalézt primitivní funkci

∫ t^2−4_{2(1−t)}

t^2−4 2(1−t) + t · −t^2 + 2t − 4 2(1 − t)^2 dt = ∫ t^2 − 4 2t^2 − 4t + 2 dt

Platí t^2 − 4 2t^2 − 4t + 2 = 1 2 + 2t − 5 2t^2 − 4t + 2 Rozlo¿íme-li poslední výraz na parciální zlomky dostaneme ∫ t^2 − 4 2t^2 − 4t + 2 dt = ∫ 1 2 dt + ∫ 1 t − 1 dt − ∫ 3 2(t − 1)^2 dt c= 1 2 t + log |t − 1| + 3 2(t − 1) , t ∈ (−∞, 1) nebo t ∈ (1, +∞). Podle vìty o substituci dostáváme ∫ x √ x^2 + 2x + 4 dx = 1 2 ( √ x^2 + 2x + 4 − x)

+ log | √ x^2 + 2x + 4 − x − 1| + 3 2( √ x^2 + 2x + 4 − x − 1) , x ∈ R.