I. NEROVNOSTI, INDUKCE — OPAKOVANf

-2
a: 821, log%(x2—3:t:—|—3)20,

x
2. Nakreslete graf funkce: f(z) = ||||z| — 1| — 1| —1|.
3. Dokazte nasledujici formulky:

r+2 2x+3
z+3 r+6"

1. Reste nasledujici nerovnosti v R:

n

YR =(1+2+43+--+n)
k=1

n(n+1)(2n+1)
6 9

n
14+z)">1+nz, z>-1, Zk2:
k=1

4. Vyjédrete cos bz (resp. sin 5z) pouze pomoci funkei cosz a sin .

5. Dokazte pro a, b € R: |a+ b| < |a| + |b], lla] — |b]| < |a —b|.

6. Pro viechna n € N, n # 3 plati n? < 2™ . Dokaite!

7. Reste rovnice: sin2z =sinz, 2sinz+cosz =1, log(z?+1)=2log(3 — z).

2.

3. Pouzijte matematickou indukci. 4. cos 5z = cos® z — 10 cos® zsin? z + 5 cos z sin z; sin bz =

5cos? zsinz — 10 cos? z sin® z + sin® z. 5. Provedte rozbor moznosti pro znaménka. Druhou

nerovnost odvodte z prvni. 6. PouZijte matematickou indukci. 7. z € {kn, 5 + 2k, %W—I—Zkﬂ'}

prok € Z; x € {2k7r,7r—arcsin% + 2km} prok € Z; x = %.

I1. VYROKOVA LOGIKA
1. Nechf M znadf mnozinu viech muzi a Z mnozinu viech zen. Uvazujme nésledujici vyrokové
formy: S(m,2): ,Muz m je manzelem Zeny z.“; Li(m,Z2): ,Muz m miluje Zenu 2.“; Lo(m, 2):
,Zena % miluje muze m.“. Pomoci kvantifikdtort, logickych spojek a forem S, L1 a Ly zapiste
nasledujici vyroky:
a) Kazdy zenaty muz miluje svou manzelku. b) Kazdou zenu miluje néjaky muz.
c) Kazd4d Zena mé nejvys jednoho manzela.
d) Kazdy muz mé nejvys jednu manzelku. (Rikd tento vyrok totéz, co c)?)
e) Existuje vdand Zena. f) Existuje zenaty muz. (Rikd tento vyrok totéz, co e)?)
g) Existuji nevérné manzelky. (Manzelku prohldsime za nevérnou, pokud miluje jiného muze nez
svého manzela.)
Nasledujici vyroky pielozte do cestiny.
h) 3Im € MVz € Z(non S(m, 2)); i) 32 € Z¥m € M(L1(m, ) = non Ly(m, 2));
j) 3z € ZY¥m € M(Lay(m, %) = non L1(m, 3));
k)VzZe Z((3m e M : Ly(m,2)) = (3m € M : Li(m, 2) & non Ly(m, 2)).
2. Rozhodnéte o spravnosti nasledujicich vyroku a napiste jejich negace.
a)Ve e NFJyeNVzeN(iz>z=y<z2);b)yeNVzeNVzeN (z >z =y < 2);
c)IzxeNVyeNVzeNz>r=y<z2);d) dJzeNVyeNVzeN(z<z=y>2);
e)VaeRIe>0JaeRVzeER(z € (a,a+¢) & |z —a| < 1);
f)JaeRVe>0VaeR Iz eR(z € (a,a+¢e) < |z —al <1).
3. Vyjadfete co nejjednodusseji: a) Ve >0Vy e R: |y — 7| <b=[f(y) — 15| <& b) Vx € R 3§ >
WyeRVReN:|ly—z[<d=|f(z) - f(y) <e.



4. Hiadanky z ostrova poctivct a padoucht: a) Jdete kolem t¥{ obyvatel ostrova a zeptate se:,, Kolik
je mezi vami poctiveu?“ A odpovi nezietelné a tak se zeptate obyvatele B: ,,Co fikal A?“ B odpovi:
»A Tikal ze mezi ndmi je jediny poctivec.* Nato fekne C: , Nevéite B, ten 1ze!“ Co jsou B a C? b)
Dejme tomu, ze A fekne: ,Bud ja jsem padouch nebo B je poctivec.“ Co jsou A a B? ¢) Dejme
tomu, ze A fekne: ,J4 jsem padouch, ale B ne.* Co jsou A a B? d) A Fekne: ,B a C maji stejnou
povahu.“ Nato se nékdo zeptda C: ,Maji A a B stejnou povahu?“ Co C odpovi?

VYSLEDKY A NAVODY. 1. a)Vm € M Vz € Z : S(m,%) = Li(m,%); b) Vz € Z Im €
M : Li(m,2); c¢) VZ € Z Nmy € M VYmy € M : S(my1,2) & S(mg,2) = m1 = my; d)
Vm € M V3 € Z Vi € Z : S(m, %) & S(m, %) = %1 = % (NE);e) 32 € Z Im € M :
S(m,2); f) Im € M 32 € Z : S(m,%) (ANO); g) Existuje nevérnid manzelka (aspon jedna):
32 € Z 3Imy € M Ims € M(my # mg & S(mq, 2) & La(me, 2)), existuji nevérné manzelky (aspon
dVé): dz, € Z dz, € Zﬂml e M dmy € M ng € M dmy € M(Zl 7é 2o &my 75 me & ms 75
ma & S(my,21) & La(ma, 21) & S(ms, Z2) & La(may, 23)). h) Existuje svobodny muz. i) Existuje
zena, kterd zadnému muzi neopétuje lasku. j) Existuje Zena, jiz zddny muZ neopétuje lasku. k)
Kazd4 zena, kterd nékoho miluje, nemiluje nékterého muze, ktery miluje ji. 2. a) Plati, negace
JdJreNVyeNIzeN(z >z &y > 2);b) Plati, negace Vy e NIz e NIz e N (2 > z & y >< 2);
c¢) Neplati, negace Vx € Ny € N3z € N(z > = & y > 2); d) Plati, negace Vo € N Jy ¢ N 3z €
N(z <z & y < z); e) Plati, negace Ja e RVe >0Va €e RIz € R(z € (a,a+¢) & |z — o > 1);
f) Plati, negace Va e R3e > 0da € RVz € R(z € (a,a+¢) & |z —a|>1). 3.a) f(y) =15
pro vSechna y € (2,12); b) Funkce f je na konstantni na R. 4. a) B je padouch a C poctivec.
b) Oba jsou poctivci. ¢) Oba jsou padousi. d) Odpovi ANO.

ITI. NAJDETE SUPREMA A INFIMA NASLEDUJICICH MNOZIN (POKUD EXISTUJI).
EXISTUJI MAXIMA A MINIMA?

1. A={p/(p+q); peN, ¢ge N}, 2.a) By ={sinz; z € (0,2n)},b) By = {sinz; z € (0,2m)},
¢) B3 = {sinz; z € (0,m)}, 3.a)C;={n?—m? neN, meN},
b) Co={n? —m? neN, meNn>m}, c) C3={n>-—m?;, neN, meNn<m},
4.2) D1 ={2"+3 " neN}, Dy ={2"+3 ™ neZ}, 5 E={-V3 jecz kezl)
6. a) F1 = {cos(n+ ~)m; n € N}, b) F» = {cos(n + +)m; n € N sudé},
¢) F3 = {cos(n+ 1)m; n € N liché}
7. Necht AABCRaS=supAd,s=infA, T =supB, t=inf B. Co lze fici o supremu a infimu
nasledujicich mnozin? a) AUB, b) ANB, *c) A+B ={a+b|a € A,be B},d) —A={—a|a€ A},
*) A-B=1{a-blac Abe B},f) A— B, g) A\ B, h) AAB = (A\ B)U (B A).
VYSLEDKY A NAvoDY. 1.supA =1, inf A = 0, maximum a minimum neexistuje. 2. a),b)
max B; = max By = 1, min B; = min By = —1; ¢) max Bs = 1, inf B3 = 0, minimum neexistuje.
3. a) C4 neni shora ani zdola omezend; b) Cy neni shora omezend, min Cy = 3; ¢) Cs neni zdola

omezend, maxCs = 0. 4. a) maxD; = %, inf D; = 0, minimum neexistuje; b) Dy neni shora
omezend, inf Dy = 0, minimum neexistuje. 5. E neni shora omezend, inf £ = 0, minimum
neexistuje. 6. a) max F; = 1, inf F; = —1, minimum neexistuje; b) sup F5 = 1, min F; = 0,
maximum neexistuje; ¢) max F3 = 1, inf F5 = —1, minimum neexistuje. 7. a) sup(AU B) =

max{S, T}, inf(AUB) = min{s, t}. b) Pokud ANB # (), pak max{s, ¢t} < inf(ANB) < sup(ANB) <
min{S, T} (a vic fici nelze). c¢) sup(A+ B) = S+ T, inf(A+ B) = s+t. d) sup(—A4) = —s,
inf(—A) = —S. e) sup(A-B) = max{S-T,s-t,s-T,S-t}, inf(A-B) = min{S-T,s-t,s-T,S-t}. f)
sup(A—B) =S —t,inf(A— B) =s—T. g) Pokud A\ B # (), pak s < inf(A\ B) <sup(A\B) < S
(a vic Fici nelze). h) Pokud AAB # (), pak min{s, ¢} < inf(AN B) <sup(4AN B) < max{S,T} (a
vic Fici nelze).



IV. SPOCTETE NASLEDUJICI LIMITY POSLOUPNOSTI

iy 2n°+4n—3 : 2n°+6 i 2n°+43n—2 :
1. n15€o mEEE 20 lim gL 8. lim RS 4. lim (Va1 /i)
hm (Yn+11- ¢n) 6. nli_)rgo(—l)"\/ﬁ(\/n+ —v/n) 1. hm 61", 8. nli—>n<>lo 2t
142+4-4n _ n iy L242%44n? ; 13+23+ +n i n >
9. nll)n;o ( ) 2) 10. nh_)rgo 3 11. nh_)rgo o 12. nh_)rgo a, (a>0)

n
. lim 2 14. li — 1 15, lim & 16. lim %
B s oL L

VYSLEDKY A NAvoDY. 1.0 2.2 3.2 4.0 (rozsifte vhodnym vyrazem) 5.0 6. Nemd
limitu. 7.0 8. % 9. % 10. % 11. % 12. 1 proa > 0, 0 pro a = 0 (pro a > 0 piste
Ya =1+6, aukazte, ze 6, —» 0) 13. 1 (piste ¥/n = 1+40, a ukaztem ze §, — 0) 14.1 15.
0 16.0
V. SPOCTETE LIMITY POSLOUPNOST]
> [kz]
1. lim /A" +B"+C", (A,B,C>0) 2. lim ¥, — zeR 3. lim ¥n!
n—oo n—o0 n—oo
n n
. 1 . nt[¥m)’ — (m)
4 v 5 e 6 ima
7. lim a,, kde a1 = /2, nt1 =+vV2+a, *8. lim a,, kde a; = V2, An+1 = V2 —ay
n—00 n—00
*9. Pro kterd = € R existuje lim sinnz ? Totéz pro lim cosnz.
n—00 n—00

VYSLEDKY A NAvoDY. 1.max{4,B,C} 2.% 3.400 4.1 5.1 6.0 7.2 (ukazte, ze
posloupnost a,, je neklesajici a omezend, a tudiz md limitu, a pak odvodte, ze tato limita musi byt 2)
8. 1 (ukazte, Ze posloupnost lichych ¢lenu i posloupnost sudych ¢lent jsou monoténni a omezené, a

7e maji tutéz limitu 1) 9. lim sinnz existuje jen pro x = kx, k € Z; lim cos nz existuje jen pro
n—00 n—0o0

x = 2km, k € Z (vyuZijte toho, ze pokud lim sinnz existuje, pak hm sin(n +2)x —sinnz =0, a
n—00

pak jesté podobné pro cosnz)

VI. SPOCTETE LIMITY -
1. lim \/ﬁ({l/g_ Q/Q) 9. lirf (3/ nT + Int — T — 3/n7) 3. 1 (1 . (n—l}1)2)
n—oo n—+0o0 n—=1

ot 4V i e G D iy (D +(=n)’
4. Spoctéte v zav1slost; ne; k,4l €4N6a) nlgglo Sy ey mah b) nll)rgo Dl

5. Dokazte, Ze soucin 1°5°3° 58" - mé koneénou nenulovou hodnotu.

k
*6. Dokazte, ze lim > a;v/n+ i =0, pokud Z a; =0

n—=00 ;=0 =0

VYSLEDKY A NAVODY. 1.0 (vhodné rozsiite a jmenovatele odhadnéte). 2. 2 3. 1 (vyjddiete
jednoduse HZ:1(1 - m) a spoctéte limitu této posloupnosti) 4. a) 1, pokud k£ > [; —1, pokud
k < 1; 0, pokud k = [. b) 1, pokud k > I; (—1)!, pokud k < [; —oo, pokud k = [ je sudé; —1, pokud
k =1 je liché. 5. Pouzijte vétu o limité monoténni posloupnosti. 6. Dokazujte matematickou
indukci v zavislosti na k. Pro k = 2 provedte vhodné rozsiteni.



VII. SPOéTETE LIMITY NEBO DOKAZTE, ZE NEEXISTUJI’

. (1+4z)(1+22)(1+3z)—1 —52+6 Vitz—/1—z Vz+2— Y20
1. g z 2 lim ESE S ImyREyre 4 D U
5. lim {Ema =)™ Ly e N) 6. lim eteiteda’on (¢ N) 7, lim YAFet
: z—0 z? ’ ’ : z—1 z—1 ’ x—0
8. lim Atae—Vitbe () 1 e Nig,beR) 9. lim =L (m,neN) 10. hm([a:] — )
z—0 z z—1 % 1
11. limz-[1] 12, lim 2sigiedsine=l g3 jyy 1=cosz 14 iy 82 15, Jim S"‘( -3
—0 T m_)g 2sin? x—3sinz+1 r—0 x -0 $—>§ —2c
: sin 5z—sin 3z sin az : 1+4sinz—cos T z2
16' mh_l;r%) sinzx 17 xh_I)I%) lnﬂ 18' :};I_I)I%) l—sinz—cosz 19 xh_I)I%) \/1+m51n$ \/(;()sw
. y/cos cc— V/cosz— Jcosw log/(cos ax)
20. ;I_IH) sin? g 21. il_r)% log(cos Bz)
VYSLEDKY A NAvoDy. 1.6 2.-1 3.2 4.2 5 imp(n-m) 6.3in(n+1) 7.1
8. % 9. 7 10. Limita neexistuje (zleva —1, zprava 0). 11.1 12. -3 13. % 14.
1 15. @ 16. 2 17. %, pokud ,B;A 0. 18.-1 19. % 20. —1—12 21. o‘—2 pokud J6] ;é 0
VIII, SPOCTETE NASLEDUJICI LIMITY:
1. lim lo8Cosz 9 |im (m+2) 3. lim (m +1) 4. lim (1+x2)00tg2w
z—0 T e 2z+1 T—00 z—0
. 14+tgx | sinZz log( :n—}-l) . ) 1 . log(l—l—ﬁ—i—%)
L (5582) 6 S T B yleos| 8 i R
1
. tg 2z Ll sinz—cos 11. 1 sin z—cos x 12. i (1—}-3:-2’”)002
9 :cll_I)Ii tgx 10 a:h—I>n§ W a:l—>In§ 7(30—%)3 $1_I)n0 14237

13. lim log(1+27)-log (1+3) 1. lim “0no) ok ) e 7

T— 400 z—0 cos(% cosa:)

15. lim (cos vr+1—cosvz — 1), 16. lim tg2zx - tg (% — .’17)
T—>00 x—)%
17. Najdéte a,b € R, aby platilo lim (\/132 —z+1—ax— b) =0.
Tr—r—00

VYSLEDKY A NAvODY. 1. — 2.0 3.¢% 4.¢ 5.1 6.¢ 7.0 83 9.1 10
limita neexistuje. 11. +o0 12. 13. 3log2 14.0pro k > 1, % prok=1,+ocoprok <1

liché, neexistuje pro k < 1 sudé. 15.0 16.3 17.a=-1,b=1

wn

IX. SPOCTETE LIMITY

. arcsinz arcsin : arccos sin®(m-2%) : arccos 1w
1. ili% T 2. ili% sin(sin ) 3. ml_l)I{l_ (1—z) 4. il_)ni log cos(m-4%) 5. ml_l)%l_i_ sinz
)2
6. lim (3D ~VIdsin'e g gy 2T YeosTE gy (e )
z—0 z3 rz—1 log® z z—0+
VYSLEDKY A NAvoDy. 1.1 2.1 3.0proa<3i V2proa=3 +ooproa>3 4.2 5.

-1 6.1+ 327> 7.1proa<2,0proa>2

X. VYSETRETE SPOJITOST A NAJDETE DERIVACI FUNKCE f(x) =

m2
1. (22 4512+ 119)7 2. (2 +15)%(z — 17)102° 3. o cese o 4. log(a? + 2+ 1)

5. sin (cos ((2® + 1722 — 562 + 1)'8)) 6. 2% T. (l)% 8. (sinz)“*" 9. arcsin(sin )

T

e2m

10. logarccosz  11. zarcsin, /T3 + arctg/z —/z  12. arctge” —logy/ 50y

13. arctg\/;ﬁi logf1 14. (arctgx)arcsinm 15. f( )_610g1|m|

16. Spoctéte limity a) lim £ =% (a>0), b) ar1;1_1)1%)( T+ e%)=.

8|>—A




VYSLEDKY A NAVODY. 1. f je definovdna a spojitd na R, f'(z) = 87(z?+ 51z +119)%- (22 +51).
2. f je definovdna a spojitd na R, f'(z) = 3(z + 15)%(z — 17)1%2° + 10(z + 15)3 ( —17)%% +
9(z + 15)3(x 17)10 8 3. fje deﬁnovana a spojitd na (—oo, —1) U (—1,0) U (0,+o0), f/(z) =
((2w+1)e’” +lcog e’ +1 s1nw) (z+1)-log(z2+1)—e” 241 cos (2 log(x? +1)+2—Z(22:—11))
(z+1)3-log?(z2+1) :
spojitd na R, f'(z) = mfﬁ:}rl 5. f je definovédna a spojitd na R,
f'(z) = —18cos (cos ((¢3 + 172? — 56z + 1)'¥)) -sin ((¢® + 1722 — 562 + 1)'8) - (23 + 1722 — 56z +
)7 . (322 + 342 — 56). 6. f je definovana a spojitd na (0, o), ml_i)r(r)lJrf(a:) =1, lIze tedy spojité

dodefinovat na [0,00). f'(z) = *(logz + 1) pro > 0. Po dodefinovani plati f) (0) = —oco. 7.
312

4. f je definovana a

f je definovana a spojitd na (0, c0), liI(I)l_l_f(x) = 400, nelze spojité rozsftit. f'(z) = ()
T—
(logz — 1) pr x > 0. 8. f je definovdna a spojitd na |J (2km, (2k+ 1)w). lim f(z) =0
keZ z—2kmT+

lim  f(x) = +o0, Ize tedy spojité rozsifit na J (2kn, (2k+1)7). f'(x) = (sin x)cosw-(c".sﬁ—
z— (2k+1)m— = sin

sinzlogsinz) pro x € |J (2km, (2k + 1)7). Po dodefinovani je f\ (2k7) =1. 9. f je definovana
kezZ

a spojitd na R. f'(z) =1 pro z € (=5 + 2kn, 5 +2kn), f'(r) = -1 prox € (g + 2km, 37 + 2km),
L5 +2km) = fi(—% +2kn) =1, fi.(3 -|-2k7r) fl(-% +2kr) = -1 (k e€Z). 10.f
je definovdna a spojitd na (—1,1), wl_l)nla_f( x) = —oo. fl(x) = —m pro z € (—1,1),
fi(=1) = —oco.  11. f je definovdna a spojitd na (0,+oc). f'(z) = arcsin,/ %3 pro z > 0,
f4(0) =0. 12. f je definovdna a spojitd na R, f'(z) = :22111 prxz € R.  13. f je definovana
a spojitd na (1, 00), ml_l)I{l_i_f(.’lf) = 0, 1ze tedy spojité rozsifit na (1,00). f'(x) =

wlogm

(z—1
po dodefinovani je fi(—1) = 4oo.  14. f je definovadna a spojitd na (0,1), hm flz) =

pr0x>1

ATCSIRT (lo\g/?r_ciiw + (1+¥§f$ftgm) pro
z € (0,1), fL(1) = 400, po dodefinovani je f/\(0) = —oo. 15. f je definovdna a spojitd
na (—oo,—1) U (—=1,0) U (0,1) U (1,00), lim f(z) = 1, lim f(z) = lim f(z) =0, lim =
z—0 T—1— z——1+ Tz—14
_lgrri f(z) = +o00. Funkce f lze tedy rozsifit na celé R tak, ze bude spojitd viude kromé bodu

lze tedy spojité dodefinovat na (0,1). f'(z) = (arctgz)

+1, a navic bude spojitd v bodé 1 zleva a v bodé —1 zprava. f'(z) = —eTE T - m pro
z # 0,+1. Po dodeﬁnovzinl' je f1.(0) = —oo, fL(0) = +o0, fL(1) = fl(-1) = 0. 16. a)

(loga + 1) b) e?

XI. PRIKLADY NA PRUBEH FUNKCI

1 f(z) =12 2. f(x)=2vV1-22 3. f(x)=VaP—-2?—z+1 4. f(z)= \/p—%
5. f(2) = Va? — VP FT 6. f(0) = % T f@) =@+ Di+@—-1} 8 f()= =]
9. f(x)zl—a:—l—‘/ssz 10. f(z) =sinz +cos’z 11. f(z) = |sinz| + cos 2z

12. f(z) =exp(—2? + 3z —7) 13. f(z) = arcsin(cos® z)



VYSLEDKY A NAVODY.

1.

x=-1

[REE )

1
0.5 ; x=1
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=1 5 /2] 0.5
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Pritbéh funkce f(z) = Z+8 - piiklad X1/6

1. Dy = (—o0,—1) U (1,00), f je spojitd na svém defini¢nim oboru. Navic zfejmé f(z) > 0 pro
z>—-1a f(x) <0proz< —1.

2 A fe) = oo, I flw) = —eo, Jm_Jlw)=—co, Tm, = oo
2 3 2
3. Pro z € Dy plati: f'(z) = % (m_2)(é3121”§2+4m+12). VySetfeme znaménko derivace. K tomu

nejprve vysetieme funkci g(z) = 23 + 222 + 4z + 12.
Tato je spojitd na R, stejné jako jeji derivace. Plat{ ¢’(z) = 322 + 4z + 4. Diskriminant této
funkce je 42 —4-4-3 = =32 < 0, tedy ¢'(x) > 0 pro vSechna z € R, a tedy g je rostouci na R.

Protoze lim g¢(z) = —oco a lim g(z) = +oo, mé funkce g pravé jeden reilny kofen. Oznaime
T——00 T—+00
ho a. Protoze g(0) = 12 > 0, je @ < 0. Pro pfesnéjsi uréeni si povsimnéme, ze g(—2) =4 > 0
ag(—3) = -9 <0, atedy a € (—3,—2). Analyzou znaménka f’(z) a pouzitim véty o vztahu
derivace a monotonie dostaneme tabulku:
z | —oo a -1 0 2 400
f(z) | =00 A fa) N\ —oo || +00 N\ 8\ § S +oo
f(z) | + 0 - -0—- 0+

Jesté miZzeme alespoii zhruba odhadnout f(a). Plati f(—2) = -2 € (—4,-3) a f(-3)=-32 ¢
(—4,-3). Mame tedy f(e) > —4 (dokonce f(a) > —min(%},53)). Urcité vime, ze f(e) < 0
(protoze o < —1). S libovolnou pfesnosti ho muzeme odhadnout nésledujici metodou. Ziejmé
obor hodnot funkce f je (—oo, f(a)] U [3,+00), a tedy pro libovolné ¢ < 0 mdme f(a) > c,
pravé kdyz f nabyvd hodnoty c. Zkoumejme tedy rovnici f(xz) = c¢. Ta méa feSeni, pravé kdyz
P.(z) = z* — cx® — ¢ + 8 m4 ndjaky kofen. Ptitom P.(r) = 423 — 3cx? = z?(4x — 3c). Odtud
vidime, %e P, m4 globdlni minimum v bodé z = 3c. Spoétéme P.(3c) = —2ZLc* — ¢ + 8. Protoze
pro ¢ = —3 vyjde P.(3¢) > 0, je f(a) < —3 (ve skutecnosti je f(@) (jedinym zdpornym) kofenem
rovnice P.(2¢) = 0). Ndm mize stacit, ze f(a) € (—4, —3).

4. Pro z € Dy je f'(x) = —6:1;(:1;4(;32—T_I)136m3+8). Abychom zjistili, jak je to se znaménkem f”,
zkoumejme nejprve funkci h(z) = z* — 2z — 1623 + 8.

Plati: A'(z) = 423 — 2 — 4822, /' (x) = 1223 — 962 = 12z (z — 8).

Tedy: h' roste na (—oo, 0], klesd na [0, 8], roste na [8, +oc0]. Mame h'(0) = —2, a tedy A’ < 0 na
(—00,8]. Protoze h'(8) < 0 a wgrfoo h'(z) = 400, ma funkce A’ jediny kofen 3, a plati pro ngj
B> 8.

Tedy: Funkce h klesa na (—oo, (] a roste na [, +00). Plati h(0) =8 > 0, h(1) = -9 < 0, h m4
tedy koten v € (0,1). Protoze h() < h(1) < 0, mé funkce h jesté jeden kofen § > (. Z vyse
uvedenych faktii o monotonii jsou 7, d jediné dva kofeny funkce h. Nyni mizeme doplnit tabulku:

z | —oo a —1 0 B 2 ) +o00
f(@) | —oo & fa) \y —oo || 400 e 8Ny f(B) \« & & f(8) S +o0
f'(z) | + 0 - -0 — f'(B) — 0 + f'(8) +
£ (=) | - - - +0- 0 +++ 0 -

Jesté muzeme zjistit, ze § € (16,17), f(8) € (0,4) a f(7) € (2,8).
5. Funkce f m4 v 400 i v —o0 asymptotu y = .
6. Graf:




XII. SPOCTETE PARCIALNI DERIVACE FUNKCI VSUDE, KDE EXISTUJI
7. 2™y™  8.e"™ 9. xzy+yz+zx 10. \/x2+y2 11. \3/333 +y3 12, |z|-|ly| 13. Yzy
14. l[y—sinz| 15. |siny—sinz| 16. {/z+y2 17. f(z,y) = /22 + y-In(z®+y?), £(0,0) =0
—1 z 2
18. f(z,y) = e, £(0,0) =0 19. (g) 20. 2%  21. ¥

VYSLEDKY A NAvVODY. 7. 2L = mgm—1yn, g—?j; = nx™y"" pro (z,y) € R2. 8. % = ye™,
g—izxew pro (z,y) € R2. 9. 55 =Ytz 5 =z+y, az r +y pro (z,y,z) € R3.

10. %L (z,y) = c 2L (w,y) = Vet pokud (2,9) # (0,0) 5£(0,0) a 52(0,0) neexistuji.
11. U (z,y) = \/T L(wy) = \/—S,pokudy;é —z. %L(0, 0) 2L(0,0)=1, & (z,—x) a

oz ’ Oz
35 (z, —) neexistuji pro x 75 0. 12. gg; (z,y) = |y|sgnzx pro x # 0. 8y L(z,y) = |z|sgny proy # 0.

af 2(0,0) = 6f ;(0,0) =0. (O Y) pro y 76 0a f(a: 0) pro z # 0 neexistuji.  13. 2L(z,y) = niR

9z 3V
prox#O ay(:z: y) 3\/_pr0y7ré0 (0 0) = 35(0,0):0. gf(o y)proy;éOa (ac 0) pro
x # 0 neexistuji. 4. (a: y) = —sgn(y—sinz)-cosz, g—g(x, y) = sgn(y—sinz), pokud y # sin z.
af , (z,sinz) neexistuje pro z € R. %(E + km, (=1)*¥) = 0 pro k € Z. %(m,sinx) neexistuje pro
x ;é 5+ km. 15, 6f = (r,y) = cos rsgn(sinz — siny), a; (z,y) = —cosysgn(sinz — siny), pokud
sinz # siny. 8:1:( + km, § +In) = —(— + km, 5 +Im) = 0. V ostatnich bodech parcidlni

derivace neexistuji.  16. gj: (z,y) = \/1+—2, g—g( ,y) = 3%/2— pokud = # —2, ﬁ(—a:2 x) a

af ( 2%, x) neexistuji prox € R.  17. V (z, —x?) neexistuji parcidlni derivace pokud z% +z* # 1,
—1

pokud z2 4+ 2* = 1, jsou obé parciilni derivace nulové. 18. % = e=’+eyty® . WJE:Z;%W’
g?jj = ¢ TFE % pro (z,y) # (0,0); v bodé (0,0) jsou obé parcidlni derivace nulové.
19. Pokud z,y > 0 nebo z,y < 0, pak 6f = (E)Z_l' 9f — _zz. (E)Z_l' 9f — (ﬁ)z -log £

Y Y p Y oy Ty Y ? Oz Y &y
20. Pokud z > 0 a y # 0, pak 2 % = -logx - i; g]; = —z> -logz-%. 21.
Pokud z,y > 0, pak %:yz-xyz_l; g—g::a:yz logz - zy* ™75 55 -logz - y? - logy.
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