I. VYSETRETE BODOVOU, STEJNOMERNOU A LOKALNE STEJNOMERNOU
KONVERGENCI POSLOUPNOSTf A RAD
Lot —gnt ze(0,1], 2.2"-2% 2e0,1] 3., a)ze(0,+00),b)zeR
4. o, v €[0,1] 5. 75, a)z €0, 1—¢], bz €[l—¢,1+¢], )z €[l +e +o0),

kde € € (0,1) 6. 2%, a)z € [0,1],b)z € (I,400) 7. /z?+ 5,z € R 8. 38 5 ¢ R,

oo
9.sin?, reR 10.n-( g;.;_%_\/E),xe[O,oo) 11. Z1+k52 12'Zlog(1+kl:g22k)

k=2
13. COS KT 14. Sin T S1n KT
I;::l k kzzzl Vk+z

VYSLEDKY A NAvoDY. 1. f, =0nal0,1] 2. f, — 0na [0, 1], stejnomérné na [0,1—¢| pro e €
(0,1), na zddném [1—¢, 1] konvergence neni stejnomérna. 3. f,, — 0 na R stejnomérné na (k, 0o)
pro kazdé k € R, na zddném (—oo, k) konvergence neni stejnomérnd. 4. f, = x na [0, 1] (dokonce

0 z€]0,1)
na [0, k] pro k € (0,00), ale ne na okoli +00. 5. f,(z) > 3 x=1 , a) stejnomérng, b)
1 z>1

nestejnomeérné, ¢) stejnomérné. 6. f, — 0 na R stejnomérné na [e, co] pro € > 0, nestejnomérné
na [0,e]. 7. f, = |zfnaR 8. f, =2 0naR 9. f, —» 0na R, stejnomérné na omezenych

0 z=0
intervalech, nestejnomérné na okolich +oo.  10. f,(z) — { 1 -0’ stejnomérné na e, 00|,
2z
e > 0, nikoli na [0,e] 11. Konverguje stejnomérné na R. 12. Konverguje stejnomérné na
[-n,n], n > 0, ne na okolich +oo.  13. Konverguje stejnomérné na [2nm + ¢,2(n + 1)1 — €],

n € Z, ¢ € (0, ), nikoli na okolich 2nm, k € Z. 14. Konverguje stejnomérné na (—1, co).

II. TRIGONOMETRICKE A FOURIEROVY RADY
o

cos nx

1. (a) Sectéte trigonometrickou fadu p

n=0
(b) Spoctéte f €% cos(sinz) cosnzdx (n =0,1,2,...)

o0

2. Sectéte trigonometrickou fadu » ¢"sinnz, kde 0 < ¢ < 1. Je tato fada F. ¥. svého souctu?
n=1

3. Pro nasledujici funkce najdéte trigonometrickou fadu, jejimz jsou souctem, a vysledek aplikujte

v uvedenych bodech. (a) 22 na (—m, ), x = 0; (b) z na (—m,m), z = F;

(c) sinaz na (—m,m) (a € R\ Z), z = F; (d) 22 na (0,27), x = 0.

4. Rozviiite funkci (a) f(x) = x na (0, 7) v cosinovou fadu; (b) f(z) = 22 na (-, 0) v sinovou fadu.

5. Rozvinte nasledujici funkce ve Fourierovu fadu na intervalu (—m, ) a urcete soucet vsude, kde

fada konverguje. (a) cos®™z, (b) S2mZ_ (c) Z QM ERME ke |of < 1.

6. Dokazte, ze pro |z| < 1 plati sinwz = 7z - H (1 - ﬁ—2> (Rozvinte ve Fourierovu fadu funkci
n=1

cos az na (—m, m), aplikujte pro « = m, vyjadfete cotg amr — - a vyslednou rovnost integrujte.)



Y X cosx : _ s gsinz
VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) e cos(smm) b) 2r pron =0, 5y pron > 1. 2. ;502 .

Ano. 3. a)—-l—z 4( - COS N Z %:7{_; b) %-Sinnx; 3 (2_7:2: =1 ¢
00 n=1 o=l n=0

n2—31 % | sinma - sinng; o a - nz::O(_l)n ' (n+%—a + n+%+a)'

d) 47f + Z ( L cosnx — 4 T sinn); nijln% = %2. 4. a) T — nijo 7r(2n4+1)2 cos(2n + 1)z; b)
21 (2-(-D)"-Z+ A (1—(-1)"))sinnz. 5. a) 5= (27 +n§ skt - (2™ ) cos 2n, konver-

k
guje vsude k f, je to trigonometricky polynom. b) Prom = 2k: >  2cos(2n—1)z; prom = 2k+1:

n=1
k 00
1+ ) 2cos2nx; konverguje viude k f, je to trigonometricky polynom. ¢) =%+ > 2"‘_ +21 sin nz,
n=1 n=1
i . n+1 0
konverguje viude k f. 6. cos qx = SRTx4 Z 2:(22 1a2) sin T cos n; cotg ar——= = - z_: 22z

ITI. NAJDETE VSECHNA MAXIMALN{ RESEN{ DIFERENCIALNICH ROVNIC A URCETE
MNOZINU VSECH BODU Z R?, KTERYMI PROCHAZI PRAVE JEDNO RESEN{ DEFINOVANE NA CELEM R

Ly-y =152 2.0y +y=9y> 3.y =107 4d.e¥(1+y)=1 5.y ===

6.y + /2% =0, = € (—1,1) (*na zbylych intervalech) 7. y'sinz = ylny, y(T) =1

8.y =1 y(0)=1 9.y—=zy =b(l+2%), y(1)=1(beR)

VYSLEDKY A NAvODY. 1.y.= ¥/3(x—x%2+¢c), z € R, proc< — 4, yi’f“ =-V3- (37_ %)%7

x € (—00,3); nebo z € (3,00); Y223 = {3z —a2+c¢), z € (00,3 — 3v/1+4c), nebo z €
= — —\/1+4c, 2+ 3vV1+4c), nebo z € (53 + 3v/1+4c¢,00), pro ¢ > —3; {(z,y) € R? | 3 <
—3( 3)%}. 2. yo_l T €R Yo =0,z € R y? = 2, © € (—00,2) nebo z €
% ) pro ¢c € R\ {0}; {(z,y) € R> | y = 0 neboy = 1} (bodem (0,1) prochézi nekone¢né
mnoho feSeni, ale jen jedno z nich je definovino na celém R). 3. y. = —log;o(c — 10%), z €
(—o0, logy, c), proc > 0; 0. 4.y =0, 2 € R y! = —log(l +e° ), z € R, pro ¢ € R;
y2 = —log(l — e*~¢), v € (—00,—c), pro c € R; {(z,y) € R? | y < 0}. 5. y. = log(sinz + ¢),
z € R, pro ¢ > 1; y* = log(sinz + ¢), = € (2kn — arcsinc, (2k + 1) + arcsinc), k € Z, pro
€ (-1,1]; {(z,y) € R? | y > log(sinz + 1) nebo sinx = —1}. 6. y_s, = —1, z € (=1,1);
2
xz-sinc++1—22-cosc z € (—1,—sinc)
yr = 1L, z € (=1,1); y. = .
-1 x € [—sine, 1)
{ z-sinc++1—x%-cosc z € (sinc, 1)
Ye = .
1 x € [—1,sinc)
yo=1,7€R yk =% % s e ((2k—1)m, 2+ 1)m), k € Z, pro c € R\ {0}; {(z,5) € B | y = 1}
(body (2km, 1), k € Z prochazi nekoneéné mnoho Feseni, ale jen jedno z nich je deﬁnované na celém

pro ¢ € (—%W,—%);

;proc e (_gag)7y—% =-I,TE (_171)a® 7.

R). Reseni rovnice s po¢iteéni podminkou je yo. 8. 4o =, z € R; yL?2 = _E’ z € (—00,0)
nebo z € (0,00); yl? = lw-l-c(;’ z € (—00,2) nebo z € (£, 00); {(z,y) € R? | z = y}. Resen{ rovnice

s potateéni podminkou je yi. 9. Prob=0: yo=cr,z € R, proc € R; {(z,y) e R? | z ;é 0}
Reseni rovnice s pocdtecni podminkou je yi. Pro b # 0: yo = b, z € Ry yo? = b+ 153,

z € (—o0,—3) nebo z € (—,00); {(z,y) € R? | y = b}. Regeni rovnice s pocateéni podminkou je

Yo, pokud b = 1; neexistuje, pokud b = —1; y1_,, pokud b < —1; yl by pokud b € (—1,1) U (1, 00).

iFo



N

w

5.
;/[W\ T
IV. RESTE NASLEDUJICI DIFERENCIALNI ROVNICE ,
1. y’zzw—y 2.y —2y=223 3.y=%-1 4. yz=y+2® 5. y’—l—i—y:%
6.y’ cost —ysinz =sin2x T.zy +y=1logx+1 8. (a>+22)y +2y=1(a €R)
9. 2z+1)y’+y=2 10.y —ytgz =cotgz 11.y +ycosz =sin2z 12.y + 2ty = 3ze™

VYSLEDKY A NAVODY. 1.y = cz? z € (—00,0) nebo z € (0,00), c € R. 2.y = z* + cz?,
z € (—00,0) nebo z € (0,0),ce R. 3.y =—zlog|z|+cx, z € (—oc,0) nebo z € (0,00), c € R.

4. y=22+cx,z €R ceR 5. y:—ﬁe‘ﬁ—i—ﬁ,xe (—00,0) nebo z € (0,00), ¢ € R.
6. y:—%-l—cocsw,me (=5 +km, 5 4+km),k€Z, ceR T.y=logz+ %, z € (0,00),

c € R 8.Pr0a:0:y:%+E xz € (—00,0) nebo z € (0,00), c € R; proa # 0: y =

x?

1+sin arctg £
\/ﬁ (ﬁ log% -l-c), x € (—00,0) nebox € (0,00),ce R 9.y = %($_1)+\/|2;—+1|7
z € (—o0,—3)neboz € (—3,00),c€R. 10. y=1+452—log i;ggzﬁ + sz € (kG (k+1)F),

k€Z,ceR 11.y=2(sinz—1)+ce "% z € R, ce R 12.y:x2e_$+§e_w,x€ (=0, 0)
nebo z € (0,00), c € R.




V. NAJDETE VSECHNA MAXIMALN{ RESENT DIFERENCIALNICH ROVNIC
1.y +4y +4y=0 2.y" -3y +2y=0 3.9y" -6y +13y=0 4.y’ -2y —3y=¢€*"
5.y" -2y +2y=cosz 6.y" —y" -2y =e?* +23+322+1 T7.y"+3y' +2y =sinz+sin2x

. 2z x__ ,—x
8. 4y" +y =3e"+2sin§  9.y" -3y +2y= \/16_7 10. ' —y = G7=

11.y”—2y'+y=#§5+1 12. ' +y=tgx 13.y”—2y’—i—y:\/4€w7

VYSLEDKY A NAVODY. 1.y =ce 2*+dre 2® 2.y =ce®+de?® 3.y = e3%(ccos2r+dsin2x)
4. y = Le*® +ce™® +de?* 5.y = Lcosz — Zsinz + e®(ccosw + dsinz) 6. y = (& —

5 5 5 6
%)62”” — %x‘l - ix?’ — %x2 - %x +a+be™®+ce®® T.y= —% sin 2z — %0082:3 - l%cosx +
liosina:—l- ce™® +de % 8.y = %em —xsing +a+bcosy +csing 9.y = —e”arcsine® —

e?? argtgh /1 — e2% + ce® + de?®, x € (—00,0) 10. y = e%(1 + e??) arctge® + ce® +de %, z € R

11. y =€® - (c—i—dx— Slog(z? +z+1) + 2%1 arctg 2?}?), r€R 12.y=—coszlog ﬁ(f;‘;f +

ccosx +dsinz, v € (=5 +kn, 5 +km),k €Z 13.y =e"- (c+dx+\/4—x2+:varcsin%),
z € (—2,2)

isLo 1 — PRVNI VERZE

Q¢ |l

TEST

/N

.y . ™ . - . o
1. Rozviiite funkci f(z) = cos®z + sgn (z — Z> ve Fourierovu fadu na intervalu (—m, 7). Urcete

soucet této fady vsude, kde konverguje. (20 bodu)
Reseni. Plati f(z) = fi(z) + fa(z), kde fi(z) = cos’z a fa(z) = sgn (v — T). Spotitdme
Fourierovy koeficienty zvlast pro f; a pro f,, Fourierovy koeficienty funkce f budou souctem
koeficient f; a fs.

Pro funkci f; plati:
1 2
fi(z) = cos® x = Lrcosay (;OS x’

je tedy trigonometrickym polynomem, a proto tento trigonometricky polynom je jeji Fourierovou
fadou (t.j. a§ =1, a = 1, ostatni koeficienty jsou nulové).
Pro funkci fy pocitejme:

1

4 1 1
ag =~ fz(iﬂ)dng/

£ 1 [ 5 3
7r—1d.73-|-;[t ldm——z‘Fz——i

™

™

1
—coskxdx + ;/ coskxdz

us
4

1 [" 1
a; = - fa(z) coskxdz = ;/

—T —T

1 sinkz]% +1 sinkxﬂ_ 1 1 'kﬂ 040 1 1 'kﬂ
“r Tk 3 T P T kg
2
:—Hsinkg, prok=1,2 ...
s 1 [T , 1[5 1",
by = — fao(z)sinkrdz = — —sinkzdz + — [ sinkxdzx
T ) . v - LVE:
_ 1 [coskz i +l _coskz|™ _ 1 (1 coskE—COSlm +l _cosk7r+1 cos kT
I N kol 7w \k 4 k ™ k k 4
2
= (cos k% + (—1)k+1> , prok=1,2,...



Fourierova fada funkce f je tedy

V2 242

cosz +

>~ =

. 1 1 1 .
sinz + 5—— cos2x — —sin2x

™ s ™

+ é % (— - sin k% -cos kx + (cos k% + (—1)k+1) sin ka:) .

Protoze funkce f je na (—m, ) po ¢astech spojita a po ¢astech monotdnni, je souctem jeji Fourierovy
fady nésledujici funkce:

cos’z +sgn(z — 2kr — %) z € ((2k—1)m, 2k + 1)m) \ { + 2kn}, k € Z
r=7%+2kn kel
r=2k+1)mkeZ

[ (@) =

= Nl

2. Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice ¢y’ = /1 — y2. Naértnéte jejich grafy. (20 bodu)
Reseni. Ze zaddni plyne, ze y miZe nabyvat pouze hodnot z intervalu [—1,1]. Rovnéz vidime,
ze funkce y = —1 a y = 1 (na R) jsou feSenim. Na intervalech, kde y nabyva hodnot z (—1,1),
muZeme upravovat:

1—y?
(arcsiny) =1
arcsiny=x—c¢, céeR

Protoze levd strana nabyva hodnot z (—%, %), musi v tomto intervalu lezet i pravd strana, odkud
dostdvame x € (c — §,c+ §). Dostdvime tedy FeSeni

. T 7
y(z) = sin(z — ¢), x € (c—§,c+ 5)
Nyni zkoumejme, jak je to s maximdlnimi FeSenimi. Trividlni feSeni (y = 1 a y = —1) jsou

definovdna na celém R, a tedy jsou maximélni.
Pro feSeni y(z) = sin(z —c) na z € (¢ — §,c+ §) mame: limita v ¢ — T+ je —1, limita v ¢+ 5+

je 1. Derivace y' = cos(z —c) md v c— 5+ iv c+ T— limitu 0. Odtud dostdvadme tvar vSech
maximalnich FeSeni:

y=1, z € R, y=—-1, xz€eR

-1 z € (—o0,c— 3]
y(r) =4 sin(zx —¢c) z€(c—F,c+75), ceR
1 T €[c+ §,00)

Grafy vypadaji takto:

W v




3. Najdéte viechna maximéalni feseni rovnice y' — ytgz = e”. (10 bodu)
Reseni: Rovnici upravujeme:

Yy —ytgr =e”
y cosz —ysinz = e”cosx

(ycosz) = e”cosw
Nyni potfebujeme zintegrovat funkci na pravé strané. Pouzijeme dvakrat metodu per-partes.

/ewcosxdx:ewcosx+/ewsina:d$:ewcosx—l—ewsinx—/ewcosxdx,

tedy
1
/e”” coszdz = §ew(cosx +sinz)+e¢, ceR

Dostavame tedy:

1 .
YycosT = Eew(cosx+51nm) +c

1
= —e"(l+tegx) +
y 2 ( g) Ccos T

Tyto funkce jsou feSenfm na intervalech (=% + kn, 5 + km), k € Z.

TEST CISLO 1 — DRUHA VERZE
- . . ™ . . . .
1. Rozviiite funkci f(z) = sin® z + sgn (a: + Z> ve Fourierovu fadu na intervalu (—m, ). Urcete

soucet této fady vsude, kde konverguje. (20 bodu)
Reseni. Plati f(z) = fi(z) + f2(z), kde fi(z) = sin’z a fo(z) = sgn(z+ Z). Spotitdme
Fourierovy koeficienty zvlast pro f; a pro f,, Fourierovy koeficienty funkce f budou souctem
koeficienti f; a fs.
Pro funkci f; plati:

1 —cos2zx
fi(z) =sin’z = 9
je tedy trigonometrickym polynomem, a proto tento trigonometricky polynom je jeji Fourierovou
fadou (t.j. a§ =1, a} = —1, ostatni koeficienty jsou nulové).
Pro funkci fy pocitejme:
1 (" 1 (71 1 (" 3 5 1
2
ay = — r)dr = — —1ldz + — lde = — 4+ - =
0 7r_7rf2() 7r/_7r +7r/_% 4+4

1 [" 1 [T 1 ([
a; = — fQ(x)coskxda::—/ ’ —coska:da:—l——/ cos kx dz
™ o s

—T —

INE

s
(k"
sin( 4)

1 1
sin(—k )—0+0——-E-

AN
3

_l _Sinkx B l sinkz ™ l 1
T k T k _ T k

—T

ENE]

2 T
= —sink— k=12,...
]msm 1 pro ,2,



1 [ 1 [ 1 [
b,%:—/ fg(a:)sinkxda::—/ —sinkazdx—i——/ sin kz dx
v F - T =
_l cos kx _%+l _coska; " _l l k_7r_coslmr +l _cosk7r+l k_7r
I L A R PR VR k i ko kP
_ 2 u k1 _
= (cosk4+( 1) ), pro k=1,2,...

Fourierova fada funkce f je tedy

3 V2 2+/2

Z-I-?cosx—i-

1 1 1
sinx + (— — 5) Ccos 2x — — sin 2z

™ ™ s

=2
+ ’; = (-sink% -coskx + (cos kg + (—1)k+1) sin kiE) .

Protoze funkce f je na (—m, m) po ¢astech spojita a po ¢astech monotdnni, je souctem jeji Fourierovy
fady nésledujici funkce:

sin”z +sgn(z — 2kr+ Z) 2 € ((2k— )m, 2k + 1)m) \ {-Z + 2k}, k€ Z
r=—-%7+2kn ke’
r=2k+1)mkeZ

fH(x) =

O =

2. Najdéte viechna maximalni fesen{ rovnice y' = —y/1 — y2. Nacrtnéte jejich grafy. (20 bodt)
Reseni. Ze zadani plyne, 7e y mize nabyvat pouze hodnot z intervalu [—1,1]. Rovnéz vidime,
ze funkce y = —1 a y = 1 (na R) jsou feSenim. Na intervalech, kde y nabyva hodnot z (—1, 1),
muzeme upravovat:

y = —y1—1y?

/

Y
V1—y?

(arccosy)’ =1

arccosy = —c¢, ce€R

Protoze leva strana nabyva hodnot z (0,7), musi v tomto intervalu lezet i pravd strana, odkud
dostavame z € (c,c+ 7). Dostadvame tedy FeSeni

y(x) = cos(x — ¢), x € (¢c,c+ 7).

Nyni zkoumejme, jak je to s maximdlnimi feSenimi. Trividlni feSeni (y = 1 a y = —1) jsou
definovdna na celém R, a tedy jsou maximalni.

Pro feSeni y(x) = cos(z —c¢) na x € (c — §,c+ ) mame: limita v c+ je 1, limita v ¢ + 7— je —1.
Derivace ¢y’ = —sin(z —c¢) ma v ¢+ i v ¢+ n— limitu 0. Odtud dostdvame tvar vSech maximélnich
feSeni:



y=1, z € R y=—-1, zeR

1 x € (—o0, (]
y(x) =X cos(x—c¢) z€(c,e+m) , ceR
-1 x € [c+ m, 00)

Grafy vypadaji takto:

RGN
SONBCNN

3. Najdéte viechna maximalni feseni rovnice 3y’ + y cotgx = e~ *. (10 bodu)
ReSeni: Rovnici upravujeme:

—Z

y +ycotgxr =e
y' sinz +ycosz =e Tsinx

(ysinz) = e *sinz
Nyni potfebujeme zintegrovat funkci na pravé strané. Pouzijeme dvakrat metodu per-partes.
/ e sinzdr =—e “sinx + / e *cosxdr=—e*sinx —e Fcosr — /e_w sin x dz,

tedy
1
/e‘” sinz dx = —ie_‘”(sina:+cosa:) +c¢, ceR

Dostavame tedy:

. | R
ysinz = —ce (sinz —cosz) + ¢

1 xT
= ——e (1 + cot
Yy 26 (1+co gx)—i—sinx

Tyto funkce jsou feSenim na intervalech (kw,(k + 1)7), k € Z.



VI. ZJISTETE, ZDA (X, p) JE METRICKY PROSTOR,
A POKUD ANO, POPISTE, JAK V NEM VYPADA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI

1 =z
1. X je libovolnd mnozina, p(z,y) = { 0 7Y 2. X = R a) p(z,y) = +/|z—yvl,
T=1y
b) p(z,y) = (x —y)> 3. X =R", p(z,y) = X |zx — yxl?, kde p € (0,1).
k=1
1
4. X =R, p((z1,22), (Y1,%2)) = (|21 — 91|P + |22 — y2/7)?, kde p € (0,1).
5. X je prostor omezenych spojitych funkei na intervalu I C R (tj. X = GCy(I)),
p(f,g9) =sup|f(z) — f(y)|- Kdy mizeme napsat max misto sup ?
z€el

6. X =C[0,1], a f\f —g(z)|dz; b) p \ff(a: (z)dx|.

= {(z,) \ limz, = 0} (tj. X = co), p(z, y) = ma§<|xn - yn\ (a dokazte, 7Ze maximum
neg

existuje).
8. Necht (X, p) je metricky prostor a f : X — X zobrazeni. Definujme o(z,y) = p(f(z), f(y)). Je
(X, 0) je metricky prostor?

p(z,y)
1+p(z,y) "

9. Necht (X, p) je metricky prostor. Polozme a) o(z,y) = min(1, p(z,y)), b) o(x,y) =
Dokazte, ze o je metrika ekvivalentni s p.

10. Necht X je prostor vSech spojitych funkci na R. Najdéte metriku p na X takovou, aby
konvergence posloupnosti v (X, p) byla lokdlné stejnomérnou konvergenci.

11. Existuje na mnoziné R nejsilngjsi metrika? A nejslabsi metrika? (*Co kdyZ misto R vezmu
néjakou jinou mnozinu?) Najdéte na R metriku, kterd je ostfe slabsi nez obvykld metrika.

VYSLEDKY A NAvODY. 1. Ano. z, — z, pravé kdyz (Ino)(Vn > ng)(z, =) 2. a) Ano. Kon-

vergence je obvykla. b) Ne, neni splnéna trojihelnikov4 nerovnost. 3. Ano. (x%, 2%, ... zF) koo

n
(z1,22,...,T,), pravé kdyz =¥ — 21, 25 — =5, ... 2¥ — 2, (t.j. konvergence po soufadnicich).
4. Ne, pokud n > 1, neni splnéna trojuhelnikova nerovnost. 5. Ano. Konvergence je obvykla
stejnomérnd konvergence. Maximum lze psat, pokud I je omezeny a uzavieny. 6. a) Ano.
Konvergence je ,konvergence v pruméru“. b) Ne, i pro f # g muze byt p(f,g) = 0. 7. Ano.
Konvergence je stejnomérnd konvergence. 8. Ano, pokud f je prosté. 9. Ad b) Pro dukaz

trojihelnikové nerovnosti dokazte, 7e funkce f(t) = l-tl-t je rostouci a spliiuje f(s+1t) < f(s)+ f(t)
pro s,t > 0. 10. Napi. p(f,g) = > 5= -min(l, I%I&X ] |f(z) —g(z)]). 11. Nejsilngjsi metrika
zE

n=1 BRAS]

existuje (napi. diskrétni metrika). Nejslabsi neexistuje. (Navod: Necht f : R — R je definovana
r T #F =+l

jako f(@) = { 1 @ =—1. Polozte pi(z,y) = |v — yl, pa(w,y) = |f(2) — F(y)l, a dokaste,
-1 z=1

ze neexistuje metrika, kterd je slabsi nez obé tyto metriky.) Ostfe slabsi nez obvykla: Vezméme

(z,0) x <0

(sin ;;‘—fl,l cos 2;?_21) >0’

vezméme metriku p(z,y) = d(f(z), f(y)), kde d je euklidovskd vzdédlenost v roviné. Nakreslete si

to. Pro jiné mnoziny: Na kone¢né mnoziné jsou vSechny metriky ekvivalentni, na nekonecné je

diskrétni nejsilnéjsi a nejslabsi neexistuje.

napiiklad funkci f : R — R? definovanou pfedpisem f(z) =



VII. OTEVRENE A UZAVRENE MNOZINY, VNITREK, UZAVER ...
1. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou oteviené ev. uzaviené, zjistéte jejich vnitiek, uzavér,
vnéjSek, hranici.
@Q N  ({;lneN}, (d) (-0,0U{zeQ|z>0}
Vsechny tyto mnoZiny uvazujte (i) v R s obvyklou metrikou (ii) v roviné (R?) s euklidovskou
metrikou.
2. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou oteviené ev. uzaviené, zjistéte jejich vnitiek, uzaver,
vnéjSek, hranici.

a) A= {(z,y) eR® |z >0,y < 0}; b) B ={(z,y) € R? | 2% + y® + 2zy = 5};
c) C={(z,y,2) €eR® |2 >0,y >0,z +y=2,2<0}; d) D={f€C[O,1]|f(%):2};

e) E={fecC[0,1]] f(3) € (0,2)}; f) F={f€cCo,1]| {f(w)dﬂ:o}

g) G={(z,y) eR? | [z +y| >z +y} g) H={(z,y) eR? | [z —y| =2 — y}

1
3. Definujme N : C[0,1] — R predpisem N (f) = [ f(z)dz. Je N spojité zobrazeni?
0

4. Plati rovnosti Us(a) = {z | p(a,z) < 6} a int{z | p(a,z) < §} = Us(a) pro kazdé § > 0 a) v
kazdém metrickém prostoru b) v normovaném linedrnim prostoru ?

5. Plati nasledujici rovnosti?

(i) M1 UM, = My UM,y; (i) M1N\ My =My N My; (iii) int My U int My = int(M; U My);

(iv) int M1 Nint My = int(M7 N Ms);  (v) (M') = M’;

(Vi MCR,seRs=supM =se€ M(se M secOM).

VYSLEDKY A NAvoDY. 1. (i) VR: (a) Neni oteviend ani uzaviend, intQ = extQ =0, 0Q = Q =
R. (b) Uzaviend, int N = (), ext N=R\ N, N= 0N = N. (c) Neni oteviend ani uzaviend, vnitiek
je 0, uzévér i hranice je { | n € N} U {0}, vngjsek R\ ({1 | n € N} U{0}). (d) Neni oteviens,
ani uzavfend, vnitfek je (—oo,0), uzdvér R, hranice [0,00), vnéjsek @. (ii) V roviné (jakozto
podmnoziny osy z, kterou znac¢ime R): (a) Neni oteviens ani uzaviend, int Q = (), ext Q = R? \ R,
0Q = Q = R. (b) Uzaviend, intN = ), ext N = R2\ N, N = 9N = N. (c) Neni oteviens ani
uzaviend, vnitiek je @), uzdvér i hranice je {1 | n € N} U {0}, vngjsek R? \ ({1 | n € N} U {0}).
(d) Neni oteviena ani uzaviena, vnitfek je (), uzdvér R, hranice R, vnéjsek R? \ R. 2. (a) Neni
oteviend ani uzaviend, int A = {(z,y) | z > 0,y < 0}, ext A = {(z,y) | * < 0 nebo y > 0},
A= {(z,y) | = > 0,y > 0}, 04 = {(z,y) | (x > 0,y = O)textnebo(x = 0,y < 0)}. (b)
Uzaviend, int B = (), B = 0B = B, ext B = R? \ B. (c) Neni otevien4 ani uzaviend, int C = (),
C=0C={(r,y,2) |2>0,y>0,x+y=22<0},extC =R3\C. (d) Uzaviend, int D = 0,
D =08D =D, extD = {f | f(3) # 2}. (e) Oteviend, it E = E, E = {f | f(3) € [0,2]},
OFE = {f | f(3) € {0,2}}, ext E = {f | f(3) ¢ [0,2]}. (f) Uzaviend, intF =0, F = OF = F,
ext F = {f | fol f # 0}. (g) Otevien, int G = G, G = {(x,y) | z+y < 0}, 0G = {(z,y) | z+y = 0},
extG = {(z,y) | © +y > 0}. (h) Uzaviend, int H = {(z,y) | = > y}, 0H = {(z,y) | = = y},
ext H={(z,y) | z <y}, H= H. 3. Ano, vyuZijte linearitu a monotonii Newtonova integralu.
4. V metrickém prostoru platit nemusi (nap¥. diskrétni prostor a § = 1), ale v NLP plati. 5.
Plati: (i), (iv), (vi) — pifpad M a M. Neplati: (ii), (iii), (v), (vi) — pifpad M’.



VIII. IMPLICITNf FUNKCE
1. Necht zg je jednonasobny kofen rovnice " + a1z~ ! + - -- + a,, = 0. Dokazte, 7e existuji € > 0
a d > 0 takové, ze kdykoli |b; —a;| < d proi=1,...,n, pak rovnice z™ + bzt +---+b, = 0 m4
v intervalu (g — €, zo + €) pravé jeden kofen. Spoctéte %(al, ceeyOyp).
2. Co se stane, bude-li v pfedchozim piikladé koten xy p-nasobny?
3. S pouzitim prvniho piikladu spoéctéte piiblizné (bez odhadu chyby) kofen rovnice 0.99z3 +
1.02x — 10 = 0.
4. Dokazte, Ze existuji funkce u = u(x,y) a v = v(zx,y), pro které plati u(1,2) = v(1,2) =0, a
které na n&jakém okolf bodu (1, 2) spliiuji rovnice ze**? 4+ 2uv = 1, ye Y — 1111 = 2x a jsou tam
tiidy C!. Spoététe jejich diferencial v bodé (1,2).
5. Dokazte, Ze existuji funkce z = z(z,y) a t = t(z,y), pro které plati z(1,—1) =0 a ¢t(1,-1) = 2,
a které na n&jakém okoli bodu (1, —1) spliiuji rovnice z2 + y? — %z2 —t3=0,2+y+2z—t—2=0
a jsou tam t¥idy C2. Spoététe druhy diferencidl funkce z v bodé (1, —1).

6. Spoctéte %;y LV bodé u =2, v=1% jestlize x = u + v2, y = u? — v3, z = 2uw.

7. Najdéte rovnici tecné roviny k plose e= cos y = %, ex siny = % v bodé (1,1,0,%).

TEST CISLO 2 — PRVNI VERZE
1. Najdéte vSechna maximalni feseni rovnice y"’ — 2y” + ¢y’ — 2y = 2 + sin x. (25 bodu)
Reseni. Nejprve Fe§me homogenni rovnici ¢y’ — 2y” +y' — 2y = 0. Jeji charakteristicky polynom
je A3 =222+ X —2 = (A —2)(A%2 + 1), kofeny jsou tedy 2,4, —i. Fundamentalni systém FeSeni je
tedy e2?, cosz, sin .
Nyni hledejme partikuldrni feSeni rovnice s pravou stranou. Jako prvni najdéme feSeni rovnice
y" —2y" + vy — 2y = 2. Je ziejmé, Ze tato rovnice ma feSeni y; = —1. Daéle najdéme FeSeni
rovnice y"' — 2y" + 4y’ — 2y = sinx. Pravd strana je ve specidlnim tvaru, a ¢ je jednondsobny koien
charakteristického polynomu, a tedy FeSeni lze najit ve tvaru y, = - (a cosx + bsinz). Pak mame

yy = x(—asinz + bcosx) + (acosz + bsinz),

Yy = z(—acosz — bsinz) + 2(—asinz + bcos ),

Yy = z(asinz — bcosz) + 3(—acosz — bsinz).

Odtud dostaneme

"

Yy — 2yy + yy — 2y2 = cosz - (—2a — 4b) +sinx - (—2b + 4a).

Ma=li vyjit sinx, musi byt —2a — 4b =0 a —2b + 4a = 1, neboli a = % ab=—=.

10
Vsechna feSeni rovnice ze zadani maji tedy tvar
1 . 2 .
y=—-1+ FLCOST — {ousing +ae** +bcosx +csinz, xR (a,b,c € R).

2. Necht

uefimewina ) o s {(e) (-t m)

Zjistéte, zda M7 a My jsou uzaviené nebo oteviené, a urcete uzavér, vnitiek a hranici v prostoru
a) R%, b) R?\ {(0,y) | vy € R}. Sv4 tvrzeni zdivodnéte. (25 bodi)



Reseni. Nejprve se vénujme mnoziné M; v R2. Plati
My ={(z,y) |z >0& ay > 1} U{(z,y) |z <0 & 2y <1}.
Oznacme prvni z mnozin na pravé strané My, a druhou M. Ziejmé plati
M= {(z,y) |z >0 &zy > 1},

a tedy Mi; je uzaviend v R? (vyuzivadme spojitost funkei (z,y) — z a (z,y) — zy). Déle vidime,
ze

Mz ={(z,y) |2 <0 &zy <1} = M1oU{(0,y) |y € R},
protoZe mnozina na pravé strané je uzaviend (opét ze spojitosti tychz funkci jako vyse), a navic
pro kazdé y € R plati (%, y) — (0,y), pFicemz (%, y) € Mo pro dostateéné velkd n (pokud y > 0,
pak pro vSechna n, pokud y < 0, pak pro n > |71I) Tedy

M; = M1 UM =M;U{(0,y) | y € R}.

Dale

intM; ={(z,y) |lz>0& zy > 1} U{(z,y) |z < 0 & zy < 1}.
Mnozina na pravé strané je totiz oteviend, a piitom zadny bod z M;, ktery neni v mnoziné na
pravé strané, neni ve vnitiku M, protoZe pro néj plati zy = 1, a pak (z,y — %) — (x,y), kde
(z,y — 1) ¢ M. Nakonec

H(M,) = My \ int My = {(x,y) | zy = 1 nebo = = 0}.

Z uvedenych vysledki je ziejmé, Ze My neni v R? oteviena ani uzaviena.
V RZ\ {(0,y) | y € R} je My uzaviend, a tedy My = My. To je vidét bud z tvaru uzavéru My v
R2, nebo piimo z toho, Ze

My ={@y) |y~ >0)

a funkce (z,y) — y — % je spojitd na R? \ {(0,y) | y € R}. Ze stejnych diivodii jako vyse je i zde
int My ={(z,y) |z >0& zy > 1} U{(z,y) | x <0 & zy < 1},

a pak L
H(M,) = M; \int M1 = {(z,y) | zy = 1}.

Déle zkoumejme mnozinu Ms. Upravujme jeji zapis:

1 1

My ={(@.3) | (1= 77) € M} = {(a, 5) S

={(z,y) [y < —%} ={(z, ) lylz| < -1 &z # 0} = {(2,9) | ylz| < -1}

Odtud je zfejmé, ze My je uzaviens v R%, a tedy My = M,. Snadno vidime, Ze int My = {(z,y) |
ylxz| < —1}, protoZe tato mnoZina je oteviend, a pokud y|z| = —1, pak (z,y + %) ¢ My a

(z,y+ %) — (z,y). Nakonec H(Ms) = My \ int My = {(z,y) | y|z| = —1}.
V prostoru R? \ {(0,y) | vy € R} vyjdou stejné vysledky ze stejnych divodii.

S (R Ny

kd



TEST CiSLO 2 — DRUHA VERZE

1. Najdéte vSechna maximdlni feSeni rovnice v’ — v + 4y’ — 4y = 4 + cos 2x. (25 bodu)
Reseni. Nejprve fesme homogenni rovnici y””/ — y” + 4y’ — 4y = 0. Jeji charakteristicky polynom
je A3 — A2 44X —4 = (A —1)(A? +4), kofeny jsou tedy 1,2i, —2i. Fundamentaln{ systém TeSenf je
tedy e”, cos 2z, sin 2x.

Nyni hledejme partikuldrni feSeni rovnice s pravou stranou. Jako prvni najdéme feSeni rovnice
y" — o' + 4y’ — 4y = 4. Je ziejmé, Ze tato rovnice ma feSeni y; = —1. Déle najdéme FeSeni rovnice
y" —y" + 4y’ — 4y = cos2zx. Prava strana je ve specidlnim tvaru, a 27 je jednondsobny kofen
charakteristického polynomu, a tedy feSeni lze najit ve tvaru ya = x - (acos 2z + bsin2z). Pak
mame

Yy = 2(—2asin 2z + 2b cos 2z) + (a cos 2z + bsin 2z),
Yy = x(—4a cos 2z — 4bsin 2z) + 2(—2asin 2z + 2b cos 21),
vy = x(8asin 2z — 8bcos 2x) + 3(—4a cos 2z — 4bsin 2x).

Odtud dostaneme

Yy — yy + 4dyh — 4ys = cos 2z - (—8a — 4b) + sin 2z - (4a — 8b).
Ma=li vyjit cos 2z, musi byt —8a —4b=1a —8b+4a =0, nebolia= -+ ab=—=.
Vsechna TeSeni rovnice ze zadani maji tedy tvar

1 1
y=—1-— 1—0:1:(:0523:— 2—Oxsin2x+aew +bcos2x +csin2z, z €R (a,b,c € R).

2. Necht . ,
M=%wmwm27}a.mzﬂyﬁmwem}

|z

Zjistéte, zda M7 a My jsou uzaviené nebo oteviené, a urcete uzavér, vnitiek a hranici v prostoru
a) R%, b) R? \ {(0,y) | y € R}. Své tvrzeni zdiivodnéte. (25 bodt)

~

Reseni. Pro mnoZinu M; lze postupovat analogicky, jako pro My v prvni verzi. Plat{ (v R? i v
R*\{(0,y) |y € R})

My = My = {(z,y) | ylz| > 1},
int My = {(z,y) | ylz| > 1},
H(M,) = {(z,y) | y|lz| = 1}.

Pro mnozinu My plati

M= (Le) lwmembt={(to) o> Ll qwm) 2> Ly 20}
{<y ) } {(y ) |y

:{("1;73/) ‘ Y2 ‘3;|73;7£()}
Odtud plyne, 7ze v R? -
My ={(z,y) |y > |z[},

protoZe mnozina vpravo je uzaviend, a pokud y > |z| a = 0, pak (
%; Y+ %) € M, pro viechna n.

1
n

Y+ 1) = (z,y), a pfitom



Dale
int My = {(z,y) | y > [z],2 # 0},

protoze mnozina na pravé strané je oteviend, a pokud (z,y) € My, y = |z|, pak (z,y — %) ¢ M a

("1:73/ - %) - (x,y)
Konecné
H(Ms) = M\ int My = {(z,y) | y = || nebo (x =0 & y > 0)}.

Z vy%e uvedeného vyjadieni M> plyne, Ze v prostoru R?\ {(0,y) | y € R} je My uzaviend, tedy
My = Ms. 7 tychz duvodu jako v predchozim odstavci plati

int My = {(z,y) |y > |z|,z # 0}

H(Ms) = My \'int M = {(z,y) | y = |=|& = # 0}.

IX. REéTE SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC
1.2 +y=0,2"—9y' =32+y 2.2 +z—y=¢€e"y —z+y=¢€e* 8.5z -2y +4z—y=e"7,
2 +82—-3y=5" 4.2 43z24+4y=0,y —2z+y=0,y0)=20)=1 5.2 =y-—7z
Y +224+5y=0 6.2 =2y—5z+e*, ¢y =2—6y+e 2 T.2+y+z=¢%2+y"' =1
8. v =wt+v—u, vV =wtu—v,w =u+v+w, (u0)=1,0v0)=w0)=0) 9.u =v+w,
vV =u+w, w =u+wv, (u(0)=-1,v(0) =1, 2(0) =0)

VYSLEDKY A NAvODY. 1. z = 3B-der 4 AdBe=3¢ , — A-3Bew 4 3443Be-3z 3 , —
e 4+de 4, y=€e"—de 2 +¢c 3.2=-2e%+ce® +de ?, y = 3e "+ 3ce® + 2de”*
4. z = —(c+d)ze > +de %%, y = (c+ d)ze 2" + ce™ 2%, s po¢. podm. : z = —2ze 2% + ¢~ 27,
y=2ze 2 +e 2 5 z=(c—de ®sinz+de % cosz, y=ce % cosz+ (c — 2d)e % sinz

6. 2= e +1e 4+ 2(c+d)e® —1(2c—d)e ™, y=Fe®+ Ze T2 + e+ d)e™ + L(2c -

d)e™™ T.z(z)=e®—Lad -t etdr, y=—e"+ Hat+a+br+ B3+ 422 8. u=
a+§—ce—w+a+%+2ce2w+a5b€—2az’ v = a+l§—ce—w+a+lgﬁ-2c62w+ bga 6—2397 w = c—g—be—w+a+%+2ce2m7
s poc.podm. u = %e_”” + %ezm + %6_2‘”, v = %e‘$ + %€2$ - %6_25”, w = —%e‘w + %62$ 9.
U= a+§+ce2m _ b+03—2ae—w’ v = a+g+ce2z _ a+03—2be—w’ w= a+g+cezw _ a+%—2ce—w s poé. podm.
u=—e%v=e* w=0
X. RESTE DIFERENCIALNI ROVNICE
!/ ! o3 !/ __ ! I
1.y =cos(z—y) 2.y =sin(z+y) 3.y =%-2 4.y —%—l—% 5. vy’ = ylog ¥
/

6.y =er+2 T.y’+a¥y =ayy 8B.xy-—y=\2+a? 9.y =D 10,y = ZgiH
— 2+2)? _ =
1Ly =iy 129 = 560

VYSLEDKY A NAVODY. 1. substituce y =z — 2. 2. substituce y = z —z.  3.-8. substituce
y=xz. 9.-11. substituci =t + a, y = 2z + b pro vhodna a, b pfevést na predchozi typ. 12.
substituci y2 = z pFevést na predchozi typ.



