I. ROZVINTE NASLEDUJICI FUNKCE VE FOURIEROVU RADU NA DANYCH INTERVALECH
1. sinz a) na [0,7], b) na [-1,1], ¢) na [0,1]. 2. z a) na [0,1], b) v lichou fadu na [0, 1],
¢) v sudou fadu na [0,1]. 3. 22 a) na [0, 1], b) v lichou fadu na [0, 1], ¢) v sudou Fadu na [0, 1].
4. sgnz na |[a,b|, kde a < b.
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II. FUNKCE S KONECNOU VARIACI A FUNKCE ABSOLUTNE SPOJITE
1. Nechf funkce f, g maji kone¢nou variaci na [a,b], a ¢ € R. Co lze Fici o variaci funkei f + g,
f-g,cf, max(f, ), ? 2. Tytéz otazky pro absolutné spojité funkce.
ZJISTETE, ZDA NASLEDUJICI’ FUNKCE MAJI KONECNOU VARIACI, A ZDA JSOU ABSOLUTNE SPOJITE
POKUD TO LZE, VYJADRETE JE JAKO ROZDIL DVOU NEKLESAJICICH FUNKCI
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3. f(x) =sinz a) na [0,7], b) na [0,R]. 4. f(z) = { :(: S g < E)O’l]’
z=0.
5. f(z) = g(x) - D(x), kde D je Dirichletova funkce, t.j. D(x) = { (1) zig’\ 0.
f(z) = § st ma [0,21]. 7. f(z) = S 53T a) na [c, 2T — c], b) na [0, 27].
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8. f(x) =dis (:U C), kde C C [0, 1] je Cantorovo diskontinuum (nebo jind mnozina), na [—2, 2].

VYSLEDKY A NAvoDY. 1. Plati V(f +g) < V(f)+V(g), V(cf) = lc|V(f), V(f-g9) < V(f)-
sup [g]+ V(g) -sup | f|, V(max(f,9)) < V(f) +V(9), V(L) <V(f)-sup & + V(g) -sup|f]|-sup s,
pokud je g ,odrazena od nuky“, t.j. pokud é je omezend. 2. f+g, f-g, cf, max(f,g) jsou
absolutné spojité, 5 také, pokud % je omezend. 3. a) Variace je 2, f je AC, napf. proto, Ze
mé omezenou derivaci (cos). b) Analogicky jako v a). 4. Pro a@ <1 neni BV (z definice). Pro
a > 1 je BV, nebot fol |f'| konverguje. Z téhoz duvodu je AC. Rozklad f = g — h, kde napf.

=Jo lf'Tah=[Ff1=F) 5. V(flab)=If@)+f®)+2- 3 lg(q), tedy f

g€Qn(a,b)
je BV, pravé kdyz > |g(q)| < oco. f je AC, pravé kdyz ¢ = 0 na Q (t.j. f = 0). Rozklad
q€Qn(a,b)
f = f1— f2, kde nap¥. fi(z) = 3 |g(q)|, f2 = fo— f. 6. fje BViAC. Napi. f € C'[0,2n].
q€Q
g<z

7. f je C! na (0,27). Proto a) je BV i AC na [c, 27 — ¢|. b) Je té7 BV i AC, nebot m4 omezenou
derivaci na (0,27). 8. Ukazte, ze f je 1-lipschitzovskd, a tedy BV i AC.



IT1. KURZWEILUV INTEGRAL
1. Necht {z € [a,b] | f(x) # 0} je lebesgueovsky nulovd mnozina. Dokazte, 7ze (K) f: f(z)=0.

2. Necht A C [0, 1] je lebesgueovsky méfitelnd mnozina. Spoctéte (K) fol x4, kde x4 je charak-
teristickd funkce mnoziny A.

3. Pro které mnoziny A C [0, 1] existuje Riemanniv integral (R) fol xa?

4. Existuje (K) fol X4, pokud A C [0,1] je lebesgueovsky neméftitelna?

5. Necht f je neklesajici na [0,1]. Existuje (K) fol f?

6. Najdéte funkci, pro kterou existuje (K) fol f, ale a) neexistuje (L) fol f, b) neexistuje (L) f:_e f
pro mala €.

7. Najdéte funkci f, pro niz existuje (K) fol f, ale pro kazdé ¢ > 0 existuje § € (0,¢), ze (L) 56 f
neexistuje.

VYSLEDKY A NAvODY. 1. Nejdfive dokazte pro f omezenou. Vyuzijte regularitu Lebesgueovy
miry (coz zde znamend moznost pokryti nulové mnoziny otevienou mnozinou libovolné malé miry).
Pak tento postup pouzijte pro nulové mnoziny {z : |[f(z)| < n} pron € N. 2. A(A) (A znali
Lebesgueovu miru). Vyuzijte regularity Lebesgueovy miry — aproximujte A shora otevienou a
zdola uzavienou mnozinou blizké miry. 3. Prévé pro takové, ze [0,1]\ (int A U int([0, 1]\ A)) je
lebesgueovsky nulovd mnozina. Nejprve zkoumejte piipad, kdy int A = @), kdy uvedend podminka,
znamend A(A) = 0. 4. Neexistuje. Vyuzije se Bolzano-Cauchyho podminka pro Kurzweiliv
integral, to, ze A, (A) < A*(A), a Vitaliova véta o pokryti. 5. Existuje. VyuZijte toho, Ze mnozina
bodiu nespojitosti f je spocetna, BC podminky a naptiklad aproximace po ¢astech konstantni funkci
na velké mnoziné. 6. a) Napiiklad zvolte f, Ze mé neabsolutné konvergentni Newtontv integral,
nebo ji sestrojte na vhodnych mnoziniach konstantni s pouzitim néjaké neabsolutné konvergentni
fady. b) Vhodné posuiite funkci z a). 7. ”Slepte” vhodné posloupnost funkci z pfedchoziho
prikladu.

IV. HILBERTOVY PROSTORY
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1. a) Spoc¢téte min f 1 |$3 —a—bx — C£E2‘ dz, a urcete vSechny trojice a, b, ¢, v nichz se minima
a,b,ceR"

nabyva. b) Najdéte redlnou funkci g, kterd spliiuje f_ll g(x) = f_ll zg(z) = f_11x2g(a;) = 0,

f_ll lg(z)|>dz = 1 a pro niz je f_ll 23g(z) maxim4lni.
2. Stejnd uloha jako v predchozim piikladé, jen a,b,c € C a g je komplexni.
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3. Spoctéte min fJ 2% — a — b — cx?|” e~ dz, a urete viechny trojice a, b, ¢, v nich# se minima
a,b,c€R

nabyva. Zformulujte a zodpovézte otdzku analogickou tloze b) v pfedchozich piikladech.

4. Necht H je Hilbertuv prostor, M C H uzavieny podprostor a g € H. Dokazte, ze min{||z—zo|| |
z € M} = max{|(z0,y)| | y € M+, ||y|| = 1}.

5. Necht M C H (H je H-prostor). Co lze ¥ici o mnoziné (M=1)+ ?



TEST CISLO 3
1. (25 bodi) Necht f(z) = dist(x, A) - dist([z, 0], B), kde A je Cantorovo diskontinuum v intervalu
[0,1] a B je graf funkce sin na intervalu [0,27]. (Symbol dist oznacuje vzdélenost na pifmce,
respektive v roviné.)
a) Ukazte, ze kazdd z funkci x — dist(z, A) a z — dist([z, 0], B) je lipschitzovskd na [0,27]. S
jakou konstantou?
b) Je funkce f téz lipschitzovska?
c¢) Co miuzete Fici o konvergenci Fourierovy fady funkce f na intervalu [0,27]? (Pouzijte Jordan-
Dirichletovo kritérium.)

2. (25 bodu) Najdéte a,b € R takovd, aby f_ll 11 — acosz — bsinz|® e dz bylo nejmensi.
o0 (o]
3. (25 bodli) Necht M = {z = (z,) €Lz | > v =0} a N ={z = (z,) €L2| ) “» =0}.
n=1

n=1
a) Ukazte, ze M i N jsou linedrni podprostory £s.
b) Ukazte, 7e M+ = {0}. Urcete N-1.
c) Je M uzavieny? A co N7 1 9 9 1
o . . / / . 7 . I~ ’ A A
4. (25 bodu) Existuje redlna symetrickd matice A, pro niz platia) e = ( 5 1 ) ,b)et = ( 1 9 ) ?
Pokud ano, urcete ji.



