XI. URCETE ¥y’ A 3" Vv BODECH, V JEJICHZ OKOL{ JE UVEDENOU ROVNIC{
ZADANA DIFERENCOVATELNA FUNKCE y = y(x)
1.2’ +2zy—y>=a”> a€R 2. logy/z2+y?=arctg? 3.y—esingy=z 0<e<1
4. 7Yy =y® 5.y =2rarctg?
ZJISTETE, V OKOLI KTERYCH BODU JE NASLEDUJICIM PREDPISEM ZADANA DIFERENCOVATELNA
FUNKCE z = z(z,y) A NAJDETE JEJI PARCIALNI DERIVACE PRVNIHO A DRUHEHO RADU

6. 2 =log?y T.zyz=x+y+z 8. Flx+y+zr>+y>2+22)=0 (6i2gy)(Fjeti"idyC2)

z
9. F(zz,y2) =0 (Z%) (F je tiidy C?)
10. Dokazte, ze existuji funkce u = u(z,y) a v = v(x,y), pro které plati u(1,2) = v(1,2) =0, a
které na n&jakém okoli bodu (1,2) spliiuji rovnice ze**? 4+ 2uv = 1, ye® v — 131‘_11 = 2z a jsou tam
tiidy C!. Spoététe jejich diferencial v bodé (1,2).
11. Necht M = {(z,y,2) | > +y*+22 -1 = 0,22 +y?> —2 = 0}. Najdéte a € M, aby P = M\ {a}
byla jednorozmérn4 plocha t¥idy C!.

12. Vysetfete extrémy funkce z zadané implicitné. (a) #2 +y2 +22 - 22 +2y—42—-10=0

(b) 2?2+ 92+ 22 —z2—yz+22+2y+22—2=0 (c) (22 +y?+22)? = a?(2? +y? — 2?)

VYSLEDKY A NAVODY. 1.y = Y2 (z4) # (4, 5) (22, B 2y = L (vy) #

(VaeF, Vaeh), (+vaek, —VaeT) 8.y = sl 4y = L HEE (o) # (o) .

s e o 1_

y =2 6. g—; = I, g—; = m s vyjimkou bodu (-%,y,%) 7. % = wyfi, g—; =

1—z2z 8 8%z (Z_l')(Z—Z/)(311F'(32F)2—2312F~31F~32F+322F~(81F)2)+262F-(61F+2z82F)-(61F+2y62F)

zy—1 dzdy — (01 F+220-F)3 ’
52 _ 2y(011F(82F)?—2012F -0, F-0;F+050 F (0, F)? ) +22% (0, F)?

(01F +220,F) # 0 9. dsoy = (201 F+yd, F)° ’

(z01F +y0,F) #0 10. 2 =0, g_; =-1,% =1, g_; =1 11.(1,0,0)

XII. IMPLICITNI FUNKCE A GEOMETRIE
1. Necht z( je jednondsobny kofen rovnice z" + a;z™ ! + --- + a,, = 0. Dokaite, ze existuji e > 0
a § > 0 takové, ze kdykoli |b; —a;| < § proi =1,...,n, pak rovnice z" + byz" 1 +---+b, = 0 ma
v intervalu (g — €, o + €) pravé jeden kofen. Spoctéte %(al, ceey Q).
2. Najdéte rovnice te¢ny a normalové roviny k parametricky zadanym kiivkam
(a) x = acosacost, y =asinacost, z=asint v bodé t = ty,
(b) z = asin®¢, y = bsintcost, z = ccos’>t v bodé t = Z.
3. Najdéte rovnice teCny a normélové roviny k implicitné zadanym kiivkam
(a) 2+ 22 =10, y2+ 22 = 10 v bodé (1,1,3), (b) 22+ 32 +22 =6, z+y+2 = 0 v bodé (1,—-2,1).
4. Najdéte rovnice tecné roviny a normaly k plocham
(a) z =2? +y? v bodé (1,2,5), (b) z =y +1log Z v bodé (1,1,1), (c) 2% + 2% =8 v bodé (2,2,1),
(d) z =wucosv, y = usinv, z = av v bodé (ugp, vg).

5. Najdéte rovnici tetné a normélové roviny k ploge e= cos% = %, e sin% = % v bodé

(1,1,0,T). |

VYSLEDKY A NAvODY. 1. g"”, = ——= o 2. (a) tecna: zsina—ycosa =0,
a; ney +(n—1)aiz]” “+--+an_1

ycosty+ zsin asinty = asin a, normalova rovina: x cos asinty+ ysinasinty — z costy = 0, pokud

a # 0. (b) teéna: y = g, xc + za = ac, norméalovd rovina: ax — cz = “2562, pokud ac # 0. 3.
(a) tetna: z +y = 2, y + z = 4, norméalovd rovina: z —y + z = 3. (b) teéna: z — 2y + z = 6,
z +y + z = 0, normélova rovina: z — z = 0. 4. (a) teénd rovina: z = 2z + 4y — 5, normala:
2x+y =4, 4r—8y+5z = 13. (b) teénd rovina: r—y+2z = 2, norméla: z+y =2, —z+y+z = 1.
(c) teénd rovina: z+y—4z = 0, norméla: z —y =0, 22+ 2y+2z = 9. (d) teéns rovina: ax sinvg —
ay cos Vo +ugz = augvy, normala: x cos vg+ysin vy = ug, —Tug Sin vg+ Yug cos vg+az = avgy, pokud
a # 0neboug #0. 5. tecnd rovina: —z+ 7% -y+u—v= -1, — (% + 1) y+u+v = —1, normalova

rovina: 2y+u+(1+g)v:2+§+§,—(§+w+6)x+gy+(§+§w+3)u—(§+3)v:

—1%%2 + %W+ 6.



XIII. JESTE IMPLICITNI FUNKCE A GEOMETRIE
1. Spoctéte %gy L bodé u=2,v=1% jestlize z = u +v?, y = u? — v3, z = 2uv.
2. Na plose x2 + 2y2 + 322 + 2zy + 2x2 + 4yz = 8 najdéte body, v nichZ je tetna rovina rovnobézn4
s nékterou ze soutadnicovych rovin.
3. Najdéte tecné roviny k plose 22 4 2y2 4+ 322 = 1, které jsou rovnobézné s rovinou z +4y+ 6z = 0.
4. Dokaite, ze tetné roviny k plose \/z+4./y++/2z = \/a (a > 0) urcuji na osich seky s konstantnim
souctem délek.
NAJDETE KRIVKU, KTERA JE SPOLECNOU TECNOU SYSTEMU KRIVEK
(T.J. KAZDY JEJIZ BOD LEZ{ NA NEKTERE KRIVCE ZE SYSTEMU,
A JEJIZ TEGNA V TOMTO BODE SPLYVA S TECNOU ONE KRIVKY ZE SYSTEMU)
5. zcosa+ ysina =p, p=const, « € R 6. (z—a)’+y? =32a>,a€R T.y=kes+%,
a = const, k # 0 8. y2 =2z +p%, peER 9. Pro tsetky delky l jejichz konce jsou na osach.
10. Pro elipsy 73 + += = 1 s konstantnim obsahem S.
NAJDETE PLOCHU, KTERA JE SPOLECNOU TECNOU K SYSTEMU PLOCH.
11. Pro systém sfér 0 poloméru r se stfedy na kruznici = Rcost, y = Rsint, z=0 (R > r).
12. Pro elipsoidy 77 s+ Y 3z + 2 = 1 s konstantnim objemem V.
13. Pro roviny z — 2o = p(x — o) + q(y — yo), kde xq, 3o, 20 jsou konstanty a p? + ¢ = 1.
VYSLEDKY A NAvoDY. 1. 2% 2. (0,v8,—v38), (0,—v8,V8), (2,—4,2), (-2,4,-2), (—4,2,0),
(4,-2,0) 3.z +4y+62 =21, z+4y+62z=—21 4. Soucet je a. NAvVOD K DALSIM
PRIKLADUM: Necht F je hladk4 funkce a pro kazdé « € (a, b) je rovnici F(z,y, a) = 0 uréena hladka
kiivka. Pak spoletnd tetna z = z(a), y = y(a) musi spliovat F(z,y,a) = 0 a @(x y,a) = 0.
Analogicky pro plochy. 5. z?2 +y? = p? 6. y =z,y= -z T.y?> =4daxproa # 0

2
8. Neexistuje 9. T3 + y§ =13 10. lzy| = 2_ 11. ( /:E2+y2—R> + 22 =2 192,
lzyz| = 4\‘//57r 13. (z —z0)® + (¥ — ¥0)* = (2 — 20)°

XIV. V NAsLEDUJICiCH ULOHACH ZJISTETE sup inf FUNKCE f NA MNOZINE M
A VYSETRETE, ZDA TECHTO HODNOT f NA M NABYVA.

1. f(z,y,2) = x — 2y + 2z,

a) M ={(z,y,2), 22 +9y*+22=1},b) M ={(z,y,2), 22 +y* + 22 =1L,z +y + 2 = 0}
2. f(z,9,2) = zyz,

a) M ={(z,y,2), 22 +y>+22 =1}, b) M ={(z,y,2), 22+ y* + 22 =1,z +y+2 =0}
f(z,y,2) =sinzsinysinz, M = {(z,y,2);x+y+2=5,2> 0,y >0,z >0}

f(zy,2) =zy?23, M = {(z,y,2);2+ 2y + 32 =a,z > 0,y > 0}, kde a > 0.
f(@,...;zp)=a8+ -+ 2P; M ={(z1,...,2Zp);21+ -+ 2Tp=0a,21>0,...,2, > 0}; kde
>0,p>0. 6. f(z,y)=x+y, M ={(z,y);23+43— 22y =0,2 > 0,y > 0}
Sy, 2) =10z +2 —y, M = {(z,y,2), 22+ + 22 < Ly+z >0} 8. f(z,y) = %—i— %,

M = {(z,y), 5 + % =1} 9. f(z,y) =y, M ={(z,y), (z® + y2)2 = Kzy}, kde K > 0
10. Necht M = {(z,y, 2), 22 + y* + 22 = 1,22 + y? = x}. Dokaite, 7e funkce f(z,y,2) =z +y+ 2
nebyva maxima na M v bodé (z, yo, 20), kde 2y je algebraické &islo.
11. Necht A = (aij)?,jzl je redlnd symetrickd matice. VySetfete extrémy kvadratické formy
Q(z) = (Az, x) na jednotkové sféfe, a odvodte odsud, ze A m4 alespoii jedno vlastni ¢islo.
12. Pomoci véty o multiplikatorech dokazte:

a) nerovnost # > (””—;y)n, kden > 1,z > 0,y > 0;

b) nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prﬁmérem'

3.
4.
5.
a
7

1
c¢) Holderovu nerovnost: Y a;b; < <Z a?) (Z bq> kde a;,b; > 0, p > 1, + % =1;

7 %
=1 =1 =1

d) Hadamardovu nerovnost: (det(a;;))? < [] ( a%)
' J

=1 =1



VYSLEDKY A NAvVODY. 1. a) max 3 v (3,-2,2) min -3 v (—3,%,-2); b) max /% v
7 : 7 ,
(\/L—g,—\/—— \/L—) min —/ 2 v (—%,ﬁ,—%), 2. a) max 3—\1/5 v bodech (%,%,%),
1 1 11 1y, o 1 1 1 1
( \/ga \/_ \/_) (\/_7_%1_%)7(__3£_3a_%),m12n—v v bode h( T,—%’—%)’l(——?’i
(\/ga \/— \/—) (f \/—,—%);b) maXWéVl;Odelch(%,—i/é, 5/_) (— \/_71 \/_) (— 5T

1 ) L AU

min —3—\/gvbodech( \/- \6/— \/—) (T’ 75 T) (\/_ \/_,—%), 3. maxsv(6,6,6), inf
0, nenabyvéd se 4. max g Vv (%,%,%p, inf —oo 5. pro p = 1 je f na M konstantni; pro
p > 1 je sup aP, nenabyvd se, min 4= v (&,...,%); pro p € (0,1) je inf aP, nenabyva se,

n/?
p .
max -1 v (%,...,%); 6. max 2 v (1,1), min 0 v (0,0) 7.maX\/102v(\/11ﬁ,—\/11ﬁ,\/110ﬁ;

min —/102 v (—\/110—2, \/1172,—\/110@; 8. max % (— 21/5); min —% v (—%,—2\/3); 9.
max %\/E 157 v (%\/E{‘/ﬁ,%\/% 15%); min ——f 15% v (—%\/E{l/l_,—%\/ﬁ- 15%);  10.
Dokazte, ze maximum se nabyva, a ze tieti souradnlce ptislusného bodu je kofenem vhodného
polynomu. 11. max je Apax, t.j. nejveétsi vlastni ¢islo matice A, a nabyva se ve vSech vlastnich
vektorech jemu piisluSnych; min je Ay, t.j- nejmensi vlastni ¢islo matice A, a nabyva se ve
vSech vlastnich vektorech jemu piislusnych; 12. a) pouzijte piiklad 5, ev. vySetfete minimum

funkce # na mnoziné {(x,y),z+y =c,x > 0,y > 0} pro ¢ > 0; b) zkoumejte extrémy funkce
Y/xy - ... Tp namnozing {(z1,...,%n),x1+ -+, =c,x1 > 0,...,2, > 0} pro ¢ > 0; ¢) zkoume-

n n
jte extrémy funkce f(ai,...,an,b1,...,b,) = > a;b; na mnoziné {(a1,...,an,b1,...,b,), >, a¥ =
i=1 =

n
A bW = B,a; > 0,b; > 0} pro A, B > 0, a dokazte, ze maximum je v bodech, kde b} = ca?
i=1
pro vhodné c¢ a vSechna i; d) zkoumejte extrémy funkce (det(a;;))? (n? proménnych) na mnoziné
n
{(aij), X° a3; = Siyi = 1,...,n}, kde S; > 0, prevedte na piipad S; = 1, a pak dokaite, ze
=1

maximum se nabyvé pro ortogonalni matice.
XV. RESTE SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC

1.2/ +y=0,2" -9y =32+y 2.2 +z—y=€*, ¢y —z+y=¢€e* 8.5z -2y +4z—y=e"7,
2 +82—-3y=57" 4.2 43z24y=0,y —2z+y=0,y0)=20)=1 5.2 =y-—"7z
Y +22+5y=0 6.2 =2y—5z+e%, Yy =z2—6y+e2® T.2+y+z=¢%2+y" =1
8. v =w4+v—u, vV =wtu—v,w =u+v+w, (u0)=1,0v0)=w(0)=0) 9.u =v+w,
vV=u+w, w =u+wv, (u(0)=-1, v(0) =1, z(O) O)
VYSLEDKY A NAVODY. 1. z = 3Bz4ew 4 4Be LY =
e +de ™ 4 ¢, y=e®—de * +¢ 3. 2 = —2e7% + ce® + de 2%, y = 3 + 3ce® + 2de 2"
4. z = —(c+d)ze 2 + de™ 2%, y = (¢ + d)ze™2* + ce™2%, s po¢. podm. : z = —2xe™ 2% + ¢~ 2%,
y = 2xe‘2$ +e 2 5. z=(c—d)e sinz + de cos T, y = ce™ 6% cos + (¢ — 2d)e % sinx
6. 2= +1e?+2(ct+de ™ —L2c—d)e ™, y=Fe"+ e + L(c+ d)e " + L(2c -

de=™ 1. z(a:)—e —ém?’ breg? f e+ dr, y = —€® -|-24 4+a+b:c—}—b+cm3—|—d 2 8.u=

A—43Bea: + 3A1—3Be—3a: 2. 7 =

a-l-b—c —a:+a+b+2c 2:1;_|_a—b —2z LU= a+b c —:(:_|_a-|-%-|-2c 2:1;+b a —2:1:’ w = & g b —w+a+b+2ce2x’
S pOC podm u = %e—m + é 23: + 1 —2:1:’ v = %e—z + 1 2:1: _ %6—21:’ w = ;’ -z 4 1 2:1: 9.
u = a+§-|—c 2 b+c3 2a —:(:’ v = a-l-g-l-c 2 a+c3 2b —x’ w = a+§+ce2:1; _ a-l-l)3 2ce z g pOC. podm.

—X

u=—-e%v=e ", w=0



XVI. DIFERENCIALNI ROVNICE
1. Ukazte (na piikladu), Ze véta o spojité zavislosti feSeni (linedrni diferencidlni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty) neplati na neomezeném intervalu (napf. [0, 00)).
2. Necht f : [0,00) x R* — R" je tiidy C' a existuji konstanty M, A > 0 takové, ze ||f (¢, u)| <
A+ M ||u|| plati pro vSechna t > 0 a u € R™. Dokazte, Ze potom pro libovolnou poc¢ate¢ni podminku
y(0) = yo existuje maximélni feSeni rovnice y’ = f(y,t) spliujici pocateéni podminku a definované
na celém [0, co).
3. Uvazujme rovnici y' = Ay, kde A je ¢tvercovd matice. Urcete, za jakych podminek na vlastni
¢isla matice A plati:
(a) Kazdé feSeni md v +oo limitu 0 (t.j. 0 je stabilni FeSeni).
(b) Existuje nenulové periodické feseni.
(c) Kazdé feseni je periodické.
*4. Uvazujme rovnici y' = Ay + g(y), kde A je ¢tvercovd matice a g : R® — R™ je funkce t¥idy
Cl, kterd je u nuly ,,velmi maléd“ve smyslu, Ze g(0) = 0 a ¢’(0) = 0. Co lze Fici o stabilité nulového
feSeni (pouzijte i piedchozi piiklad)?
5. Uvazujme rovnici y” = f(y). Naleznéte funkci F : R? — R takovou, ze pro kazdé feseni y
nasf rovnice je F(y(t),y'(t)) konstantni. (y(¢) mize znamenat vychylku hmotného bodu v case t,
f(y(t)) pak silu pusobici na néj v ¢ase t, a rovnice F'(y(t),y'(t)) = c pak znamend zdkon zachovani
energie. )
6. Aplikujte predchozi priklad na rovnici kyvadla y” = siny.
7. Uvazujme rovnici y” + ay’ +y = 0. VySetfete rozdil v chovdni jejich feSeni pro a =0 a a > 0.
Ukazte, Ze pro a > 0 energie systému (ve smyslu pfedminulého piikladu) s ¢asem klesa (a tedy «
ma vyznam tieni).
VYSLEDKY A NAvODY. 1. Napf. rovnice 3y’ = y. Pak pro dvé ruznd Feseni yq, ya je sup |y1(¢) —

>0

y2(t)] = 400 2. Pouzijte vétu o existenci maximdalniho feSeni, Gronwallovo lemma a ,vétu o
opousténi kompaktu“. 3. (a) Re A < 0 pro kazdé vlastni ¢islo A. (b) Re A = 0 pro néjaké vlastni
¢islo A, pro které existuje vlastni vektor v takovy, 7e (Al — A)u = v nem4 feSeni, t.j. jedna z
Jordanovych bunék pfislusnych k A je 1 x 1 (chceme-li nekonstantni, pak navic A # 0). (c) ReA =0
pro kazdé vlastni &islo a navic existuje baze z vlastnich vektort. 4. 5. F(u,v) = 2v? — g(u),

=2
kde g je primitivn{ funkce k f. 6. (y')?> + cosy = const 7. Pro a = 0 jsou Fesen{ periodick4,
pro a > 0 maji v +o0 limitu 0.

TEST CiSLO 11/3 — PRVNI VERZE
1. Polozme F(z,y) =2 —yY prox >0 a y > 0.

(a) Dokaite, Ze existuje pravé jedno a € (0, 1), pro které plati F(a,1) = 0. (5 bodi)
(b) Dokazte, ze mnoZzina {(z,y) | F(z,y) = 0} je v okoli bodu (a, 3) grafem ngjaké hladké funkce
y = f(z) spliujici f(a) = 3. (7 bodu)
(c) Rozhodnéte, zda je funkce f na néjakém okoli bodu a rostouci ev. klesajici. (6 bodu)
- 1

Reseni. (a) Poloime g(z) = F(z,3) = 2" - (3)2. Paklg je funkce spojitd na (0,00) a pFitom

1y : . z logx 1y\2 ) _ 1)2 4 — T

9(3)=0a $1_1)I61+g($) = 951_1)1(1)5r (e 08T — (1) ) =1—(3)? > 0. Déle g'(z) = z®(logz + 1), tedy

g je klesajici na (0,% é, 00). Protoze % < %, dostavame g(z) < 0 pro = € [%, %), a

tedy existuje jediné a € (0, %) splitujici g(a) = 0, coz je totéz, co F(a,3) = 0.
(b) Pouzijeme vétu o implicitnich funkcich. Ovéfme jeji piedpoklady. Funkce F' je ziejmé tiidy
C* na (0,,00) x (0,00), F(a, %) =0 z volby a, a

) a rostouci na (

oF 1 1 3 1
a2 = (—yY ema — — [ = Z4+1)#0.
Jy (C"a2) (—y¥(logy 1))y ] (2) (10g2 1)#0

Nyni uz tvrzeni plyne okamzité z véty o implicitnich funkcich.



(c) Funkce f z (b) spliiuje na okoli bodu a rovnici % — f(z)7(*) = 0, zderivujeme-li tuto rovnost,
dostaneme

z*(loga + 1) — ()" (log f () - f'(z) + f'(x)) = 0,

neboli
() = z¥(logx + 1) _ logz+1
~ f(@)f@(log f(z) +1)  log f(z) +1°
Pro posledni rovnost jsme pouzili, ze 2% = f(z)f®) diky volbé f. Tedy f'(a) = llggg Zill Pfitom
2

log 3 +1 >0, nebot 3 > 1, zatimco loga+1 < 0, nebot a < 1 (viz (a)). Tedy f’(a) < 0, a protoze
f je CL, je f' spojitd, a tedy f’ < 0 na néjakém okoli bodu a. Na tomto okoli je pak f klesajici.
2. Uréete supremum a infimum funkce f(z,y) = x + y? na mnoZiné

M= {(z,y) | 22 +y < %, y > —i} a zjistéte, zda f téchto hodnot na M nabyva. (16 bodu)
Reseni. Funkce f je spojitd, dokonce C* na celém R2. Mnozina M je omezend, nebof pro
(z,y) € M nutné plati —% <y< % ax? < 1. Tedy M je kompaktni, a f nabyva extrémi na M.
Hledejme podezielé body.

Protoze % =1 # 0, ve vnitiku zadné podezielé body nejsou. Zbyva vysetfit hranici. Ta sestava
ze dvou ¢dsti, z dsecky y = —i, r € [—1,1] a ¢asti paraboly 22 +y = %, y > —%. Na zminéné dsecce
mame f(z, —%) =+ 1—16, coz je nejvétsi pro £ = 1 a nejmensi pro x = —1, pFitom f(1, —i) = }—Z

a f(—l, _%) = _11[_2'

Nyni vySetfeme chovani f na parabole 22 +y = %. Protoze gradient funkce z2 +y — % je (2z,1), coz
nikdy nenf nulovy vektor, podle véty o multiplikdtorech dostdvame, 7e, je-li v (z,y) lokdlni extrém
vzhledem k na$i parabole, pak existuje A € R, zZe 1+ A-2x =0a2y+ X =0, tedy 1 — 4zy = 0,
neboli y = % Pokud takovy bod lezi na nasi parabole, plati z2 + ﬁ = %, neboli 423 —3z+1 = 0.

T

Tato rovnice ma koten x = —1 a dvojnasobny kofen x = % Pro x = —1 dostavame y = —%,
kteryzto bod uz mezi podezielymi body méme. Pro z = 1 dostdvdme y = 1 a f(3,3) = 3. Jesté
bychom méli zafadit druhy krajni bod (1, —%), ale ten jiz mezi podezielymi body je.

Tedy ziejmé f nabyvd na M maxima }—g v bod& (1,—1) a minima —}—2 v bodé (—1,—1). Tato

¢isla jsou zaroven supremem a infimem funkce f na M, ale f na M téchto hodnot nenabyva.

3. Uvazujme soustavu diferencidlnich rovnic y' + z = 2y, 2’ + 2z = 3y. Urcete mnoziny

S ={(a,b) € R? | y(0) = a,z(0) = b, (y, 2) je feSenfim = lim y(z)= lim z(z)=0}a
T—>+00 T—>+400

_ 2 _ _ . ~ o~ ’ . _ . _
U={(a,b) € R® | y(0) = a, 2(0) = b, (y, 2) je feSenim = xkr_noo y(z) = wgr_noo z(x) = O}'(16 bodi)

. 3 , Lo (2 -1 Ciw sy ‘e
ReSeni. Tato soustava ma matici <3 9 ) Spoctéme jeji vlastni ¢isla:

A=2 1 \_ 2 R
det(_3 A+2)_,\ 443=X—-1=A-1A+1),

1) a k ¢islu —1 napiiklad

tedy vlastni ¢isla jsou 1 a —1. Vlastni vektor k ¢islu 1 je naptiklad (1

1 . C e o o
<3). Tedy substituci ¥ = v + v, 2z = u + 3v dostaneme soustavu v’ = u, v = —v, jejiz feSeni

ma tvar u = ce®, v = de””, a tak puvodni soustava ma feSeni y = ce® + de™®, z = ce® + 3de™ %,

kde ¢,d € R. Pfitom zfejmé lim y(z) = lm z(z) = 0, pravé kdyz ¢ = 0; a lim y(z) =
T—400 T—400 Z—>—00

lim z(z) =0, pravé kdyz d = 0. Navic ¢ = M ad= M, tedy S = {(a,b) | b= 3a}

Tr—r—00

alU={(a,b) | a =0}



TEST CisLo 1I/3 — DRUHA VERZE
1. Polozme F(z,y) =z —yY prox >0 a y > 0.

(a) Dokazte, ze existuje pravé jedno b € (%, 1), pro které plati F(%, b) = 0. (5 bodu)
(b) Dokaite, ze mnozina {(z,y) | F(z,y) = 0} je v okoli bodu (3,b) grafem né&jaké hladké funkce
x = f(y) spliujici f(b) = 3. (7 bodu)
(c) Rozhodnéte, zda je funkce f na néjakém okoli bodu b rostouci ev. klesajici. (6 bodu)

Reseni. (a) Polozme h(y) = F(3,y) a postupujme analogicky jako v prvni verzi. h je spojité,
h(3) =0, k(1) < 0, h roste na (0, 1) a klesd na (1, 00), pfitemz 3 < 1 < 1, tedy existuje jediné b
dle zad4ni, navic b € (1, 1).

1
(b) Jako v prvni verzi: F je C*°, F(3,0) =0, 2£(3,0) = (1)® (logl +1) #0.

llsgg%":_ll, tentokrat logh+1 > 0 a 10%% > 0, tedy

(c) Stejné jako v prvni verzi spocteme, ze f'(a) =
f je klesajici na okoli b.

2. Urcete supremum a inﬁmum funkce f(z,y) = 2% + y na mnoziné

M ={(z,y) | z +y*> < 2,z > 0} a zjistéte, zda f téchto hodnot na M nabyva. (16 bodu)

Reseni. Podobné Jako v prvoi verzi M je omezend, a tedy M je kompaktni. Protoze a—f =1,

nejsou extrémy uvnit¥, zbyva hranice. Hranice je tvofena opét useckou a Casti paraboly Na
parabole najdeme opét podezielé body (—3 1 1) (27 2) ten prvni nelezi v M, pro druhy plati

f(2, 2) . Usetka mé tvar z =0, y € [ 2 )5 ] f(0,y) =y, tedy nejvétsi hodnota je v (0, %)
a nejmensi v (0, —i) Tedy supremum je § a infimum —%, pricemz zadné z téchto hodnot f

na M nenabyva
3. Uvazujme soustavu diferencidlnich rovnic y' + y = 4z, 2/ — 2y = z. Uréete mnoZziny
S = {(a,b) € R? | y(0) = a,2(0) = b, (y, 2) je FeSenim = liI_il_l y(x) = lizr_l z2(z) =0} a
T—>1T00 T—r1+00
_ 2 _ _ . ~ o~ 7 . _ . _
U={(a,b) € R® | y(0) = a, 2(0) = b, (y, 2) je fesenim = mle_noo y(z) = wkr_noo z(x) = O}'(16 bodi)

ReSeni. Tato soustava ma matici ( 9

4 . ;s
1 ) Spoctéme jeji vlastni cisla:

det(’\j; /\__41) =22 -1-8=X2-9=(A-3)(\+3),

1) a k éislu —3 napifklad

tedy vlastni ¢isla jsou 3 a —3. Vlastni vektor k ¢islu 3 je napiiklad (1

(_21> Tedy substituci ¥y = u + 2v, 2z = u — v dostaneme soustavu v’ = 3u, v = —3v, jejiz

feseni mé tvar u = ce3®, v = de 3%, a tak plivodni soustava mi FeSeni y = ce3® + 2de 37,

z = ce3® — de 3%, kde ¢,d € R. Pfitom ziejmé lim y(z) = lim z(z) = 0, pravé kdyz ¢ = 0;
T——+00 T—>—+00

— _ o y(0)+22(0 _ y(0)—2(0
a lim y(x) = hm z(xz) = 0, pravé kdyz d = 0. Nav1cc—%ad—%,tedy

T——00 T—
S ={(a,b) | a ——2b}aU {(a,b) | a = b}.
XVII. NAJDETE VSECHNA MAXIMALNI RESEN{ DIFERENCIALNICH ROVNIC
1.y +4y +4y=0 2.9y" -3y +2y=0 3.¢y" -6y +13=0 4. y" -2y —3y=¢€*"
5.9" —2y' +2y =cosz  6.y" —y" — 2 =2 +23+322+1 T.9y"+3y +2y = sinz +sin 2z

e —e "

. 23:
8. 4y" +y =3e"+2sin§ 9.y" -3y +2y= m 10. ¢ —y = e,
11. y" =2y +y= oy 12y +y=tgz 13.y" —2y’-|—y:\/4€_7




XVIII. TRIGONOMETRICKE A FOURIEROVY RADY
) 5

1. (a) Sectéte trigonometrickou fadu Y SRZ - (b) Spodtéte [2” e cos(sinz) cosnz dz (n =
n=0 ' 2
0,1,2,...)

o0

2. Sectéte trigonometrickou fadu » ¢"sinnz, kde 0 < ¢ < 1. Je tato fada Fourierovou fadou
n=1

svého souctu?

3. Pro nasledujici funkce najdéte trigonometrickou fadu, jejimz jsou souctem, a vysledek aplikujte

v uvedenych bodech. (a) 2 na (—m, ), x = 0; (b) z na (—m,m), z = 5;

(c) sinaz na (—m,7) (a € R\ Z), z = §; (d) 2% na (0,27), z = 0.

4. (a) Napiste funkci f(z) = z na (0, ) jako soucet cosinové Fady.

(b) Napiste funkci f(z) = 22 na (—m,0) jako soucet sinové fady.

2
x

oo
5. Dokazte, ze pro |z| < 1 plati sinmz = mx - [] (1 - W) (Rozvinte ve Fourierovu fadu funkci
n=1

cos ax na (—m, ), aplikujte pro z = m, vyjadiete cotg ar — ﬁ a vyslednou rovnost integrujte.)
TEST CiSLO 11/4 — PRVNI VERZE
1. Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencidlni rovnice
y" —y" + 4y’ — 4y = sinx + sin 2z (18 bodu)
ReSeni. Charakteristicky polynom této rovnice je

NN +dd—4=N+4HN-1),

tedy ma tii rizné kofeny 1, 24, —2i, tudiz fundamentalni systém homogenni rovnice tvoii funkce
e?, cos 2z, sin 2x. Pravd strana je souc¢tem dvou kvazipolynomi (sinz a sin2z), a tedy hledejme
partikuldrni FeSeni y; rovnice y"’ —y" +41y’' —4y = sin z a partikuldrni feseni y, rovnice 3" —y"" +4y' —
4y = sin 2x. Protoze ¢ neni kofenem charakteristického polynomu, mé y, tvar y; = acosxz +bsinx
pro néjaké konstanty a, b. Pak plati

y1 =acosx +bsinz, yj = —asinz+ bcosz,

y) = —acosx — bsinz, y! =asinz —bcosz,

a tedy
vy —yi +4yy —4y; = (=b+a+4b—4a)cosz+ (a+b—4a—4b)sinz = 3(b—a) cosz—3(a+b) sinz,

odkud dostavame 1
3(b—a)=0, —3(a+b)=1, neboli a=b=—c.

Protoze 2i je kofenem charakteristického polynomu nésobnosti 1, mé yo tvar y, = = - (ccos 2z +
d sin 2z) pro néjaké konstanty c, d. Pak plati:

y2 = z(ccos 2z + dsin 2z), yh = z(—2csin 2z + 2d cos 2z) + (ccos 2z + dsin 2z),
yy = z(—4ccos 2z — 4dsin 2z) + 2(—2csin 2z + 2d cos 2z), yY' = x(8csin 2z — 8d cos 2z) + 3(—4c cos 2z — 4d sin 2x),

a tedy
Yy —ys+4ys—4ys = (—12c—4d+4c) cos 22+ (—12d+4c+4d) sin 2z = —4(2c+d) cos 2z+4(c—2d) sin 2z,

odkud dostavame

1 1
—4(2 d) =0, 4(c—2d)=1 bolid = —— = —.
(2c+d) , (¢ ) , neboli 10’ c 50



Obecné feseni nasi rovnice m4 tedy tvar

1
y = %(003233— 2sin 2x) — E(Sinx—i-cosac) + Ae®” + Beos2x + Csin2z, A,B,C €R.

o0 _1\n 1
2. Sectéte fadu ) (=1) (ngl(;z!+2)z

n=0
Reseni. Plati cos3(n + %)x = Ree3("+3)ie_ 4 tedy mizeme psét

oo (_1)n cos3(n+ %)x B 00 (_1)n ReeB(n—i—%)im B o0 (_1)n63(n+%)iz
Z 2 1) o Z 2 1) o RGZ 2 1)
— (2n +1)! oy (2n +1)! —  (2n+1)!
i 2n+1
< (-1 (b |
= Renzz;) (2£ n 1)>! = Resin (e%m> = Resin <cos gx + 2sin ga:)

.. 3 3 .. 3
tsin —x ) + cos | cos —x | sin | ¢sin —x
2 2 2

in 3
sin 3

2 2

Il

=

o
/N

)]

=,

=
RS

o

o

)]
w N o

8

«)

o

)]

e~ sin %az + esin %w 3 e~ sin%w —e
. + cos | cos ix .

= Re (sin (cos Eac

) 3 e~ sin %w +esin%w
= S1n | COS EI -

2

eT/Z_e—T/Z

Pouzili jsme rozvoj funkce sin v mocninnou fadu a vzorecky sinz = 5

které plati pro vSechna komplexni z.

3. Polozme f(x) = cos® x + sgn(z — 1).

(a) Rozvinite f ve Fourierovu fadu na intervalu (—, 7).
(b) Urcete soucet fady z (a) vSude, kde fada konverguje.

COSzZ =

(14 bodu)

eT/Z +e—zz

(10 bodii)

(8 bodt)

Reseni. (a) Z definice Fourierovych koeficientu je zfejmé, ze Fourierovy koeficienty funkce f jsou

sou¢tem Fourierovych koeficienti funkeci cos®

Podle goniometrickych vzorecku plati

3 cos2z —1 1
COS° T = COST+ ————— = —— COST + — COSZT - COS 2T
2 2 2
! +% 3z + ) ! + 3
= ——-cosx + —(cos3x + cosx) = ——cosT + — cos 3T
2 4 4 4 ’

coZ je zaroven rozvoj funkce cos3

x a sgn(x — 1). Nejprve se vénujme prvni funkci.

x ve Fourierovu fadu (vyraz vpravo je koneénd (a tedy napf.

stejnomérné konvergentni) trigonometrickd fada, a proto je Fourierovou fadou svého souétu).

Déle pocitejme koeficienty al,, b/, funkce sgn(z — 1).

1 [ 1 ! T 1
A —1d:—-/-4d /]d = (-1 —1)=-2=
=1 [Csmno-vao= 2 ([ —tdos [T1d0) = (w4 -1y = -2
1 [ 1 !
a, = —/ sgn(z — 1) cosnzdzr = — (/ —cosnzrdz +/ cosnxda:)
m m -7 1
1 ([ smna:} smna: ) _sinn smn) _ 2sinn
= — pro n>1
7r n
I 1 !
b, = —/ sgn(z — 1)sinnzdr = — (/ —51nn$d:c+/ smnxdx)
T J_x T ™ 1
1 [cos nx} 1 _cos m: _ 1 fcosn B )" + cosn
om n -z 7r n n

2 - (="
= (cosm = ( )) pro n>1
nmw




Tedy Fourierova fada funkce f ma tvar:

1 2 . 1 2 . 1 . 1 .
- == —sml-l—z cosx + —(cos1+1)sinx — —sin2cos 2z + —(cos2 — 1) sin 2z

s s m s s
2 1 2 > 2sinncosnz  2(cosn — (—1)")sinnx
Y e e il 1) si —
<37r sin 3 4> cos 3ac-|—37r (cos 3+1) sin 3x+ E ( = + =

n=4

(b) Soucet Fourierovy fady funkce cos® z je zase cos® z, protoZe tato fada je koneénd (tedy je to
vlastné trigonometricky polynom). Daéle si v§imnéme funkce sgn(z —1). Pokud z € (—m, 1)U (1, 7),
je na okoli bodu z funkce sgn(z — 1) konstantni, a tedy spojitd a navic md koneénou variaci
(je dokonce monoténni), a proto podle Jordan-Dirichletova kritéria Fourierova fada konverguje k
funkéni hodnoté. V bodech 1 a 7 lze rovnéz pouzit Jordan-Dirichletovo kritérium, funkce je na
okoli monoténni (a tedy ma koneénou variaci), a proto souc¢tem Fourierovy fady je aritmeticky
prumér limity zleva a limity zprava, coz je v obou pfipadech 0 (v bodé 1 je to zfejmé, v bodé
m se pocitaji limity funkce periodicky dodefinované). Protoze soucet Fourierovy fady je funkce
27-periodickd, plyne z feceného, Ze Fourierova fada méa soucet v kazdém bodé, a tento se rovna

cos® x + sgn(z — 2km — 1), x € (—m+2km,m+ 2km), k € Z
-1, z=02k+1)mkeZ

TEST CisLo 11/4 — DRUHA VERZE
1. Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencidlni rovnice
y" +y" + 4y’ + 4y = cosx + cos 2z (18 bodt)
Reseni. Charakteristicky polynom této rovnice je

NN+ +4=AN+4)N+1),

tedy ma tfi ruzné koreny —1, 27, —2¢, tudiz fundamentalni systém homogenni rovnice tvoii funkce
e~ %, cos 2z, sin 2z. Prava strana je sou¢tem dvou kvazipolynomi (cosz a cos 2z), a tedy hledejme
partikuldrni FeSeni y; rovnice y"""+y" +4y'+4y = cos x a partikuldrni FeSeni y5 rovnice vy’ +y" +4y'+
4y = cos 2z. Protoze ¢ neni kofenem charakteristického polynomu, ma ¥, tvar y; = acosz+bsinzx
pro néjaké konstanty a, b. Pak plati

y1 =acosx +bsinx, yj = —asinz+ bcosz,

y{ = —acosx —bsinz, vy =asinz —bcosuz,

a tedy

n

vl +yi +4y1+4y; = (-b—a+4b+4a)cosz+ (a—b—4a+4b)sinz = 3(b+a) cosz+3(b—a) sinz,

odkud dostavame .
3b+a)=1, 3(b—a)=0, neboli a=b= 5

Protoze 2i je kofenem charakteristického polynomu nésobnosti 1, mé yo tvar yo = = - (ccos 2z +
d sin 2z) pro néjaké konstanty ¢, d. Pak plati:

y2 = z(ccos 2z + dsin 2z), yh = z(—2csin 2z + 2d cos 2z) + (ccos 2z + dsin 2z),
yy = x(—4ccos 2z — 4dsin 2z) + 2(—2csin 2z + 2d cos 2z), y4’ = z(8csin2z — 8d cos 2z) + 3(—4ccos 2z — 4dsin 2z),

a tedy

Yy —ys +4ys—4ys = (—12¢+4d+4c) cos 2o+ (—12d—4c+4d) sin 2z = —4(2¢—d) cos 2z—4(c+2d) sin 2z,



odkud dostavame

1
—4(2¢—d) =1, -4 2d) = lid=—, c=——.
(2¢c—d) =1, (c+ 2d) = 0, neboli d 50" € 10
Obecné feSeni nasi rovnice m4 tedy tvar

1
y = %(sian— 2cos2x) + é(sinm+cosm) + Ae ™ 4+ Bceos2z + Csin2z, A,B,C€R.

2. Sectéte fadu > (_1)(7;+)I}3m (14 bodu)
n=0

Reseni. Plati sin 3nz = Im e3"**, a tedy muzeme psat

00 (_1)" sin 3nx B o) (_1)nIme3nia; B o) (—1)"63"” - o (_1)n (egiz)Qn
;W _HZ:% (2n)! —Imgw —Imnz:% )

2

=1Im [ cos | cos §a: cos | 2sin §x — sin | cos §a: sin | 2 sin §x
o 2 2 2 2

. 3 e~ sin 2z +esin 2z . 3 e sin 3z _ esin iz
=Im | cos | cos 59: . 5 — sin | cos Ex . 57

) 3 e—sin%z _esin%m
=Ssmi|cos—-xr})-
2 2
eiz_e—iz eiz+e—iz

Pouzili jsme rozvoj funkce cos v mocninnou fadu a vzorecky sinz = 5> COSZz = 5
které plati pro vSechna komplexni z.
3. Polozme f(z) = sin® z — sgn(z + 1).
(a) Rozvifite f ve Fourierovu fadu na intervalu (—m, 7). (10 bodu)
(b) Urcete soucet fady z (a) vSude, kde fada konverguje. (8 bodu)
Reseni. (a) Z definice Fourierovych koeficientu je zifejmé, ze Fourierovy koeficienty funkce f jsou
rozdilem Fourierovych koeficientt funkei sin®z a sgn(z + 1). Nejprve se vénujme prvni funkei.
Podle goniometrickych vzorecku plati
3 . 1—cos2z 1 . 1 .
r=s8inxr - ——— = —sinx — —sinz - cos 2z
2 2
1

=3 sinx — Z(sin3x —sinz) = 1 sinx — Zsin3x,

:Imcos(e2 ):Imcos cos§m+zsm—x

sin

coz je zdroveil rozvoj funkce sin®z ve Fourierovu fadu (vyraz vpravo je koneénd (a tedy napf.
stejnomérné konvergentni) trigonometrickd fada, a proto je Fourierovou fadou svého souctu).
Déle pocitejme koeficienty al,, b/, funkce sgn(z + 1).

1" 1 -1 " 1 2
P = — 1)do = — - / ~1d /1d = (=(-1 1)) =2
th=r [+ vdo= 2 ([ 1ot [1d0) = L--1em b ra ) =2
. 1 ™ 1 -1 ™
a, = — sgn(z + 1) cosnzdzr = — - —cosnxdz + cosnz dr
L " & - -1
1 sinnz] ™" sinnz]” 1 sin(—n)  sin(—n) 2sinn
=_1|- + =— |- — = pro n>1
s no]_. no| 4 s n n nm
,_ 1T : [ i
b, = - sgn(z + 1)sinnz dx = — —sinnzdx + sinnz dz
o ™ ~1

L ([ [ )] () A" " e
2(C<Osn - (=" ) ( )

= pro n>1
nmw




Tedy Fourierova fada funkce f ma tvar:

1 2 3 2 . 1 . 1 .
— ———sinlcosz+ [ = — —(cos1+1) | sinz — —sin2cos2x — —(cos2 — 1) sin 2z
T m 4 m T 7r

2 12 o [ 2 2 — (=)™ si
— —sin3cos3x+ [ — — s—(cos3+1) sin3x—z smncosnm+ (cosn = (Z1)") sinnz
3T 4 3m oy nmw nmw

(b) Ze stejnych duvodu jako v prvni verzi dostaneme, ze Fourierova fada konverguje ve vSech
bodech a ma soucet

sin® z — sgn(z — 2k7 + 1), x € (—m+2km, 7w+ 2kw), k€ Z
0, r=02k+1)m, kel

XIX. JESTE TRIGONOMETRICKE A FOURIEROVY RADY
1. Rozviiite nasledujici funkce ve Fourierovu fadu na intervalu (—m, ) a urete soudet, vsude, kde

fada konverguje. (a) cos?™x, (b) sBmz  (c) Z Qmsnme kde ol <1, (d) =

sinz ’ sinz ? sinx *

2. Je trigonometricka Fada Z sinnz poyrierovou fadou néjaké funkce (nap¥. svého soudtu)?

3. Pro nasledujici funkce urcete v kterych bodech konverguje jejich Fourierova tfada, a jaky ma

soucet.
(a) sgnsin 100z, (b) sinl, z € (—7r ), (c) dist(z, C), z € (0,2r), kde C je Cantorovo diskontinuum.

4. Sectéte fady Z sin’ na Z cos” nav . (Pouzijte Parsevalovu rovnost pro x[_q,q, @ < 7.)
n=1



