I. RESTE NEROVNICE A MNOZINU RESEN{ NAKRESLETE
1|z —2[+1]<5 2.2y> 1,y<sinx 3. (22 —yHsine >0 4. |z+1]+]z—-2/<4
5. |22 — 4z + 3| < |22 — 4| 6. i;; s+l T Vel +20-3>Va?+ 3z -4
8. cosz <sinz 9. cos?z >sin’z 10. logs (#2—=32+3)>0 1l.1<|az+1/<2,a€R
12. ax? +br+¢ >0, a,b,c € R 13. Pro kterd z € R neplati nerovnost |1 + z+/a| < 2az? pro
74dné a € R?  14. Uréete mnozinu {a € R | (Vz € R)(|z — 2| < 1= 2% —az > 5)}
DOKAZTE INDUKC{

n
< B3 16. 10" — 4 je délitelné 6 pro kazdé n e N 17. kz_j2%<2\/ﬁ
) >14+nzx,ne Nz >-1 19. w"/al-...-ang%(al—l—---—i—an),al,...,anzo

n

n 2
=in(n+1)(2n+1) 21. Z k3 = (@) 22. Y sinkzsin Z = sin 2z sin 2y

15.

T

18.
20.

TM== s
|/\,_.?T‘ +w

k
(")" 240 4+ G+ +ﬁ>\/7_z,n>1 25. 2.3, ..l o 1

Vv2n+1
n
sin ) xg
k=1

s

23.

26. < Y sinzg, 1,...,%, € [0,7]  27.2" >n? neN\{3}
k=1

ZJISTETE, ZDA PLATf NASLEDUJICf VYROKY, A NAPISTE JEJICH NEGACI

28. (Ve Ny eN)(y >z) 29. (Fye N)(Vz € N)(y > x)
30. (VzeR)(Vy e R)(Fz e R)(z =y+2) 31. (Vz e R)(Fz e R)(Vy € R)(x =y + 2)
32. (Va e R)(Vb e R)(Ve e R)(Ja —b+c| > |a| —|b| — |c|)
33. (Va € R)(3e > 0)(Ja € R)(Vz € R)(z € (a,a+¢) & |z —al <1)
34. (Ja € R)(Ve > 0)(Va € R)(Fz € R)(z € (a,a+¢) |z —al < 1)
VYSLEDKY A NAvODY. 1.z €[-2,8. 2. 1
: - i SNLA

3.z € U [2km, (2k + 1)7] a |y| < |z|; nebo z € |J [(2k — 1)m, 2kx] a |y| > |z|.
k€

4. ze[-33. Bze[l-¥INUl+¥ 40). 6.2 € (—o0,=55YB) U (-2,—-1)U
(518 1o0). T.z € (—o00,—4]U{1}). 8.z¢ kLeJZ[g +2km, Sr 4+ 2kx]. 9.ze U[-T+

ke
km, % + k.  10. z € [1,2]. 11.Proa:0jea:€]R,proa;«éOjea:E(—é—%,—%—ﬁ]U
[—5+ﬁ,—g+%). 12.a=b=0,c>0-2€R, a=b=0,c <0 - 74dné feseni; a = 0,b > 0
~zr€[-§,400);a=0,b<0 -z € (—00,—f];a>0,b>—4ac<0 -z €R; a>0,b>—4dac>0 -

z € (—o0, == "21;2 dac]y[=bt Vzli_‘mc, +00); a < 0,b%2—4ac < 0 — 74dné feseni; a < 0,b%—4ac =0 —



r=—-L;a<0,b>—4dac>0-z€[= b_vbQ 4“0,_b+vb2 dac] 13. Proxz =0. 14. (—oo0,—4).
28. Plati, negace: (dz € N)(Vy € N)(y < x). 29. Neplatl negace (Vy € N)(3z € N)(y < z).
30. Plati, negace (3 € R)(Fy € R)(Vz € R)(z # y+ z).  31. Neplati, negace (Iz € R)(Vz €
R)(Jy € R)(x #y+2). 32. Plati, negace (3z € R)(Jy € R)(3z € R)(|la —b+¢| > |a| — |b] — |¢]|)-
33. Plati, negace (Ja € R)(Ve > 0)(Va € R)(Iz € R)(z € (a,a+¢€) & |z —a| > 1) 34. Plati,
negace (Va € R)(Fe > 0)(Fa € R)(Vz € R)(z € (a, a—i—é‘) &lr—al>1)

II. ZOBRAZENI

1. Necht f(z) = 42_‘/\/55. Naleznéte Dy, Hy, f~1.

2. Nechf ¢ :< 0,00) —< 1,00) je bijekce (tj. zobrazeni prosté a na) a ¥(z) = /¢?(z) — 1.
Dokaite, Ze existuje inverzni funkce 9!, a vyjadiete ji pomoci o~1. Co je Dy-17

3.Necht f:C— C, g:C—C, f(z) =2+2%, g(z) = a(2z—2). Existuje a € C, pro které g = f~!
?

4. Vysetiete z hlediska monotonie (bez uziti derivace) nasledujici funkce a nacrtnéte jejich graf:

a) f(z) =32£2  ¢) f(z) =V3sinz + cos

b) f(z) =z +1 d)f(z)=2sin’z+3sin2z

5. Zapiste co nejjednodussi pfedpis pro funkce fo f a fo fo f, pokud f je funkce z bodu a), b)

predchoziho piikladu, nebo ¢) f(z) = H% Urcete vzdy defini¢éni obor a obor hodnot.

6. Necht f : X — Y, A, B C X. Platiobecné a) f(A)Uf(B) = f(AUB); b) f(A\B) C f(A)\f(B);
) fLA)\ f(B) C f(A\B); d) f(ANB) = f(A)N f(B) ?

Pokud néjaké z uvedenych tvrzeni neplati, charakterizujte funkce, pro které plati. Jak je to v

ptipadé, 7e A, B C Y a misto f piseme v a)—d) f~1

7. Charakterizujte zobrazeni f : M — L, pro ktera plati

a) (VA C M)(fL((A)) = A); b) (VB C L)(f(f~1(B)) = B).

8. Plati vyrok (3M C R)(3!f : M - R)(Vz € R)(z #0 = f(z + 1) = g(2)),

jellia)g(z) =sinz+sini, b)g(z)=vVz2+1, c¢)g(z)= % ?

Pokuste se charakterizovat vSechny funkce g, pro které uvedeny vyrok plati.

9 Plat{ vyroky (1) 3M Cc R)(3'f : M — R)(Vz € R)(f(2? — 2z) = g(x)),

' (2) M C R)EIf : M — R)(Vz € B)(f(z — [2]) = g(x)).

je-li a) g(z) = cos(1 —z), b)g(x)=sin(l —z) c)g(z)= max(z,0),

d) g(xz) = max(—z,0) ?

Pokuste se charakterizovat vSechny funkce g, pro které uvedené vyroky plati.

(yl_%)z, y€Hy. 2.Dy1=Hy=1[0,00),9 ' (y) =9 '(v/y>2+1). 3.Ano,a=3. 4.a)f

klesd na (—oc, 3) ana (2, 00); b) f roste na (—oo, —1], kles4 na [—1,0) a na (0, 1], roste na [1, +00)
(zkoumejte znaménko f(a:l) f(.’Eg)) c) roste na kazdém z intervaldl [—27 4 2km, 37 + 2kw], klesa
na kazdém z intervald [3m+ 2k, 3 +2k7r] pro k € Z (vyjadiete s pouzitim souctoveho vzorce); d)
roste na kazdém z intervalii [— ¢+ km, 27+ k], klesd na kazdém z intervali [37T+k7r Sm+kr] pro
k € Z (vyjadiete pomoci dvojnésobného argumentu a souc¢tového vzorce). a) (fof)(x)=

fo fof = f, defini¢ni obor i obor hodnot je ve viech tfech piipadech R\ {5} b) (fof) (a;) =

z* 4322 284725 z4 4722
ma%+$l’ (fofof)(x) = :1:(—;3+1—i)_(1:1::34+;—a’:72+—1i_)17 Df Dfof - DfOfOfR\{O} Hf - (_007 _2]U[27 00)7

Hfof:(_ooa_g]u[g,oo)aﬂfofof:(_ooa ]U[lo, )a )(fof)( ): i—j__;,(fOfOf)(.T): 23.:'_-{_23’
Df - R\{ 1} Hf - R\{O}a Dfo_f = R\{_2 1} Hfo_f - R\{Oa 29 1}a Dfofof - R\{_Qa _%a _1}a
Hfofof =R\ {0, 5,1}. 6. Vzdy plati a),c); tvrzeni b),d) plati pravé kdyz f je prosté zobrazeni.
Pro f~! plati ve. 7. a) Prosta zobrazeni; b) zobrazeni na. 8. a) Ano, b) ne, c¢) ano. Jsou
to ty funkce, pro néz plati g(z) = g() pro kazdé z # 0. 9. (1) a) Ano, b),c),d) ne. Jsou to ty
funkce, pro néz plati g(z) = ¢g(2 — x) pro vSechna z. (2) a),b),c) Ne, d) ano. Jsou to ty funkce,
které jsou konstantni na [0, +00).

VYSLEDKY A NAvoDpy. 1. Dy = [0,16) U (16,+00), Hf = (—o0,—2) U [0,+00), f~1(y) =
1




ITI. NAJDETE SUPREMA A INFIMA NASLEDUJICICH MNOZIN (POKUD EXISTUJI).
EXISTUJf MAXIMA A MINIMA?

1. A={p/(p+q); peN, ¢ge N}, 2.a) By ={sinz; z € (0,2n)},b) By = {sinz; z € (0,2n)},
¢) B3 = {sinz; € (0,m)}, 3.a)C;={n? -—m? neN, meN},
b) Co={n2—m?; neN meNn>m}, c)C3={n>-m?;, neN, meNn<m}
4.2) D1 ={2"+3 " neN}, Dy, ={2"+3 " neZ}, 5 E={V3 ez ke
6. a) F1 = {cos(n+ L)m; n € N}, b) F» = {cos(n + )m; n € N sudé},
¢) F5 = {cos(n + 1)m; n € N liché}
7. Necht AABCRaS=supA,s=infA, T =supB,t=inf B. Co lze Fici o supremu a infimu
nésledujicich mnozin? a) AUB, b) ANB, *c) A+B ={a+b|a€ A,be B},d) —A={-a|a€ A},
*¢) A-B={a-b|la€ A,be B},f) A—B,g) A\ B,h) AAB=(A\ B)U(B\ A).
VYSLEDKY A NAvOoDY. 1.supA =1, inf A = 0, maximum a minimum neexistuje. 2. a),b)
max B; = max By = 1, min B; = min By = —1; ¢) max B = 1, inf B3 = 0, minimum neexistuje.
3. a) C; neni shora ani zdola omezend; b) Cs neni shora omezend, min Cy = 3; ¢) C3 neni zdola

omezend, maxCs = 0. 4. a) maxD; = %, inf D; = 0, minimum neexistuje; b) Dy neni shora
omezend, inf Do = 0, minimum neexistuje. 5. E neni shora omezend, inf £ = 0, minimum
neexistuje. 6. a) max F; = 1, inf F; = —1, minimum neexistuje; b) sup F, = 1, min F; = 0,
maximum neexistuje; ¢) max F3 = 1, inf F3 = —1, minimum neexistuje. 7. a) sup(AU B) =

max{S, T}, inf(AUB) = min{s, ¢t}. b) Pokud ANB # (), pak max{s, ¢} < inf(ANB) < sup(ANB) <
min{S, T} (a vic Fici nelze). c¢) sup(A+ B) = S+ T, inf(A+ B) = s +t. d) sup(—A4) = —s,
inf(—A) = —S. e) sup(A-B) = max{S-T,s-t,s-T,S-t}, inf(A-B) = min{S-T,s-t,s-T,S-t}. f)
sup(A—B)=S—t,inf(A—B) =s—T. g) Pokud A\ B # (), pak s < inf(A\ B) <sup(A\B) < S
(a vic Fici nelze). h) Pokud AAB # ), pak min{s, ¢} < inf(AN B) < sup(AN B) < max{S,T} (a
vic Fici nelze).

IV. SPOCTETE NASLEDUJICI LIMITY POSLOUPNOSTI

2 . 3 . 5 _ .
nm=3 2. lim T?T"';ff? 3. lim % 4. nh—)nolo (Vn+1-/n)

1. lim

n—00 n?-1 n—00 n—00 5
. 3 __ 3 . _1\n _ . 3" +n . 1424---+n
5. nli)rgo (Yn+11- ¢n) 6. nli)rr;o( 1)™/n(v/n + Vn) 7. nll)rgo e 8- nlgiolo r=tan

9. lim (LZbsin 2} g0, pim PHPetn® gy fm DePbetn’ 13 lim /6, (0> 0)

n—00 n—00 n—00 n—00
n L on kzl[kw]
o . — I e
13. lim {/n 14. lim ) i 15 nlgrc}o ow 16, nlgrolo 17, nlgr;o ——, TER

n—>00 n—00 k=1
n

18. lim {/nl 19. lim A" + B* + O7, (A,B,C >0) 20. lim > ——1— 21. lim 2+l
n—0o0

n— 00 n—»00 79 vn2+k n—oo n—[vVn+9]
. A\
22. lim i (%) 23. 1im ay, kde a1 = V2, ans1 = V2 F an
n—00 n—00

*24. lim a,, kde a; = V2, ap11 =2 — a,
Tn—> 00
25. Necht pe N, x > 0 a z,, > 0 pro n € N. Dokazte, ze lim z, = z, pravé kdyz

n—oo
lim ¢/z, = lim ¢z. 26. Pro kterd z € R existuje lim sinnz ? Totéz pro lim cosnz.
n—oo n—0o0 n—oo n—oo

VYSLEDKY A NAvoDy. 1.0 2.2 3.2 4.0 (rozsifte vhodnym vyrazem) 5.0 6.
Nem4 limitu. 7.0 8.1 9.1 10. 11. ; 12.1proa> 0,0 proa=0 (proa >0
piste {/a = 1+, a ukazte, ze 6, — 0) 13. 1 (piSte {/n = 1+ §,, a ukaztem ze J,, — 0)
14.1 15.0 16.0 17.1 18 +oo 19. max(4,B,C) 20.1 21.2 22.0 23.
2 (dokazte, 7e a, je rostouci a omezend, a tedy ma limitu, a pak, Ze limita musi byt 2) 24. 1
(dokazte, ze posloupnost lichych i posloupnost sudych ¢lenu jsou monoténni a omezené, a ze obé

musi mit limitu 1)  25. Pouzijte vhodné rozsifeni vyrazu ¢z, — {/z. 26. lim sinnz = 0,
n—0o0

x = km, jinak limita neexistuje, lim cosnz = 1, x = 2k, jinak limita neexistuje. (Pouzijte, 7e
n—00

Wi

lim (sin(n + 2)x — sinnz) = 0, existuje-li limita lim sinnz.)
7— 00 n—00



V SPOéTETE LIMITY

1. lim /n(¥/3-32) 2. hm (VVn7 — VVnT—Vn7) 3. ]O:o[l (1—@)

n—00 n—+00 n

l 1

4. Spoctéte v zdvislosti na k,l € N a) nll)n;o %; b) lim %
2 2. 4. 4.6

5. Dokazte, Ze soucin T T3 BB - mé koneénou nenulovou hodnotu.

6. Dokazte, ze lim Z a;v/n + i =0, pokud Z a; =0

TL—)OO i=0

n—0o0

VYSLEDKY A NAVODY. 1.0 (vhodné rozsiite a jmenovatele odhadnéte). 2. 2 3. I (vyjadiete

3
jednoduse H’:L:l( (n+1)2) a spoctéte limitu této posloupnosti) 4. a) 1, pokud k£ > [; —1, pokud
k <1; 0, pokud k = 1. b) 1, pokud k > I; (—1)!, pokud k < I; —oo, pokud k = [ je sudé; —1, pokud
k =1 je liché. 5. Pouzijte vétu o limité monoténni posloupnosti. 6. Dokazujte matematickou

indukci v zavislosti na k. Pro k = 2 provedte vhodné rozsiteni.

VI. VYéETRETE KONVERGENCI NASLEDUJICICH RAD:
o (k!)? o k! (k') - kK = k ( 2k+100)" o
LY G 2L 8 z 4. 3 aresin® A 5. 3 (1) (2500)" 6. 3 sink
ZJISTETE, PRO KTERE HODNOTY PARAMETRU KONVERGUJI NASLEDUJICI RADY:

o0 (o] . — o0 (o] k
7.k§_jlk1m, zeR 8'5_327% vE=2 e R 9. kg_;ltgkﬁ+1,o<a<ﬁ 10.2@,

X (k—1)lek gk s K & k2 4
re€R 11 Y Pl v € R120 Y kze *coskz, © € R Z( 2)"
zreR 14. kz_:2sin A T €R 15, kzog—k,zec 16. kg_jlsin(m/_kzﬂ),/ 2+1,m€]R

VYSETRETE KONVERGENCI (ABSOLUTNI, NEABSOLUTNf) NASLEDUJICICH RAD:
oo (o]
kksink k ksin® k
17. > (-5 18. Yo (-1)%557 19, Z( 1)k Yk Lk
k=1 k=1

0 k

i( 1)k VE VE sinhk’+coshk’ o7 2 LeC

k+1  coshk2+1
VYSLEDKY A NAvoDY. 1. Konverguje. 2. Konverguje. 3. Diverguje. 4. Konverguje.
5. Konverguje absolutné. 6. Diverguje (sink 4 0). 7. Konverguje, pravé kdyz z € (0,%
8. Konverguje, pravé kdyz a > % 9. Konverguje, pravé kdyz g — a > 1. 10. Konverguje
absolutné pro r # 41, jinak diverguje. 11. Konverguje absolutné pro z # +1, pro x = —1
o0
konverguje neabsolutné (Leibnizovo kritérium), pro z = 1 diverguje (srovndni s ) \/LE) (Pro
k=1
x = +1 pouzijte Stirlingav vzorec pro k!.) 12. Konverguje absolutné pro z > 0, pro x < 0

diverguje (nutna podminka konvergence).  13. Konverguje absolutné pro |z| < é, jinak diverguje
o0

(pro z = + obtizngjsi, nikoli elementdrnf).  14. Konverguje absolutné. (Srovnejte s > , a
WlosZ R
ovéite, ze tato fada konverguje.)  15. Konverguje absolutné pro |z| < 1, jinak diverguje.  16.

Konverguje absolutné pro x = 0, jinak konverguje neabsolutné.



TEST CfSLO 1 - PRVNI VERZE
1. Zjistéte, pro které hodnoty a > 0 a m € Z konverguje fada

(o0 km
(17 bodi) S —
; (02 + )"

Reseni. Ziejmé jde o fadu s kladnymi ¢leny. Zkusme pouzit odmocninové kritérium.

km (W)m k—oo0 { % a > Oa
k % = B 1 —
(012 + %) o 4+ A +o00 a= 0.

Z limitntho odmocninového kritéria tedy plyne, ze pro o > 1 (a libovolné m) fada konverguje,
zatimco pro « € [0, 1) (alibovolné m) fada diverguje. O tom, co se dé&je, pokud o = 1, odmocninové
kritérium nic nefika.

oo
Pro o = 1 mé nae fada tvar > & —%- Vime, Ze lim (1 + %)k =e, a tedy
k=1 (1+E) k—o0
k"ll 1
()
| k2= — € (0,00),
W~ € (0

oo

a tedy naSe fada konverguje, pravé kdyz konverguje fada »_ k™. Ta oviem konverguje, pravé kdyz
k=1

m < —1.

Zavér: Rada ze zadani konverguje, pravé kdyz o > 1 (a m je libovolné), nebo a =1 am < —1.

2. Spoctéte limitu
lim ([\/271]2 + sin® n) - (Vn3 +2n — V/n3 + 5n) .

n—00

Hranaté zéavorky oznacuji celou ¢ast ¢isla. (17 bodu)
ReSeni. Limita je —2. Postup stejny, jako ve druhé verzi.

3. Spoctéte limitu
1 n
lim ((L/_ - —) .

n—o0 2

Véty (a/nebo definice), které pouzivate, zformulujte a jejich uziti podrobné vysvétlete. (16 bodu)
ReSeni. Limita je 0. Postup a zdivodnéni analogické, jako ve tieti verzi.

TEST CiSLO 1 - DRUHA VERZE
1. Zjistéte, pro které hodnoty o > 0 a m € Z konverguje fada

oo km
(17 bodit) > ——
Reseni. Rada konverguje, pravé kdyz a > 1 (a m je libovolné), nebo a = 3 a m < —1. (Postup
stejny jako v prvni verzi.)



2. Spoctéte limitu
lim ([3v/n]?> 4 10sinn) - (\3/ n3+n— y/n3+ 15n) :
n—oo

Hranaté zdvorky oznacuji celou ¢ast ¢isla. (17 bodu)
Reseni. Vyraz, jehoz limitu pocitdme, nejprve upravme.

([3v/n]? + 10sinn) - (%/n3 +n— Vnd+ 15n)

(B 4 10sinm) . (/B i 1sn) . (YnE+ )%+ (V3 +n) - (Vnd +15n) 4 (Vn® + 15n)?
= BVl + 10sinn) (\/ tn= V) +15) (V3 +n)2 + (V/n®+n) - (Vn? + 15n) + (V/n?® + 15n)2
n — 15n
(VN3 +n)2 + (Vn3 +n) - (V/n3 +15n) + (V/n3 + 15n)2
—14n - ([3y/n]? + 10sinn)
2 (1422 + Q1+ 52 (1+ B)+ 1+ 8))

[3v/n)? inn
4. e
R+ B2+ @1+ ) - QL+ B+ i+ 2309

sinn

= ([3\/5]2 + 10sin n) .

Jmenovatel zlomku ma ziejmé limitu 3. Déale, lim = 0, nebot lim % = 0 a sinn je omezend

2 n—o0 n—o0
posloupnost. Zbyva spocitat lim % Podle definice celé ¢asti plati:

n—o0

Bva—17 _[BYaP _ (v

Vyraz na pravé strané je roven 9, vyraz na levé strané

9n — 6 1 6 1
Im-byntl_g 6  Lasog
n N
a tedy dle véty o dvou policajtech dostdvame lim [3{?]2 = 9. Limita ze zadani je tedy rovna

n—00
—14.9 _ —49

3
3. Spoctéte limitu
1 n
lim ({’f - —> :
n—00 7
Véty (a/nebo definice), které pouzivate, zformulujte a jejich uziti podrobné vysvétlete. (16 bodu)
Reseni. Limita je 0. Postup a zduvodnéni analogické, jako ve tieti verzi.

TEST CfSLO 1 - TRETf VERZE
1. Zjistéte, pro které hodnoty a > 0 a m € Z konverguje fada

o0 km
7 bodi K
(7 bodw 2 ar by

Reseni. Rada konverguje, pravé kdyz o > 1 (a m je libovolné), nebo a = 1 a m < —1. (Postup
stejny jako v prvni verzi.)



2. Spoctéte limitu

lim ([57\/5]2 + cosTn) - (Vn3 +10n — v/n3 + 5n) )
n—o0

Hranaté zdvorky oznacuji celou ¢ast ¢isla. (17 bodu)
ReSeni. Limita je 5-19-57 = 5415. Postup stejny, jako ve druhé verzi.

3. Spoctéte limitu
1 n
lim ({’/_ — —) .
— 00 5

Véty (a/nebo definice), které pouzivate, zformulujte a jejich uziti podrobné vysvétlete. (16 bodi)
Reseni. Jsou alespoii dvé moznosti. Kurzivou napsané véty ¢ definice je tieba zformulovat
(a vysveétlit pouziti - kterd ¢isla v tomto konrétnim piipadé odpovidaji ptislu§nym pismenkum v
obecné vété).

1. MOZNOST: Vime, ze nli_)nc}o /9 = 1 apFitom /9 > 1 pro viechna n. Z definice limity (v obvyklém

tvaru pro € = —=) dostavame, Ze existuje takové no, ze pro viechna n > ng plati 1 < V9 < 1+ L
10 10

To znamend, ze pro n > ng plati 0 < 2 VI — & < 10, a tedy 0 < ({L/i— %)n < (19—0)". Dale
vime, ze lim (%)n = 0 (geometrickd posloupnost s kvocientem z (0,1)), a tedy limita je 0 z véty
n—oo

o policagtech.
2. MOZNOST: lim ¢ ((L/_— %)n = lim {Y9-1%= %, protoze vime, Ze lim /9 = 1. Plati % <1,
n—oo n—00

n—0o0 5

o0

a tedy podle limitniho odmocninového kritéria fada (C/g — %)" konverguje, a tedy limita ze
n=1

zadani je 0 podle nutné podminky pro konvergenci rady.

VII. SPOCTETE LIMITY NEBO DOKAZTE, ZE NEEXISTUJI

1. Jig (OO0 9l =80 3. fim 1= 4. lim %2 5. lim sin(e—%)
- T ‘ 3w2—8w+15 e 2 r50 T : P 1—2coszx
in 5 in 3 in . 1+sinz— : 2 sin> +sinz—1
6. };1_1)% : :m.asv ‘ 7. 111% zln gi 8. il_r)r(l) l—l—sisnpi—gg:zw 9 a;ll_I)Il% 2s§n2 ww—3ssinwa:+1
. Vitz—+/1—z Vz2— ¥x+20 . (14mz)"—(14+nz)™
10. aljl_l;I%) W 11. hm ﬁﬁ 12. aljl_l;I%) z2 s (m,'fl S N)
13. lim stz tode’=n (¢ N) 14. lim 2E2=l g5, Jiy VAFer= VIR o, e N a,b € R)
z—1 z z—0 z z—0 ,
: " —1 : : 1 T
16. k_}ml Ty (m,n €N) 1T. 11_)1111([33] —z) 18. il_r)%x [z]  19. ilg(l) WA BTy
20. lim \/W—\/cm 21. lim log(cos ax)
C 250 sin? z—0 log(cos Bx)
VYSLEDKY A NAvoDY. 1.6 2. 3.5 4.1 5. % 6.2 T. 5, pokud B #0. 8.
5> pokud p 7é 0. 9.-3 10. g 11 52 12, gmn(n—m) 13. in(n+1) 14. 1 15.
% 16. 17. Limita neexistuje (zleva —1, zprava 0). 18.1 19. % 20. — & 21.

O‘—2 okudﬂ#O



\ VIII. SPOCTETE NASLEDUJICI LIMITY: )
xT s
1. lim ( z+2 ) 2. lim (;"’1) 3. hm (1 + )COtg 4. lim (iﬁ) sin® @

z—o00 \ 2T+1 I—00 z—0 \ ltsinz

5. lim log(a” —o+1) 6. lir%x-\/\cosg\ 7. limW
r—r

x xr xr l .
8. lim (sinlog(z 4+ 1) —sinlogz) 9. lim (&H2+<)> (q,b,¢>0) 10. lim Spe=cose

T—r00 z—0 e ] (m_Z)2
i inz— 1 3 : tg(1 —arctg(1—
11. lim Snz=cosz 19 iy g (% _ arcsin —Z ) 13. lipy 2rete(i+e)—arctg(1-z)
T 7 (33—%) T—+00 Vz2+1 20 T

1

14, lim Jtarsing 15, Jim <1+$'2”)’”_2 16. lim log(1+27) -log(1 + %)
T—>T00

01:1:+Sm:1; 2z -0 1+x-3%

17. lim sin(sin(sine)) k18, lim (cosvz+1—cosy/z—1), 19. lim tg2z-tg (% —2)
) T—00 w—)%

z—0 cos( ZcosT

20. Najdéte a,b € R, aby platilo lim (\/a:z —zrz+1—ax— b) =0.
T——00

VYSLEDKY A NAvODY. 1.0 2.¢3 3.e¢ 4.1 5. 6.0 7.2 8.0 9. Vabe 10.

’ 2
Limita neexistuje. ~11. +oo 12.1 13.1 14.13* 15.2 16.3log2 17.0prok > 1

2
4 pro k =1, 400 pro k < 1 liché, neexistuje pro k < 1sudé. 18.0 19.1 20.a=-1,b=

IX. VYSETRETE SPOJITOST A NAJDETE DERIVACI FUNKCT

1
1.z 2.(2)° 3. (sinz)®" 4. arctg (tg®«) 5. arcsin(sinz), 6. logarccosz

7. zarcsin | /%5 +arctg /T —/z 8. arctge” — log 62%11 9. arctg V22 — 1 — \}%—f—l

1

. In |z]
10. (arctg 7)™ 11, f(z) =1 © 70
1 z=20
12. Spoctéte limity a) li , (@>0), b) lim (z+ e””)%.
T—a r—r

VYSLEDKY A NAVODY. 1. f je definovdna a spojitd na (0, 00), lir(r)1+f(a:) =1, lze tedy spojité
z—

dodefinovat na [0, 00). f'(z) = z*(logx + 1) pro > 0. Po dodefinovani plati fjr(O) = .2,
f je definovéna a spojitd na (0, 00), wl—i>I(I)1+f(x) = 400, nelze spojité rozsitit. f'(z ( )%
(logz — 1) pr z > 0. 3. f je definovana a spojitd na J (2km, (2k 4+ 1)~). hm f( ) =
w_)(zl’igrfl)ﬂ_ f(z) = 400, 1ze tedy spojité rozsifit na kLeJ (kQGkZW (2k 4+ 1)m). f’(:c) = (sinx)cosw .
% — sinzlogsinz) pro = € U (2km, (2k + 1)7). Po dodefinovani je f! (2k7) = 1. 4. f

je definovdna a spojitd na |J (—% + km, 5 + km). 1111_|1_k f(xz) = §, lze tedy spojité rozsifit
kezZ T

na R f'(z) = % pro z z definini¢niho oboru f; po dodefinovani je f/(§ + km) = 0,

neboli uvedeny vzorecek pak plati na R. 5. f je definovdna a spojitd na R. f/(z) = 1 pro

z € (— % +2km, 2 +2kn), f'(z) = —1 prox € (% +2km, 3w +2km), fL(E+2km) = (=2 +2km) =

1, f+( + 2k7r) = fl(-5 +2kn) = -1 (k € Z). 6. f je definovdna a spojitd na (—1,1),

_ _ 1 _ . z
wl_l)I{l_ f(z) = —oc0. f(x) = ~ recoszi=oT Pro T € (-1,1), fi(=1) = —oo. 7. f je definovéna

a spojitd na (0, +o0). f'(z) = arcsin, /%5 proz >0, f1(0) =0. 8. f je definovdna a spojitd
na R, f'(z) = ;2—:_11 prz € R. 9. f je definovdna a spojitd na (1, 0), lim f(x) =0, Ize tedy

$logw

oot pro z > 1, po dodefinovani je f+( ) = 400.
o

spojité rozsitit na (1,00). f/(z) =



10. f je definovdna a spojitd na (0,1), li%1+f x) = 1, lze tedy spojité dodefinovat na (0, 1).
r—r

(
f'(z) = (arctg z)desine . (105?T;%$ + (1;3“;2?)5;’1&“) pro z € (0,1), f' (1) = 400, po dodefinovani je
fi(0) = —oo. 11. f je definovana a spojitd na (—oo, —1)U(—1,0)U(0,1)U(1, 00), lin%) flz) =1,
z—
wl—lf{l— f(z) = w_l)lngf(x) =0, ml_l)I{lJr = w_l)linl_ () = +00. Funkce f lze tedy rozsifit na celé R
tak, ze bude spojitd vSude kromé bodu £1, a navic bude spojitd v bodé 1 zleva a v bodé —1
1
zprava. f'(z) = —eTslel . m pro z # 0,£1. Po dodefinovani je f} (0) = —oo, fL(0) = +oo0,
fL(1)=fi(-1)=0. 12.a)a%(loga+1),b) e’

X. PRIKLADY NA PRUBEH FUNKCI

f@)= 2 2. fl@)=aV1-2? 8. fla)=VaP-—2?—az+1 4. f(z)=Vs2-Z
Fx) = Va? — YT+ 1 6.f(x):§§ﬁ 7. f(z) = (z+ 1)} + (z — 1)} 8.f(x):|m—|\—/15|
f(z)

12. f(z) = exp(—x* + 3z —7)

VYSLEDKY A NAVODY.

1. 2.
3
1
x=-1 x=1
2
X
o5 /// [V22,172] x=1
N
3 2 1 1 2 3 0.5 0.5 i
1 |
x=-1 [42/2;1/2]// -0.5
-2
-1
-3
3. 5
3
7.

x=-1




Reseni piikladu X /6 — priibéh funkce f(z) = z:fl;

1. Dy = (—o0,—1) U (1,00), f je spojitd na svém defini¢nim oboru. Navic zfejmé f(z) > 0 pro
z>—-1a f(x) <0proz< —1.

2 A fe) = oo, I flw) = —eo, Jm_Jlw)=—co, Tm, = oo
2 3 2
3. Pro z € Dy plati: f'(z) = % (m_2)(é3121”§2+4m+12). VySetfeme znaménko derivace. K tomu

nejprve vysetieme funkci g(z) = 23 + 222 + 4z + 12.
Tato je spojitd na R, stejné jako jeji derivace. Plat{ ¢’(z) = 322 + 4z + 4. Diskriminant této
funkce je 42 —4-4-3 = =32 < 0, tedy ¢'(x) > 0 pro vSechna z € R, a tedy g je rostouci na R.

Protoze lim g¢(z) = —oco a lim g(z) = +oo, mé funkce g pravé jeden reilny kofen. Oznaime
T——00 T—+00
ho a. Protoze g(0) = 12 > 0, je @ < 0. Pro pfesnéjsi uréeni si povsimnéme, ze g(—2) =4 > 0
ag(—3) = -9 <0, atedy a € (—3,—2). Analyzou znaménka f’(z) a pouzitim véty o vztahu
derivace a monotonie dostaneme tabulku:
z | —oo a -1 0 2 400
f(z) | =00 A fa) N\ —oo || +00 N\ 8\ § S +oo
f(z) | + 0 - -0—- 0+

Jesté miZzeme alespoii zhruba odhadnout f(a). Plati f(—2) = -2 € (—4,-3) a f(-3)=-32 ¢
(—4,-3). Mame tedy f(e) > —4 (dokonce f(a) > —min(%},53)). Urcité vime, ze f(e) < 0
(protoze o < —1). S libovolnou pfesnosti ho muzeme odhadnout nésledujici metodou. Ziejmé
obor hodnot funkce f je (—oo, f(a)] U [3,+00), a tedy pro libovolné ¢ < 0 mdme f(a) > c,
pravé kdyz f nabyvd hodnoty c. Zkoumejme tedy rovnici f(xz) = c¢. Ta méa feSeni, pravé kdyz
P.(z) = z* — cx® — ¢ + 8 m4 ndjaky kofen. Ptitom P.(r) = 423 — 3cx? = z?(4x — 3c). Odtud
vidime, %e P, m4 globdlni minimum v bodé z = 3c. Spoétéme P.(3c) = —2ZLc* — ¢ + 8. Protoze
pro ¢ = —3 vyjde P.(3¢) > 0, je f(a) < —3 (ve skutecnosti je f(@) (jedinym zdpornym) kofenem
rovnice P.(2¢) = 0). Ndm mize stacit, ze f(a) € (—4, —3).

4. Pro z € Dy je f'(x) = —6:1;(:1;4(;32—T_I)136m3+8). Abychom zjistili, jak je to se znaménkem f”,
zkoumejme nejprve funkci h(z) = z* — 2z — 1623 + 8.

Plati: A'(z) = 423 — 2 — 4822, /' (x) = 1223 — 962 = 12z (z — 8).

Tedy: h' roste na (—oo, 0], klesd na [0, 8], roste na [8, +oc0]. Mame h'(0) = —2, a tedy A’ < 0 na
(—00,8]. Protoze h'(8) < 0 a wgrfoo h'(z) = 400, ma funkce A’ jediny kofen 3, a plati pro ngj
B> 8.

Tedy: Funkce h klesa na (—oo, (] a roste na [, +00). Plati h(0) =8 > 0, h(1) = -9 < 0, h m4
tedy koten v € (0,1). Protoze h() < h(1) < 0, mé funkce h jesté jeden kofen § > (. Z vyse
uvedenych faktii o monotonii jsou 7, d jediné dva kofeny funkce h. Nyni mizeme doplnit tabulku:

z | —oo a —1 0 B 2 ) +o00
f(@) | —oo & fa) \y —oo || 400 e 8Ny f(B) \« & & f(8) S +o0
f'(z) | + 0 - -0 — f'(B) — 0 + f'(8) +
£ (=) | - - - +0- 0 +++ 0 -

Jesté muzeme zjistit, ze § € (16,17), f(8) € (0,4) a f(7) € (2,8).
5. Funkce f m4 v 400 i v —o0 asymptotu y = .
6. Graf:




TEST CISLO 2 — PRVNI VERZE
1. Spoctéte limitu:

(17 bod) lim (\/3:2 Yot l—z— 2)95

T—>+00

ResSeni. Podle definice obecné mocniny mame:

(\/$2+6x+1—x—2>w=exp(a;-log(\/x2+633+1—33—2>)

Nejprve upravme argument logaritmu:

6z + 1 6+ 1
V2 +6z+1—z—2= T - z _9.
Vel +6z+1+2 1+84+ 1 41

Odtud vidime, ze limita tohoto vyrazu pro x — 400 je 1. Navic tento vyraz na néjakém okoli
400 nenabyva hodnoty 1, a tedy s pouzitim véty o limité slozené funkce a vzorecku lin% logy — 1,
y—r

y—1
dostavame:
log (Va2 +6z+1—xz—2
i 08 (Ve 6o ? ):1,
g=too 2?4+ 6r+1-—x—-3
a tedy

lim x-log(x/x2+6x+1—x—2>: lim x-(\/a:2+6m+1—3:—3>

T——+00 T—+00
. 22 +6z+1— (x+3)2
= lim z-
g=too r?2+6r4+14+2+3
. —8
= lim zx-
g=too r?2 +6r4+14+2+3
-8 -8

~ lim " ]
ot 1464 Lp143 2

Protoze funkce exp je spojitd v bodé —4, plyne z véty o limité slozené funkce, ze pivodni limita
s o—4 1
jee ™ = 4.

2. Spoctéte derivaci (véetné jednostrannych derivaci) funkce f ve vSech bodech, kde existuji.

.y 3 1\2
smm-r— —|- COST — —
4 2

. x? + 3z
lim z-log ———
r—+00 .CE2 + 15

(17 bod) fz) =

3. Spoctéte limitu:

Vsechny véty, které pouzivite, zformulujte a jejich pouziti podrobné vysvétlete (zvl. u véty o
limité slozené funkce). (16 bodu)



TEST CISLO 2 — DRUHA VERZE
1. Spoctéte limitu:

(17 bodu) lim (\/3:2—|—4317—2—317—1)3c

T—>+00

2. Spoctéte derivaci (véetné jednostrannych derivaci) funkce f ve vSech bodech, kde existuji.

(17 bodu) flz) =

Reseni. Funkce f je ziejmé definovand a spojitd na celém R. V bodech, kde vyraz v absolutni
hodnoté je rizny od 0, tj. pokud cosx # i%, tj. pokud x # 7 + k%, k € Z, pak miZeme psét:

=g 2 (sme )
CcoS x—§-2 smr — —— | -cosx

1 1)?
f'(z) = sgn ((:052:13 - —) -2cosx - (—sinz) - (sinm - —> +
2 V2 V2
1 1 1 1
=2coszx (sina: - ﬁ) sgn (cos2x — 5) . <— sinz - (sinx - ﬁ) + (cos2a: — 5) )
9 ( 1 ) 1 _ 1 N 1
=2cosx (sinx — — |sgn|cos“x — = | - | —sinzx - | sinx — — — —sin’z
\/§ 2 \/_ 9
2
1 1
=2cosx (sina: - ﬁ) sgn (cos2x — 5) . (— sinx — (— +s1nx)>

pcoss (sine - J2) wen (soa - 3) - (st )
= —ZCOoOSxT | Sy — — Ssen { CoOs™  r — — . SIN T e
) ® 2 V2

Zbyv4 vysettit body 7 + k5 pro k € Z. Protoze f je spojitd, muzeme derivace v téchto bodech
zkusit pocitat jako limitu derivace. Je tedy ziejmé, ze

(5 + 2km) = lim fl(z)= f'Gr+2km)=lim f'(z)=0(keZ)
z—>4+2k7r x—)%vr—i—ka
Podobné
f_ﬁ_(—% + 2km) = lim f(z) =2, f'_(—% + 2km) = lim f(z) = -2,
g—— T +2kn+ w—— T +2km—
f'+(—27r + 2km) = lim f(z) =2, f'_(—%w + 2km) = lim fl(x)=-2
m—>—%7r+2k7r+ m—)—%'/r—i—ﬂmr—

V posledné jmenovanych bodech tedy neexistuje oboustranna derivace, protoze prislusné jednos-
tranné derivace jsou ruzné.
3. Spoctéte limitu:
5 .22 -9z +8
32—11—{1—100 T - Sln W

Vsechny véty, které pouzivite, zformulujte a jejich pouziti podrobné vysvétlete (zvl. u véty o
limité slozené funkce). (16 bodu)



TEST CISLO 2 — TRETI VERZE
1. Spoctéte limitu:

(17 bodu) lim (\/3:2—2317—1—3174—2)3c

T—>+00

2. Spoctéte derivaci (véetné jednostrannych derivaci) funkce f ve vSech bodech, kde existuji.

silr12av—1 - | cosx — @
4 2

. 22 132442
lim z-|e =+13 —1

T—>+00

(17 bodu) flz)=

3. Spoctéte limitu:

Vsechny véty, které pouzivite, zformulujte a jejich pouziti podrobné vysvétlete (zvl. u véty o
limité slozené funkce). (16 bodu)
Reseni. Plati:

2 — 13z 4 42 e~ BT
im DR gy 2t e g
podle vét o limité souctu, soucinu, rozdilu a podilu. Navic
2
x4 — 13z + 42 z—6)(x—T7
:( I )%Oprom>7.
x3 + 153 x3 + 153
Dale vime, ze 1iH(l) % =1, a tedy jsou splnény piedpoklady véty o limité sloZené funkce, a proto
y—r
plati:
22 132442
I e =3+153 — ] 1
im =1,
T—+00 %

a tedy dle véty o limité soucinu mame

22 _13z+42 2_13 492 1— 13 + 42
Iim z-(e =3+153 — 1) = lim z- i Tt = lim —=2& 2 —1
z—+00 z—+00 3 + 153 z—+oo 1 4 183

podle vét o limité souctu, soucinu, rozdilu a podilu.

Véta o limité slozené funkce: Necht lim f(x) = b, liné g(y) = c a existuje P prstencové okoli bodu
T—a y—

a, ze pro z € P je f(x) # b, pak lim g(f(z)) =c.
T—a

V nagem piipadé bylo: f(z) = %; a=400,b=0,P=(7,4), gy) = &=L, c=1.



XI. DALST PRIKLADY NA PRUBEH FUNKCf
1. f(z) = arctg 28 2. f(z) = arcsin 7 3. f(z) = arccos

4. f(r) = arcsin(cos? x)

27+ B
5. f(z) = % *6. f(z) = a\r/c%‘” *7. f(z) = /2 arctg %
*8. f(z) = arcsin(%arctg\/l —x2)  *9. f(x) = |arctg == ‘”\‘//__ 7
10. Dokazte, ze e* — 1 — x — % 2’ > 0 pro vSechna x € R

11. Dokazte, ze funkce sinx — x —|— Je rostoum na R.

12. Urcete pocet inflexnich bodu funkce e® + ax3 v zavislosti na a.

13. Urcete pocet redlnych kofenu rovnice (v zavislosti na parametrech):

a)r3+3ar+1=0,b) 2> +pr+q=0,c) logz = kz,d) z° — 5z = a.

VYSLEDKY A NAvODY. 10. Ukaite, ze f(* > 0 = f" roste = f” > 0 = f’ roste = f > 0.
11. Ukazte, ze f"”" > 0 = f" roste = f' > 0 = f roste. 12. 1proa >0, 2 pro a € (—¢,0),
Oproa < —gneboa=0  13. a) 1pr0a>—%,2proa:—¢,3proa<—%;b) 1 pro

3/ 3Y/¢? 3Y/¢2

7 ,2prop=— 71 ,3prop < — %.c)Opr0k>%,lprok:énebok§0,2pro
k€ (0,1); d) 1 pro |a| >4, 2 pro |a| =4, 3 pro |a| < 4.




