I. SPOCTETE NASLEDUJICI LIMITY (POMOCI L'HOSPITALOVA PRAVIDLA CI JINAK):
: hx— t 3tgd4x—12¢ : tgx—1 Jtgz—1
1. lim coshz—cosz 9 iy BT g iy BE ST 4 iy ZEEIT 5 lim 8T —

20 2 70 T—Sinz z—0 3sindz—12sinz P P 2sin2 z—1
. x(e®4+1)—2(e”—1) sin » . cos(sinz)—cos
6. lim, 7 O I L
. - cotg(z—a) \/_
10. alﬂl_I)I}z(tg—a> 11. x1_1)1(1)1+7( Vaarctg /% — barctgf),a>0,b>0
a 41
12. lim “=2-,a>0 13. lim <(a:+a) E —x1+m>
T—a T—+00
14. lim ({”/x3+x2+x+1—\/x2+m+lw)
T—+00 z
VYSLEDKY A NAvOoDY. 1. 1 (Lze i bez 'Hospitalova pravidla. coshz = %) 2.2 3.
-2 4. 4”7:24 (dosazenim, I’'Hospitalovo pravidlo neni tfeba, a navic ho pouzit nelze) 5. % (Lze
i elementdrné - pomoci rozsiteni a pfevedeni na limitu v 0.) 6. % 7. %log a,a>0 8. -2
9. % 10. exp(m), a # 5 + km, k € Z (neni t¥eba I'Hospitalovo pravidlo, pokud zname

vzorecek pro tg(x —y)) 11. 3a£ 12. a%(loga — 1) 13. a (Vytknéte vhodny ¢len a alespori
zpoéatku pouzivejte elementdrni metody vypoctu limit.) 14. —% (PHospitalovo pravidlo neni

tieba. UkaZte nejprve, Ze 1ze vynechat zlomek 71“(‘3:”)

, a pak spoctéte pomoci vhodného rozsiteni.)

IT. SPOCTETE NASLEDUJICI LIMITY POMOCI TAYLOROVA VZORCE

—x

1. ;};1—% % 9. }JI_I,% % 3. wggloo (\6/376 T2 — /z6 = $5)
—_1_ ih et +a" -2 ; 11
4. lim 23 (Ve +1+vz—1-2y7) 5. lim ¢42,—=2 (¢ > 0) 6. lim (3 — 77)
2 1 s 1 (1 : 3 2 1
7. mgl—il—loo (m—x ln(l—l—;)) 8. il_r)r(l);(;—%) 9. mEI—iI—loo ((m —x +%)ew —\/x6+1)
10. Najdéte n € N, aby limita a) lim ‘8Ene)=sintee) =y iy QFe)T=1 0§y, cose—cos(ige)
x—0 z x—0 T x—0 T

d) hm M byla koneénd a ruzné od 0, a spoctéte tuto limitu.

11. NaJdete a,b € R, aby lim v—(atbeosz)sinz _

z—0 z?
12. Najdéte a,b € R, aby lim 2=¢812=bt8e _ ( 4 gpoitate lim Z=asine=btee
z—0 z z—0 z

V\?SLEDKY A NAvopy. 1. —% 2.1 3. % (Ize i elementdrng, pomoci vhodného rozsfienf)

4. — 3 (lze i elementarné, pomoci dvojiho Vhodneho rozsiteni, takovy postup je pocetné nirocnéjsi)

5. log a 6.0 7.3 8.1 9.1 10.(a)n =7 limitaje 55; (b) n = 2, limita je 1; (c)

n T 4, limita je %; (d) n =1, limita je §. 11l.a= %, b= —% 12. a = 2 b= 1 , limita vyjde
20

I11. VYJADRETE PRIMITIVNI FUNKCE POMOCI ELEMENTARNICH FUNKCI
NA MAXIMALNICH INTERVALECH EXISTENCE \
3 17 T 8z 1 3 (1—=)
1. [z +2z+ Ldz 2. [ 18e” +16€%* — ~+3cosxdr 3. [V1=3zdz 4. o dz

5. mde 6. [oipeosads 1. [z dr 8. [grds 9. [eoigrds
10. [Vabdz 11. [|cosz|dz 12. [arcsinsin —#2-dz 13. f2m+1 5 g 14, fe a1 g,

i) 10° e F1
15. [tg®zdz 16. [cotg®zdz 17. f2+3 5 18.fsin rdr 19. [cos*zdz 20. I%
d d d
21. f—1+”f1$2 dz 22. f—1f$4 dz 23. f—wlogmlgglogm 24. ﬁ 25. ﬁ 26. f:ce”” dz

27. [logzdz 28. [arctgzdr 29. [#22dz  30. [e®@cosbrdr,a,b€R 31. [2%logzdz
32. [2ilog’rdzr 33. [eV®dr 34. [log(z+V22+1) dz



VYSLEDKY A NAvODY.  Vysledky jsou uvedeny ,a# na konstantu“. 1. jz* + 2% + 16log|z|
na ( 00, 0) a na (0, oo) 2. 18¢” + 2e87 — log\x| + 3sinz na (—o00,0) a na (0,00) 3. —3(1—
3z)i, naR 4. ~ Va2 + xs - —xs na (—o0,0) ana (0,00) 5. 99(1i$)99 - 49(;@98 +

W, na (—oo, 1) a na (1,oo) 6. isin®z na R 7. —%e‘”ﬁ na R 8. —log|cosz| na

kazdém z intervald (—5 + km, 5 + kn), k € Z 9. log|sinz| na kazdém z intervala (km, (k +

D), k€Z 10. i[z|-2%, naR 1l.sin(z—m-[2+1])+2-[£+1],naR 12. F(z) =

( 2log(1 + %) + m(zg — 1) +4log T+ T € [—00, —x3]
—7m(z + 1) — 2log(1 + 2?) + 4log( x1) T € [—xq, —x1] P =
3 2log(1+ 2?) x € [—x1, 2] a $2:4+m,naR 13.
m(z — z1) — 2log(1 + %) + 4log(2z1)  z € [z1, 72)] 4
[ 2log(1 +2?) + m(zg — x1) + 4log 2L x € [29, 0]
_10.5—;1(1;?5211-%22_”0857 na R 14. %62$ —e* 4+ 2, na R 15. tgzx — x, na kazdém z intervala
(-3 + km,5 +km), k € Z 16. —cotgz — z, na kazdém z intervali (km, (k + 1)7), k € Z
17. 2 ‘/_, na R 18. 5 — %sian, na R 19. %x + —smmcosa: + 3 sm:vcos?’x na R

V6
20. ;tg(«2®), na kazdém z intervalt (3/—35 + km, {/5 +km), k € Z  21. %log( + 4x2), na R

22. 7 arctg(z?), na R 23. log|loglogz|, na (1,€e) a na (e,0c0) 24. 10g|tg%‘, na kazdém z
intervalu (k7, (k+1)7), k€ Z 25. —log |tg(§ - %)‘, na kazdém z intervalt (=5 + km, 5 + k),
keZ 26. (x—1)e*naR 27. zlogz —z na (0,00) 28. rarctgx — —log( + 2%) na R

29. —1e7®. (sinz + cosz), na R 30. % - (acosbz + bsinbr) na R, pokud a? + b* # 0; =
na R, pokuda=b=0 31. ””11:: . (loga: — H%), na (0,00) pro a # 1; %1112 x, na (0,00) pro
a=-1 32. 4374111 z — s2*lnz + 552, na (0,00)  33. 2V . (y/z — 1), na (0,00) 34.

zlog (z+Vr2+1) —Vz2+1,na R

. . IV. SPOCTETE PRIMITIVN{ FUNKCE
1. [£=2de 2. [2,=2dz 3. fwg fg;ﬁrﬁw dz 4. f—;ﬂ -dz 5. [
d f o +z—1
6. [ @ 1oz pomoci z =tgy 7. mmsfrl dz 8. [ (w2+3$+4)2
9. Pro jaky vztah mezi parametry a, b, ¢ € R je primitivni funkce k funkci f raciondlni, je-li

— az’+brs d 1—z d
f@) = St 10 [ iiem 1L [Vim s 12 /Y 18 maves

4_|_1

1—yat1 VEFl-Vz—1 x
4. [ =y ds 15 f\/m—+\/—(d:ﬂ )16. [ ooiiyde 17. f1+ew do  18. [ 55—
7 _ _ 2z+3) dx d 2
19. [ V2?2 -2z —1dz 20. [ iy 2L | 7= 22 [Va?-lds
/ i in2 d
23. f 1 _‘TZ dz 24. f Slr-}-ascl(;os; dz 25. f sin;£2gosa: 26. 2sinxz— g:os:c—l—f)

27. f (sin2 :c+2(:os2 z)? 28. f (2+cosw) sin x 29. f l—si—lgmwm dz 30. fsilnww-l-ccoos;cw dz

sin dz
31. f sin3 z+cos3 z dz 32. f sin? m+cos4 33. f 1+ecosm’ e>0 34. f a2 sin? £z+b2 cos2 z° a, beR




VYSLEDKY A NAVODY. 1. < }7 m—) 4log |z — 1], z € (—o0,1) nebo z € (1,400) 2.

(Z? %x%) —2log|z — 1| + 3log|z + 1|, z € (—o0,—1) nebo z € (—1,1) nebo z € (1,+0o0)
3. z + gloglz| — Jloglz — 2| + %iogm — 3|, z € (—00,0) nebo z € (0,2) nebo z € (2,3)
nebo z € (3,+00) 4. ¢log w(f;vli_l + @arctg 2”\”/%1, z € (—00,1) nebo z € (1,+00) 5.
flog%+§arctg(a:\/§+l)+% arctg(zv/2-1) 6. ﬁ-ﬁ-l arctgz 7. 323+ log(1+
T )—l—%log( 2 :E\/_+1)—@10g($2+$\/§+1) ‘/_arctg(2x ﬁ)—%arctg(?x—#ﬁ)
8. 1. 2et3 4 4‘/_ arctg 2Zt3 9. ¢ +2b+3c = 0  10. 6( u(3/2) — u(4/3) + lu(7/6) —

7  z243zx+4 ﬁ
Tu+ L/ — u(2/3)>, kde u =z +1, z € (-1,+00) 11. log‘\/—ﬁr”;\/—“l_m + 2arctg /172,
€ (-1,1) 12.log % — V/3arctg 2:‘;%1 + /3 arctg 2?/— kde u = ,Wﬁ, x € (—o0,—1)

nebo z € (~1,0) nebo z € (1,+00) 13.t= /372 14.t =Yz +1 15.t= /% 16.
log(e®*+1),z € R 17. e” —log(l+€*) 18. W log(vVz?2 +2x4+2—2—1),z€R
19. (a:—l)\/a:2 —2r—1-log|r —1++Vz2 -2z — 1|, 2 € (—00,1 —+/2) nebo = € (1+ /2, +0)
20. log £ t;it;'G + % arctg % — % arctg %, kdet=vx2+2x+4—z,x € R 21. argsinhz =
log(z + V2 —|— I)naR 22. 32v22 —1— 3 log|z + V22 — 1| na (—oo,—1) a na (1,40c0) 23.

2y1—2? + Larcsinz na (—1,1) 24. ] arctg sinz  25. a  26. substituce y = tg s  27.
substltuce y=tgr 28. substituce y = cosx 29. substituce y =tgz  30. substituce y = tg 3
31. a 32. substituce y =tgz  33. substituce y =tg 35  34. substituce y = tgx

V. VYPOCTETE NASLEDUJICI INTEGRALY

2
d
1.{|1—:E‘d.’13 2. f m,aé(o,ﬂ') 3. f 1+ecosx’8€[0’1) 4. f 1 V(- 2aw+a23;(1 2bz+b?)’

El 100w log 2
la| <1, bl <1,ab>0 5. ({az e W0 #0 6. [ /T—cos2zdz T, { ze ®dx

0
2 e V3 log 2 a
8. f:v2cosa:dm 9.f|log$|d$ 10. [ zarctgzdz 11. f Ver —1dx 12.fm2\/a2—a:2dx
0

e

rcsin /T d 2
13. f?/(:(—_mda: 14. f et 15 [(zlogz)® dx f °V1+3z8dz  17. f (2+Cosz)(3+cosm)
1
z .
18. f — Z+COS4 19. fe”” cos?2zdr  20. [sin®" zcos? zdx 21. [sRnz 22, fcos”a:cosna:
0 0 0 0
VYSLEDKY A NAvoDy. 1.1 2. 57— 3. \/12”—2, substituce ¢ = cotg Z 4. —Ilog ﬁ pokud

—b)219b - .
a=b, %log 14'\/‘/: pro a # b (napf. substituce y=1—-z at= ‘/((11_03%%) 5. bl (napf.

. 1—log 2 V3 1 4
t—tga:) 6.200\f 7._:_m 8. 4rn 9.2—5 10.§7r—7 11.2—% 12.1—67ra

13. ”72 14. 1log3 — %w 15. 5627_2 16. Hé—?)/i 17. %(4\/3 — 3V/2), substituce ¢ = cotg Z
18. 27/2, napf. substituce ¢ = tgz na (0,%) 19. 2(e" —1) 20. Vyjddiete sin a cos pomoci

exponenciely (i v dalsich p¥ikladech). ~ 21. 7 pro n liché, 0 pro n sudé  22. o




TEST CisLO 3 — PRVNf VERZE
1. Spoctéte (s vyuzitim Taylorova rozvoje):

1+ )" 1 1
(17 bodu) lim z?2 (M—l—kilog <1+5>)

T—+00

Reseni. Pro z — 400 plati:

1 1 1 1
1 log [14+2) == - — ).
(1) Og( +:c) x 2x2+0($2)

Rozvinme v Tayloriv polynom i prvni ¢len v zavorce:

1+ 4)° 1
7( +z) :l-exp<a:10g(1+—))=
e e x

2
11 1 (=25 + 52 0 () !
:]_ —_— JR— 2z 3z T o
+( 2x+3$2+0< 2) + : +o(
1 1 1 1 1 11 1
2 =1l—-—4+ =+ —S|=1-—+ = —
@) 2z * 32 +8x2 +O<x2> 2z * 2422 +0<x2>

Déame-li dohromady (1) a (2), pak vyraz v zdvorce (v zaddni) vyjddiime jako

1 1 n 11 1+ 1 1 1 + 1 n 1 5 n 1
B — — — == — 40— ol = | = ol =
2¢  24x2 2 \z 222 x2 2 2412 x2 )’

hledand limita je tedy 2.
2. Spoctéte primitivni funkci

(13 bod) /333—_8d
odu 22+ 2z + 65 o

3. Na maximadlnich intervalech existence vyjadrete nasledujici primitivni funkci pomoci elementarnich
funkci. Pokud pouzivate néjakou vétu o substituci, podrobné vysvétlete jeji pouziti.

/msin\/$2 +7dz

Vypocet ... 10 bodu, zduvodnéni ... 10 bodu.



TEST CiSLO 3 — DRUHA VERZE
1. Spoctéte (s vyuzitim Taylorova rozvoje):

z—0 12 e

1
1 1 @ 1
(17 bodu) lim (ﬂ —14 7 log(1 + :c))

2. Spoctéte primitivni funkci

3 +1
1 U e N |
(13 bodd) /a:2—2x+37 v

3. Na maximadlnich intervalech existence vyjadiete nasledujici primitivni funkci pomoci elementérnich
funkci. Pokud pouzivate néjakou vétu o substituci, podrobné vysvétlete jeji pouziti.

/(ac+1)cosx/a:2+2x+27dx

Vypocet ... 10 bodi, zdivodnéni ... 10 bodd.
Reseni. Integrand je funkce spojitd na R, a tedy m4 primitivni funkci na R. Nejprve integral
zjednodusme pomoci prvni substituéni metody. Vsimnéme si, Ze integrand je ve tvaru f(¢(x)) -
¢ (z), kde ¢(z) = 2% + 2z + 27 a f(y) = 1 cos/y. Funkce ¢ je spojitd a kladnd na R, m4 vSude
na R vlastni derivaci (¢'(z) = 2z + 2), f je spojitd na (0,+o00). Podle prvni substituéni metody
tedy nas integral prevedeme na integral

*) / % cos \/y dy.

Nyn{ pouzijme druhou substituéni metodu, provedme substituci ,y = 2z2“. Funkce 9(z) = 22 je
spojitd a mé vlastni nenulovou derivaci ¥’(z) = 2z na intervalu (0, +00) a zobrazuje tento interval
na interval (0,+oc). Podle druhé substitu¢ni metody muzeme tedy pocitat integral

1
/§COSVz2 -2zdz

na intervalu (0, 400). Na tomto intervalu je V2?2 = z, a tedy mizeme pocitat (s vyuzitim metody
per partes)

1
/Ecosvﬂ-2zdz:/zcoszdz:zsinz—/sinzdz:zsinz+cosz+C

na (0, +00). Nyni dosazenim ¢~'(y) = /y za z dostaneme (podle druhé substituéni metody), ze
integral (*) se rovnd
Vysin/y + cos/y + C, y € (0, +00).

Nakonec za y dosadime ¢(x) = x? + 22 + 27 a podle prvni substituéni metody dostaneme, Ze
integrdl ze zadani se rovna

Va2 + 22+ 27sin /22 + 22+ 27+ cos Va2 + 22 +27+C, z€eR



TEST ¢isLO 3 — TRETI VERZE
1. Spoctéte (s vyuzitim Taylorova rozvoje):

(17 bod) iy (LF )7+ cos (zv2) — 2

z—0 x3

2. Spoctéte primitivni funkci

3 — 31
13 bodt —d
(13 bod) /x2—2x+26 o

Reseni. Integrand je raciondlni funkce, jmenovatel je kvadraticky trojélen bez redlnych kofent,
Citatel ma stupen 3. Nejprve tedy vydélime polynomy:

x3 — 31 222 — 262 — 31 —222 — 83
2 —2x + 26 2 — 2+ 26 2 — 2z + 26

Primitivni funkce k funkci  + 2 je naptiklad %xz + 2z, zintegrujme tedy zbyly zlomek. Plati

—22x — 83 . —11(2.’1;—2) —105
22 —22+26 22—20+26 22—2x+26’

pricemz

/de:—lllog(ﬁ—%ﬁl—%)%—c

72 — 2z + 26
a
~105 d 105 d —1
/—dx:—105/ . / = 2larctg——— + C}
x? — 2x + 26 (x—1)2+25 25 (221)" +1 5

tedy hledand primitivn{ funkce je 122 + 2z — 11log(2? — 2z + 26) — 21 arctg ””T_l +CnaR
3. Na maximalnich intervalech existence vyjadiete nasledujici primitivni funkci pomoci elementirnich
funkci. Pokud pouzivate néjakou vétu o substituci, podrobné vysvétlete jeji pouziti.

/x?’ arctg Vz* + 7dzx

Vypocet ... 10 bodi, zdivodnéni ... 10 bodd.



VI. ROVNICE SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI
1. Naleznéte maximdlni feSeni rovnice y' = y prochézejici bodem (0, 1).
2. Pro diferencidlni rovnici yy’ + zy? = x naleznéte
(a) vSechna maximéln{ FeSen, (b) maximdlni feSeni prochdzejici bodem (1, 0).
3. Pro diferencidlni rovnici 3’ = y—2 naleznéte
(a) vSechna maximaln{ feSenf, (b) maximélni FeSeni prochdzejici bodem (1, 3),
(c) vSechna maximaln{ feSeni, kterd jsou na svém defini¢nim oboru omezena.
4. Pro diferencidlni rovnici y' = — (11++yw22)$
(a) véechna maximalni feeni, (b) maximalni Feseni prochazejici bodem (0, 1).

naleznéte

5. Naleznéte Fesenf rovnice y' = {/y2, které spliiuje y(—2) = —2 a y(0) = 1.
6. Naleznéte vSechna maximalni feSeni rovnice 3’ = “%%. UrCete mnozinu vSech bodt v R2, kterymi
procham pravé jedno feSeni definované na celém R.

7. Reste rovnici y (2 — e®) = —3e® tan y cos? y. Pro kterd A existuje Fesen{ s vlastnost{
lim y(z) - lim y(z)=A?
T—+00 T——00

NAJDETE VSECHNA MAXIMALNI RESEN NASLEDUJICICH ROVNIC

8. yy' = l_yh 9.2y +y=9y? 10.9' =10 1l.e¥(1+y)=1
12. 4 + }:zz =0,z € (—1,1) (*na zbylych intervalech) 13. y'sinz =ylny, y(3) =1
2
4. y' = 4%, y(0)=1 15. y—=zy' =b(1+2%/),y(1)=1 (b€ R)
VYSLEDKY A NAVODY. 1. y(z) =e% z € R 2. (a) singuldrnf fefeni y} = 1 na R, y3 = —1

na R; yi(z) =sgnz-vV1—e* naR y?(x) = —sgnz-vV1—e 2 naR; yl(z) =vV1—ce*, x€
(\/10@’ +OO), yg(x) =—-V1l- Ce_:CQ’ S (\/@’ +OO), yg’(.’lj') =v1l- Ce_w2’ S (—OO, _\/@)a
yiz) = —V1—ce ®*, z € (—o00,—/loge) pro ¢ > 1; yl(z) = V1 —ce * na R a y%(z) =
—V1—ce = naRproc<0ace(0,1). (b) Takové Fesen{ neexistuje 3. (a) ¥ = 0 na (0, +00),
y$ = 0 na (—oo, 0); dalsf FeSeni ddna vzoreckem yl (z) = =, ¢ € R\ {0}, j = 1,2, 3 definovéna na
intervalech: pro ¢ >0 y! na (—00,0), y2 na (0,1), y3 na (2, +00); pro ¢ < 0 ! na (—oo, 1), y2 na
>0), 92 na (0,+00). (b) y2,(2) = 15, = € (0,00). (c) Omezend jsou yg, Y3, ys pro ¢ > 0, y2 pro
c<0. 4.(a)yl(z) =tg(c—1log(1+2?)), z € (y/exp(—m + 2¢) — 1, \/exp(m + 2¢) — 1), y2(z) =
tg(c — %log(l + 2%)), z € (—y/exp(m + 2¢) — 1, —y/exp(—m + 2¢) — 1) pro ¢ > Z; y.(z) = tg(c —
slog(1+22)), z € (—y/e xp(7r—l—2c —1,y/exp(r +2c) —1) proc € (-=%,%). (b) y=(z) = tg(% -

Tlog(l + 2?)), = € (—\/exp(%ﬂ) —1,4/exp(37) —1). 5. Takové feSeni neexistuje. Vsechna

o . 0 x € (—o0,(]
maximdlni fesSeni jsou: y; = 0 na R; y,. = 3 5 proc € R y., =
Gz - )} z€(etoo)
0 z € (¢, +o0]
5 pro c € R;
(§(z—¢)s z € (~o0,¢)

wlout

(3(z—c))s @€ (—o00,0)

Yed =14 0 z € [c,d] proc,de R, c<d. 6.y.=log(sinz+c),z €R, proc>1;
(5(z —d)) € (d, +o0)

k _ . _ . . _ . 2
yr =log(sinz + ¢), x € (2km — arcsinc, (2k + 1)7 + arcsince), k € Z, pro ¢ € (—1,1]; {(z,y) € R* |
arctg(a(e® — 2)3) + kr  x € [log2, +00)
arctg(b(e® — 2)3) + kr 1z € (—o0,log?2)
pro a,b € R a k € Z. Hledanou mnozinou je interval (—m, 7). 8. y. = /3(x —22+¢), z € R,

2
pro ¢ < —z; yl’f/4:—€’/§-(x—%)3,a:€(— 00, 1); nebo z € (3,00); Y223 = {/3(x — 22 +¢),

x € (—o0 ,2—%\/14—40) neboxe(———\/1+4c,§—|— 2vV/1+4c), nebo z € (3 + 1v/1+ 4c, 00),
proc>—%  9.yy=1,2€R yoo =0, z € R; y2»? _1“,336( ,E)neboxe(%,oo),pro

c 6 R\ {0}. 10. y. = —log;o(c — 10%), z € (—c>o,10g10 c),proc>0. 11.y, =0,z € R;
yl = —log(1+e*¢),z € R proc € R; y2 = —log(l —e*¢), z € (—o0,—c), proc € R.  12.

wlot

y > log(sinz + 1) nebo sinx = —1}. 7. yapi(z) = {




z-sinc++vV1—2x2-cosc z € (—1,—sine
Y_s.=-Lze(-11);ys =1z € (-1,1) yc={ 1 i xEE—sinc,l) )

z-sinc++V1—2x2-cosc x € (sing, 1)

pI‘OCG(—éﬂ',—%);yc—{ .
1 x € [—1,sinc)
€e(-1,1). 13.yo=1,z€R yf=e®2 z € ((2k— 1), (2k+ 1)7), k € Z, pro c € R\ {0}.
Reseni rovnice s potatecni podminkou je yo. 14. yo =z, z € R; yX? = -1, 2 € (—00,0) nebo
€ (0,00); yg? = £, x € (—o0, %) nebo z € (%,oo). ReSeni rovnice s potateéni podminkou je
yi. 15. Prob=0: y. =cz, x € R, pro ¢ € R. Reseni rovnice s poééteéni podminkou je y.
Prob#0: yo =0, z € R y12 =b+ z € (—oo,—3) nebo z € ( 1 00). Resenf rovnice s
—b

pokud b < —1; y

» Pro c € (_gu %)3 Y-z = —T,

1—|—ba:’

pocateéni podminkou je yo, pokud b = 1; neexistuje, pokud b = —1; y!
T+b

pokud b € (—=1,1) U (1, 00).
2.

N

w




VII. VYSETRETE KONVERGENCI NEWTONOVYCH INTEGRALU

a) flmlog‘”dxb folm_log‘”dx 2. fo \/_—dx 3. fo i/édTw)f’ 4. follda:

1 Vzdz 5 logsinz B arcsin? (sin z)
5. f esinz 1 6. fO ex—cosaz 7. fO NZ) dz 8. fa sinz dz 9. fO smpa:cosqw

d d © d
10. fO sinqz(lfsinz)f’ 11. fl J:T’lr:lcqm 12. f2 a:f’lana; 13. f a:p(lna:)q(lnlna;)r

d oo gk 71— 0 k: in
14. fe—i—l wP(lnw)qa(Ulnlnw)T 15. fO l-als-wt dz 16. f02 .:T(T)st dz 17. fl $+:lnﬁ dz

18. [, z*arctg’ zdz  19. fO% z® (g—a:)ﬂthxda:

VYSLEDKY A NAvODY. 1. a) diverguje, b) konverguje 2. konverguje 3. diverguje 4.
konverguje 5. konverguje 6. diverguje 7. konverguje 8. konverguje, pokud «,f € R,
diverguje, je-li jedno z «, B nekonecné 9. konverguje, pokud p < 1 a g <1 10. konverguje,
pokud g < 1 ap < % 11. konverguje, pokud p > 1 a g < 1 12. konverguje, pokud p > 1
nebop =1& ¢ > 1 13. konverguje, pokud p > 1 & r < lnebop=1&¢>1&r <1
14. konverguje, pokud p > 1 nebop=1& ¢ > 1nebop=q=1& r > 1 15. konverguje,
pokud -1 < k <t—1mnebo -1 >k >t—1 16. konverguje, pokud m < 3 17. konverguje,
pokud k£ < —1 18. konverguje, pokud o < —1 < a+ ( 19. konverguje, pokud o + v > —1 a
f—v>-1

VIII. ZJISTETE, ZDA EXISTUJI LIMITY, A EXISTUJI-LI, SPOCTETE JE

1. lim — 24y’ o iy VEAIEL g syt 40 g M
z—0 \/m—l z—0 z?+y? z—0 T Fy? z—0 (@?+y?)z?y?
y—0 y—0 y—0 y—0
1
. T 2Ti? ) 1 ) 2,2 ) ) )
5. il_)r% G 6 ;I_I)% (1+z2y2)77+7 7. ig% m 8. ;I_I)I%) (z+y)sini sm%
y—0 y—0 y—0 y—0
9. lim 82 10, lim (22 +y2)* Y
z—0 T z—0
y—3 y—0
LZE NASLEDUJICI FUNKCE SPOJITE ROZSIRIT NA CELOU ROVINU ?
11, —2+y 12. —2Y 13. ¥’ 14, snzy

VYSLEDKY A NAvoDY. 1.2 2.0 3.0 4. Neexistuje — funkce neni definovand na prs-
tencovém okoli bodu (0,0). Limita pfes mnozinu {(z,y) : * # 0 # y} je +oco. 5.0 6.1
7. Neexistuje. 8. Neexistuje, protoze funkce neni definovana na prstencovém okoli bodu (0, 0).
Limita pfes mnozinu {(z,y) : ¢ # 0 # y} je 0. 9. Neexistuje, protoze funkce neni definovana
na prstencovém okoli bodu (0,3). Limita pfes mnozinu {(z,y) : « # 0} je 3.  10. 1  11. Ne.
12. Ano. £(0,0)=0 13. Ano. £(0,0)=0 14. Ano. f(0,y) =y



IX. ZKOUMEJTE EXISTENCI A HODNOTU PARCIALN{CH DERIVACI A DIFERENCIALU
(EV. SPOJITE DODEFINOVANE, LZE-LI TO UDELAT) FUNKCE f(z,y) =

1. /22 +y2 2. Yz +y? 3. arctg 1m_+myy 4. /2?2 +y-In(z>+¢*) 5. |z[-|y] 6. Y=Y
7. Y+ y8 8. (2 +yd)sinl, 9. eFToTe 10, Zuelil)

. Yy . 2’!/ ; T2 1y? . » . w4+ay22
11. Necht f(z,y) = my%, f(0,0) = 0. Spoctéte Wafy(o’ 0) a Byafw (0,0).

12. Spoctéte 6 f((1,1,1),v), kde v = (1—\};) a f(z,y,2)=x¥ + y*.
13. Necht f(s,t) je kladnd funkce t¥idy C! na R?. Vyjadiete parcidlni derivace 1. ¥ddu funkce g
pomoci hodnot a derivaci funkce f, pokud je (a) g(z,y) = f(z,y)7 @Y b) g(z,y) = f(z,y)f @),
14. Necht f m4 diferencidl v bodé (1,1) a necht f(1,1) = fi(1,1) = 1, f5(1,1) = 2. Polozme
g(t,u) = f(f(u,t), f(t,u)). Spocttéte %(1,1).
15. Necht f(r,¢) = g(rcosp,rsing), funkce g mé diferencidl v bodé (1,1), %(\/5, ) =0,
5L(v/2,%) = 4. Spottéte gi(1,1), g5(1,1).

8%y 0

16. Ptevedte do poldrnich soufadnic rovnici a) z - g—’y‘ +y- % =0, b) ?,273 + 57 =

7 . 7 ~ . . . 2 2 2
*17. Prevedte do sférickych soufadnic rovnici % + 37?; + % =0.

dy _ zty

dr = z—y (t.j. napiste odpovidajici rovnici pro

18. Transformujte do polarnich soutadnic rovnici
r=r(p)).

VYSLEDKY A NAvoDY. 1. Mimo (0,0) diferencovatelnd, v (0,0) neexistuji parcidlni derivace.
2. Diferencovatelnd kromé bodu (-2, %), y € R, v nich neexistuji parcidlni derivace. 3. Difer-
encovatelnd mimo body (z, ). V téchto bodech nelze spojité dodefinovat. 4. V (0,0) spojité
dodefinovat 0. Mimo body (z,—2?) diferencovatelnd. V (x, —z?) neexistuji parcidlni derivace
pokud 22 + z* # 1, pokud z? + z* = 1, je tam diferencial 0. 5. Pro 2 # 0,y # 0 diferencov-
ateln4. %(m,O) =0, g—i(O,y) = 0; g—g(x,O) neexistuje pro z # 0, %(O,y) neexistuje pro y # 0;
v (0,0) je diferencial 0. 6. Pro z # 0,y # 0 diferencovatelna. %(m,ﬂ) = 0, g—g(O,y) = 0;
g—g(x,ﬂ) neexistuje pro z # 0, %(O,y) neexistuje pro y # 0; %(0,0) = 3—5(0,0) = 0, ale difer-
encidl neexistuje. 7. Mimo body (x, —z) diferencovatelnd. V bodech (z,—x), x # 0 neexistuji
parcidlni derivace. %(O, 0) = 3—5(0, 0) = 1, ale diferencidl neexistuje. 8. V (0,0) dodefino-
vat 0, diferencovatelnd v§ude (v (0,0) je diferencidl 0). 9. V (0,0) dodefinovat 0, diferenco-
vatelnd vsude (v (0,0) je diferencidl 0).  10. V (0,0) dodefinovat 0. Mimo (0,0) diferencov-

atelnd. 9£(0,0) = 9£(0,0) = 0, ale diferencidl neexistuje. 11 2.£(0,0) = 1, 2£(0,0) = 1

12. 2 13 (a) §(z,y) = flo,y)/ @V - Gh(z,y) - (log f(z.y) +1), 3e(z,y) = f(z,y) )
SL(x,y) - (log f(z,y) + 1), (b) §&(z,y) = f(z,y)/ @) (%(y,x) log f(z,y) + 5F (z,y) - ;Zgz;jg)
% (0,y) = flo,y) @) - (Y (y2)log f(z,9) + S (w,p) - FL2) 144 1590 = -2, gh =2,
16. (a) rsin2(paa—‘f + cos 2(,0% =0 (b) ou” L% 4 10u” _ o 17, a;f‘; + = si1n2'«9%24::; +

or2 T2 92 r Or
1 8%u* 2 du* 1 ou™ __ nix > _ : — : : —
= Gy + o g T oz cotg Gy = 0 (piiCemz z = rcos psind, y = rsinpsind, z = rcosd) 18.

dr _
d<p_[r




X. V NAsLEDUJICICH ULOHACH ZJISTETE sup A inf FUNKCE NA MNOZINE M A VYSETRETE,
ZDA TECHTO HODNOT FUNCE NA M NABYVA.
@y, 2) = (@+y) @ —y) + 25 M =[-1;1] x [-1;1] x [-1;1];
@)=+ 2La>0b>0M={(z,y);z2+y><1}; 3. a) f(z,9) = (22 +y?) e ()
b) f (z,y) = (bz* + y?) e~ («* +3y) M =R? 4. f(z,y,2)=2’+y*+22+20+4y—62; M = R3;
f(oy) =2 —ay -y M ={(n,y) € Ro| + [y < 1}
cf(zy)=(z+y) e M= {(z,y);2 >0,y > 0}
fzy,2) =2 — 2y + 2z,
)MZ{(x y,2),2° +y?+ 22 =1}, b) M ={(z,y,2), 2> +y* +2* = Lz +y + 2z = 0}
,Y,2) = xyz, M jako v pfedchozim piikladu.
z) =sinzsinysinz, M = {(z,y,2);z+y+2z=5,2>0,y > 0,2 > 0}
10. f (z,y,2) = 2y?2®, M = {(z,y,2);2 4+ 2y + 3z = a,z > 0,y > 0}, kde a > 0.
11. f(a:l,...,a:n)_xl—l— ot 2P M = {(x1,..,%n) 21+ -+ Xp =a, 21 >0, ...,2, > 0};
kdea>0,p>0. 12. f(z,y)=z+y, M ={(z,y);2° +43 - 22y =0,2 > 0,y > 0}
13. f(z,y,2) =10z +z—y, M = {(z,y,2), 2>+ 3> + 22 < L,y +z > 0} 14. f(x,y):%—i—é,

M={(@y),=+%=1} 15 f(z,y) =y, M ={(z,y), (2> +4?)° = Kay}, kde K >0

VYSLEDKY A NAvODY. 1. max 5 v bodech (1,1,1), (1,-1,1), (-1,1,1), (—-1,—1,1), min —1 v
< \/a a Va2+b2 < a
bodé (0,0,—1) 2. max +b v bodé (\/ el \/a2+b2), TH’ v bodeé (— 7 2b+b2,—\/a2+b2)
3. (a) min 0 v (0,0), max 1 v bodech kruznice 22 + y* = 1, (b) min 0 v (0,0), max 2 v bodech
(£1,0). 4. sup 400, min —14 v bodé (—1,—2,3) 5. max 1 v bodech ( ,0), (0,£1), min
0v (0,0) 6. sup i, nenabyva se, inf 0, nenabyva se. 7. a) max 3 v (% —%, %), min —3 v
5

. 7 ; 7 .
(—3,%2,-2);b) max /% v (\/L?_s’ — T \/%—8), min —/ % v (_L?s’ ﬁ’_—m)’ 8. a) max 3—\1/5
v bodech (J=, 7=, =), (= Fz, =75 75)s (I3 — 75— 5)s (=5 5+ —75); min —L\/— v bodech

&

min —

Hu

. ) 3’13’_3 V3 V33 N3 V3 /3 3°V3' V3 3V/3
(_?’ 1_371_%)71 1 1 1 1 1 1 2 1 1
) (a e ek Ve ve v D) omex s v boded) (G e
(=75~ Ve vg)i min — 55 vbodech (= 75, 7 7). (U5~ 75 v8): (U5 va» — V)

9. ma (%) %> ¢), inf 0, nenabyva se  10. max g-ﬁ v (%% %), inf —oo  11. pro p = 1 je

f na M Kkonstantni; pro p > 1 je sup aP, nenabyva se, min n;‘,’ r v (&,...,2); pro p € (0,1)

je inf aP, nenabyva se, max ng—: v(%,...,%); 12. max 2 v (1,1), min 0 v (0 0) 13. max
1 1 10 V. i 1 110 . V5

V102 v (45— a5 7ags ) min —V102 v (-4, A, —5g5);  14. max v (¥3,2v/5);

min —% v (—%,—2\/3); 15. max i\/E 151 v (i\/E{l/ﬁ,i\/E 15%); min ——\/_ 15% v
(—1VEV15, - 1VE - 151).



TEST CISLO 4 — PRVNI VERZE
|z|™

1. Necht  f(z,y) = { aity?  * 7 kde o € R je parametr.

0 z =0,
a) Urcete, pro kterd o« je f spojitd na R2. (8 bodu)
b) Spoctéte %(0, 0) a 2—5(0, 0) pro vSechna «, pro néz tyto derivace existuji. (6 bodu)
c¢) Urcete, pro kterd a ma f v bodé (0, 0) totdlni diferencial. (7 bodu)
Reseni.

(a) Funkce f je zfejmé spojita ve vSech bodech mimo osu y. Staéi tedy zkoumat spojitost v bodech

osy y. Pro z # 0 plati f(z,0) = |z|*2. Je-li f spojitd na R?, je spojitd i v bodé (0,0), a tedy

plati lin%) |z|*~2? = 0, coz plati pravé pro a > 2. Tedy pro a < 2 funkce f mneni spojitd. Nyni
Tr—r

predpokladejme, ze o > 2. Pak pro z # 0 plati:

2

0< flz,y) = z[*72- o2

x <
x )
x2+y? ~
a tedy pro kazdé yy € R plati
lim f(z,y) =0,
z—0

Y—Yo
#0

a tedy i
lim f(z,y) =0,
z—0
Y—Yo
tudiz f je spojita na R2.
Zavér. Funkce f je spojitd na R?, prave kdyz o > 2.
b) Protoze f(0,y) =0, je of 0,0) = 0 pro vSechna o € R. Derivaci dle x pocitejme z definice:
Oy

ox z—0 €T z—0 I

|2 =0 a>3

neexistuje a <3

= lim |z|*3- sgnx{
z—0

(c) Pro a < 3 totalni diferenciil neexistuje, protoze neexistuje parcidlni derivace podle z. Pfedpokladejme
tedy, Ze @ > 3. Pak jsou obé parcidlni derivace v bodé (0,0) nulové, a tedy totalni diferencial,
existuje-li, musi byt rovnéz nulovy. Zda nulové zobrazeni je totalnim diferencidlem, zjistime z
definice — uvazme limitu

i w|23i||—03;2 I |;[j‘a
m ——= lim ——.

z—0 , /2 2 z—0 2 2\ 5

y—0 T +y y—0 (.73 +y )2

z#0 z#0
Plati 5

a
|'T| . S ‘$|a—3 |£C| - < ‘$|a—3’
(@ + ) @+

a protoze o > 3, je ona limita nulovéa, diferencidl tudiz existuje.

Zaveér. Totalni diferencidl existuje, pravé kdyz o > 3 (a je pak nulovy).

2. Necht diferencovatelné funkce r(z,y) a ¢(z,y) splituji rovnice x = e2"cos¢, y = €°" sin ¢.
Spoctéte 97 (1,0) a 22(1,0) (13 bodii)

3. Najdéte minimum funkce f(z,y) = % — 2zy + %yg na mnoziné M = {(z,y) : |z| + |y| < 1}.
(16 bodu)



TEST CISLO 4 — DRUHA VERZE

w2
1. Necht  f(z,y) = =*+v kde a € R je parametr.
0 y=0,
a) Urcete, pro kterd a je f spojitd na R2. (8 bodu)
b) Spoctete (0 0) a gf (0,0) pro vSechna «, pro néz tyto derivace existuji. (6 bodu)
c¢) Urcete, pro ktera a mé f v bodé (0,0) totdlni diferencial. (7 bodu)
2. Necht diferencovatelné funkce 7(x,y) a ¢(z,y) spliuji rovnice z = €% cos¢, y = € sin ¢.
Spoctéte 9(0,1) a 22(0,1) (13 bod)

Reseni. Dosadime-li do rovnic z = 0 a y = 1, dostaneme
0 = eSOV cos(4(0, 1)) a 1= eV gsin(¢(0,1)).

Dle prvni rovnosti je tedy cos(¢(0,1)) = 0, tudiz sin(¢(0,1)) = £1. Z druhé rovnosti diky tomu,
ze e > 0 pro vSechna t, plyne sin(4(0,1)) =1 a 7(0,1) = 0. Zderivujme rovnice ze zadani podle
z. Dostaneme

& 67 L3 8¢ 8¢

0
-cosp—e’sing - — a O:Qegr-—T-sin(b—i—egrcosqS-—.
ox ox

1=6 67
€ ox ox

Dosadime x = 0 a y = 1. Mame tedy

0 o
%(071) a 0_9_(071)7

1=-—
oz

tudiz 32(0,1) = -1 a 22(0,1) = 0.
3. Najdéte minimum funkce f(z,y) = 2? — 22y — y* na mnoziné M = {(z,y) : |z| + |y| < 1}.

(16 bodu)
TEST CISLO 4 — TRETI VERZE
Iyl 0
1. Necht  f(z,y) = { 6”4"‘94 v 0 kde a € R je parametr.
y=Vy,
a) Uréete, pro kterd « je f spojitd na R2. (8 bodu)
b) Spoctéte g—i((), 0) a 2—5(0, 0) pro vSechna «, pro néz tyto derivace existuji. (6 bodu)
c) Urcete, pro kterd  ma f v bodé (0, 0) totalni diferencial. (7 bodu)

2. Necht diferencovatelné funkce r(z,y) a ¢(z,y) splituji rovnice x = e cos¢, y = '3 sin ¢.
Spottéte I¢ 5(0,-1)a ay( ,—1) (13 bodu)

3. Najdéte maximum funkce f(z,y) = 222 — 10zy — 7y? na mnoziné M = {(z,y) : |z| + |y| < 2}.

(16 bodu)
Reseni. Funkce f je spojitd, mnozina M kompaktni, a tedy maximum existuje. Pokud se nabyva
uvnitt M, je v prislusném bodé lokalni extrém, a tedy 3 af = 6f = 0. Pfitom

of of
9 4z — 10y, oy 10z — 14y.

Obé parcidlni derivace jsou nulové jen v bodé (0,0) a f(0,0) = 0.

Dale musime vySet¥it hranici mnoziny M. Skldda se ze ¢tyt tseCek. VySetieme jednu po druhé.
()z+y=2,2>0,y>0. Pak tedy y = 2 — z, na této tsetce m4 funkce tvar f(z,2 — ) = 5z +
8xr — 28. Je-li extrém ve vnitinim bodé tsecky, pak derivace musi byt nulové, neboli 10z + 8 = 0,
coZ na této tisecce nenastane.



(i)z—y=2,2>0,y<0. Pak y =x—2, f(z,r— ) = —15z2 4+ 48z — 28, derivace je —30x + 48,
nulové je pro x = 8 . Paky = —=2. Plati f (5, —%)
(111) —r—y=2,zx < 0,y <0. Pak tedy y = =2 — x, na této dsecce mé funkce tvar f(z,2 — ) =
5z2 — 8z — 28. Derivace je 10z — 8, coZ na této tiseéce nenabyva hodnoty 0.

(iv) —z+y =2,z < 0 y>0. Paky = 2+2, f(z,z+2) = —1522 — 482 — 28, derivace je —30x —48,
nulové je pro z = —§. Pak y = 2. Plati f(—£,2) = 22

Nakonec zbyvé Vysetrlt krajni body uvazovanych tusecek. Plati f(2,0) = f(—2,0) = 8, f(0,2) =
f(0,-2) = —28.

Nejvétsi hodnota je tedy a nabyva se ve dvou bodech (-2, %) a (%, —%)

(344

XI. IMPLICITNI FUNKCE
1. Je dén vztah e®¥ +siny + y2 = 1 a bod [2,0]:
a) Dokazte, ze timto vztahem je definovana hladka funkce y = f(z) v jistém okoli bodu 2, pro kterou plati f(2) = 0;
b) napiste rovnici te¢ny ke grafu funkce f v bodé 2
2. Je dén vztah 22 +2y%2 + 322 + 2y —2—9=0a bod [1,-2,1]:
a) Dokazte, Ze timto vztahem je definovana hladkd funkce z = z(z, y) v jistém okolf U bodu [1, —2], pro kterou plati
z(1,-2) =1; b) urcete a—;, g—; v okoli U;
¢) napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z = z(z,y) v bodé [1, —2].
3. Je dédna vztah 22 + 2zy? + y* — y® = 0 a bod [0, 1]. Dokaite, Ze
a) timto vztahem je definovdna hladk4 funkce y = f(z) v jistém okoli bodu 0, pro kterou plati f(0) = 1; b) funkce
f roste v jistém okoli bodu 0.
4. Dokazte, ze mnozina bodii (z,y, z) € R, které spliiuji vztah

22+ 9?2 + 22 - 3zyz=0

je v okolf bodu (1,1,1) popsatelnd jako graf funkce f(z,y) definované na jistém okoli bodu (1,1), pro kterou je
f(1,1) = 1. Urcete totalni diferencidl v bodé (1,1) a napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v tomto bodé.
5. Necht 2o je jednondsobny kofen rovnice z™ + a12”~1 + .-+ + an = 0. Dokaite, 7e existujf € > 0 a § > 0 takové,
ze kdykoli |b; — a;| < & pro i = 1,...,n, pak rovnice " + byz" ! + ... 4+ by, = 0 mé v intervalu (z¢ — €,xo + €)
praveé jeden kofen. Spoctéte gTz (a1,...,an).

6. Co se stane, bude-li v pfedcﬁozfm ptikladé kofen xg p-nisobny?

7. Dokazte, ze existuji funkce u = u(z,y) a v = v(z,y), pro které plati u(1,2) = v(1,2) = 0, a které na n&jakém
okoli bodu (1, 2) spliiuji rovnice ze¥T? +2uv = 1, ye®~? — = 2z a jsou tam tiidy C1. Spoététe jejich diferencisl
v bodé (1, 2).

8. Dokazte, ze existuji funkce z = z(z,y) a t = t(z,y), pro které plati 2(1,—1) = 0 a t(1,—1) = 2, a které na
né&jakém okolf bodu (1, —1) spliujf rovnice 22 +y% — 222 -3 = 0, z+y+2z—t—2 = 0 a jsou tam t¥idy C2. Spoctéte
druhy diferencial funkce z v bodé (1, —1).

u
14+v

“ix 822 > 17 Ty 2 2 3
9. Spoctéte D20y »v bodé u =2, v = 1% jestlize x = u +v*, y = u* — v°, 2 = 2uw.

10. Najdéte rovnici teéné roviny k plose e« cos & = 2, e sin 2 = 2 v bodé (1,1,0, §).

VYSLEDKY A NAVODY. 1. tefna: y = 0 2. tetnd rovina z = Z(y +2) +1 3. Spoctéte
f'(0) a ovéite, ze f'(0) > 0. 4. tetnd rovina z = —(z — 1) — (y — 1) +1 5. Oznacme
levou stranu P(z). Vyuzijte toho, ze fakt, Ze z¢ je jednondsobny kofen P znamend P(xzg) =0

a P'(xo) # 0. g—z = l_ff,o(xo). 6. Pro sudé p analogie neplati, pro liché p zkoumejte {/P(x).
) du _ v _ v _ %z _ 9%z _ 1 98’2 _ 1
7. a; O,BZ——l,ag——l,a—Z—l 8. 8—353_8—y§_6’ awazy—(). 9. -5 10.

u=—3@-D+i-1,0-F=1e-D+F+Hu-1



