I. LZE NASLEDUJIiCI FUNKCE SPOJITE ROZSIRIT NA CELOU ROVINU ?

1—cos(z®4y?) 11 s 1 s 1 31l o1 z+y
— 3 .5\ .5. 3 . 1n — sin — . 1n — sin — 4. 1mn — Ssin — .
L. ez 2. (z+y)sin g sin 3. zysin ¢ sin y° sin & sin - 5 et
6 Ty 7 zy? sin zy

) V2 +y? ) Vztty? ooz

ZKOUMEJTE CHOVANI PARCIALNICH DERIVACI A DIFERENCOVATELNOST
(EV. SPOJITE DODEFINOVANYCH) FUNKCT
x 2 2 : 1
|xy\ 10. |z| - |y| 11. =2 12. (z° +y*)sin ;3

/x2+y2
13. vy sy v v, (druhe smiSené derivace)
VYSLEDKY A NAvVODY. 1. Ne. 2. Ne. Ale pti dodefinovéni f(z,0) = f(0,y) = 0 je f spojitd
jesté v (0,0), (0, %), (&,0), k € Z\ {0}. 3. Ano. f(«,0) = f(0,y) =0. 4. Ne. Ale pri
dodefinovéni f(z,0) = £(0,y) = 0 je f spojits jesté v (z,0), z € Ra (0, %), k € Z\{0}. 5. Ne.
6. Ano. f(0,0) =0 7. Ano. f(0,0)=0 8. Ano. f(0,y) =y 9. 3£(0,0) = 5£(0,0) =0,
ale f nemd v (0,0) diferencidl. Parcidlni derivace jsou neomezené na okoli 0.  10. f ma v (0,0)
diferencidl, ale parciilni derivace nejsou definovany na okoli (0,0).  11. Dodefinovat f(0,0) = 0.

91 91 existuji a jsou omezené v okoli (0,0), ale v (0,0) neexistuje diferencidl. ~ 12. Dodefinovat
£(0,0) = 0. f mé v (0,0) diferencial, ale 2L, 2L nejsou omezené na zadném okoli (0,0).  13.

oz’ Oy
Dodefinovat f(0,0). f je vSude diferencovatelnd, parcidln{ derivace prvniho F4du jsou spojité. aizgy
a a;afx jsou omezené na okoli (0,0) ale nejsou spojité v (0,0). amay (0 0) =-1, a{z/afz (0,0) =1

IT. FUNKCE DVOU PROMENNYCH — DERIVACE SLOZENYCH FUNKCI
1. Najdéte parcidlni derivace prvniho a druhého fédu funkee g(z,y) = (a) f(z+y, zy) (b) f(zy, ).

Pro dalsi priklady polozme Af = 6362 —I—

2. Spoctéte Af pro f(x,y) = log( +y ) 3. Vyjadf*ete A(f-9).

4. Necht Af=0ag(z,y) = f(%= 2+y2, x2+y ). Spoctéte Ag.

5. Necht Af = Ag = 0. Polozme F(z,y) = f(z,y) + (2% + y?)g(x,y). Spottéte A(AF).

6. Vyjadiete Af v polarnich soufadnicich.

7. Necht funkce u(z,y) splituje rovnice u(z,z%) = 1, 2%(z, %) = 2. Najdéte a—“(:13,::32).

8. Nechf funkce u(x,y) spliiuje rovnice % - ‘32? =0, u(z,2z) = z, 9%(z,2z) = 2. Spoctéte
parcidlni derivace druhého ¥4du v bodé (z,2z).

VYSLEDKY A NAVODY. 1. (a) gg (z,y) = 01f(x + y,zy) + ydof (z + y, xy), 2 By I(z,y) = O1f(z +

y,xy) + xagf(a: + y,zy), pokud f mé diferencidl v (z + y,zy). (b) gg (z,y) = yorf(zy, %) +
%82f(:vy, z), By I(z,y) = z01 f(zy, y) — y””—282f(xy, %), pokud f ma diferencidl v (zy, ””) 2.0
3.A(f-g)=f- Ag—i—ZVf Vg+Af-g,kde vf=(5,90) atedy vf-vg = ggggg gg 4.0

2
5.0 6. Af= 3T2 + T12 %JQ iaaj; 7. —% proxz #0 8. 9 5z (r,2x) = gy“;(a:,%u) = —%x,
2
—a‘igy (z,2x) = %x

III. NACRTNETE KRIVKY URCENE TEMITO ROVNICEMI
1.y =2zarctg? 2.2°+2zy—y’=0a’> acR 3.log\/a?+y?=arctg ¥
4. 22 +y2 =zt 4yt B ($2 + y2)2 _ az(mz . yz) 6. 12 & y2 = ery—1+log?



VYSLEDKY A NAVODY.

1 . 3 . 1 4 . . ((1+42)72)

ang

IV. SPOCTETE PRIMITIVNI FUNKCE

1. 2% dz 2. [arcsin®zdz 3. fxarcthxda: 4. f%dx 5. [V1—22dx

6.[\/372— dz 7. [Vz2+1dz 8. f% f 7= 10. [ zsiny/zdz
1. [ 92 12, [ de 13, 27 dr 14, fij;%dx 15.]%

d
16. [ ot 7 ot 18 /i

VYSLEDKY A NAVODY. Vysledky _]SOU uvedeny ,aZz na konstantu“. 1. %e””?’ (z3 —-1) 2.

zarcsin® z + 2v/1 — 22 arcsinz — 2z 3. & +1 arctgx — rarctgx + = log( +1)

4.mlog(1+m)—x 5. %arcsmay—iac\/li2 6. ”2”\/3;27—210g(1:+\/m)
V2 +1+ flog (r+Vz2+1) 8. log(z+V22+1) 9. log|a:+\/x2—1‘ 10. 2(6 —

T)\/T cos /T+6(x—2)sin/z 11.1 log i;riii + ﬁ arctg 2”\”/_1 - ‘/_ arctg 21”/751 12. § arctgz+

¢ arctg(2z—/3)+ ¢ arctg(2z+v/3)+ log Lﬁ 13. X (z —log |z™+1|) 14. pouZijte sub-
stituci v/2 4+ 2 =t  15. substituce t4 =z 16. substituce t = \/x ++vx +1 17. substituce

T

V1—2z —22=xt—1 18. substituce ¢t = \/%

dz, a > 0




V. PRIMITIVNI FUNKCE
1. Za jakych podminek je nésledujici primitivm funkce racionélni funkei ?
az’+bz+c az +ﬂ£13+’}’
(a’) z3(z—1)2 dz f (aw2+bw+c)2 dz

2. Za jakych podminek je primitivnl funkce | % dz algebraickou funkef ?

3. Za jakych podminek je primitivni funkce [ P(%)ez dz,

kde P(2) =ag+ % +---+ 92 qay,...,a, € R, elementdrni funkef ?
4. Spottéte primitivni funkce (a) [e?ldz  (b) [max(1,22)dz (c) [[z]|sin7z|dz
5. Najdéte f(z), pokud (@) f'(z®) =21 (z>0) (b) f/'(sin’z) = cos’x

{1 O0<z<l1 £(0) =0

VI. SPOCTETE NASLEDUJfCI’ INTEGRALY

p—t

1 s
sy odr 2. [ coslog 1| dz 3. f(l—i—a: )$+ dz 4. a)zlogsinxdx

e—27mn

o
N’

B O Oy

1 1
cos" xdr 6. f(l—a:z)" de 7. [ 22 8 [z™log" xdx
0 0 0

O ~—of3

%
logcoszdz 5.a) [sin” zdzb)
0

2n+1 +oo oo
9. f(sma: cosa:) dr 10. f e % 11. f W2_|_(2j++c)n7

sin x+cos ©
0 —00

2 . s . “Te - .
VYSLEDKY A NAvODY. 1. Z-, rozdélit na [* a [; 2. substituce 2 = e’ a rozdélit na nékolik
2

ac—b%>0

intervalu 3. %e%, substituce t = = + % 4. — 7 log2, dokdzat, Ze integrily a),b) se rovnaji a

vyjadiit sin pomoci poloviéniho argumentu 5. a)ib) Ip =5, 1 =1, I, 4o = Zi; I, 6.I,=1,

In+4.:: 2n+

3”’

—1)"n! . 2n—1
7(7%4_2)[11 9. substituce 722;;2:5 =t 10.n! 11. T, = 725;(2(:—2;)171

r=sint 8.

VII. ZJSTETE, PRO KTERE HODNOTY PARAMETRU KONVERGUJ{
(EV. ABSOLUTNE KONVERGUJ{) NASLEDUJICI{ NEWTONOVY INTEGRALY

2 . . .
1. [ e tPrgYsingds 2. [ 2 arcsin ooy sin dz 3. [; arctg®z |Slm ’Tf; dz
X ginzx (e8] sin ¢ 00 p q oo sin w—i—
4. fO z+cos dz 5. fO Vr+tcosz dz 6. f() Z* 81 (J? ) dz 7. f

0 VE
8. Zjistéte, zda konverguje fada ) #
k=1
9. Rozhodnéte, zda plati: (a) foo f x)dz existuje a lir+n fle)=L=L=0.
(b) [ f(z) dz existuje = hm f(z ¢) [ f(z) dz existuje = f je omezend na okoli +oo.

VYSLEDKY A NAVODY. 1 KA. a <0 & v> -2, neboa =0& [ <0& v > —2, nebo
a=p=0&v€(-2,-1); KnA:a==0&~v€[-1,0) 2. KA:a>—-2; KnA: o € (-3,-2]
3. KA: nikdy; KnA: a > -2 & € (0,2), neboa = -2 & € (1,2) 4. konverguje neabsolutné
5. konverguje neabsolutné 6. KA: -1 >p> —-1—gnebo-1<p< —-1—¢; KnA: -1 <p < —1+¢
nebo—1>p>—1+q 7.KA:nikdy; KnA: u € (0,2) 8. konverguje (neabsolutné), uzdvorkujte
Cleny se stejnym znaménkem, odhadnéte pomoci integralu, a uvédomte si, ze lze pouzit Leibnizovo
kritérium. 9. (a) ANO (pouzijte srovndvaci kritérium na f a £) (b) NE, napt. f(z) = sinz?
(lze i f > 0) (c) NE, napt f(z) = 2zsinz? (lze i f > 0)

VIII. KONECNA TELESA
1. Dokazte, Ze neexistuje téleso, které ma pravé 6 prvki (elementdrné, bez odkazu na véty).
2. Pro kterd p je polynom a) 22 + 1 b) 22 + z + 1 ireducibilni nad Z,?
3. a) Napiste viechny polynomy stupné nejvys 3 nad télesem Zs.
b) Napiste vSechny polynomy stupné nejvys 2 nad télesy Zs a Zs.
4. Které z polynomu z piedchoziho piikladu jsou ireducibilni ?
5. Sestrojte téleso, které m4 a) 4 prvky; b) 9 prvku; c) 8 prvki.



VYSLEDKY A NAvVODY. 1. Nejprve si uvédomme, Ze n X 1 =1+ ---+ 1 je pro n&jaké n rovno 0,

krat
a ze prvni takové n musi byt prvocislo. Nechf je to napiiklad 2. Ir’lak T obsahuje 0 a 1. Obsahuje-
li dalsi prvek a, jsou prvky 0,1,a,a + 1 navzajem rizné. Obsahuje-li dalsi prvek b, jsou prvky
0,1,a,a+1,b,b+1,b+ a,b+ a+ 1 navzijem ruzné. Atd. Tedy pocet prvki T je mocnina 2, coz
6 neni. Analogicky pro dalsi prvocisla. 2. Lze to vyjadiit rizné. Napit. tak, Ze onen polynom
ma v Zj, kofen, tj. napf. pro z2 + 1 existuje k € Zip, 7€ k -k +1 =0 v Zp, neboli p déli k2 +1 pro
néjaké k € N. Tedy napi. nad Zs a Zs je 2 + 1 reducibilni a nad Zs3 nikoli. 3. a) 1, z, z + 1,
22, 22+ 1, 224z, 22 +z+1, 23, 23+ 1, 23+, 23+ 4+ 1, 23+ 22, 234+ 22+ 1, 23 + 22 + 2,
B+ +1 b)1,z,z+1, z+2, 22, 22 4+1, 22 +2, 224z, 22+ 2z, 22+ + 1, 22+ + 2,
22 + 2z 4+ 1, 22 + 2z + 2 a jesté 2-ndsobky viech téchto polynomi. Pro Zs analogicky. 4. Zs: 1,
z,x+1, 22 +z+1, 23+ +1, 23 4+224+1. Zs: 1,2z, 2+ 1, 2+2, 22 +1, 22 +2+2, 22+ 20+ 2
5. a)

+ 1/ 0 | 1 | o | pB -l o | 1| a | pB

of o | 1| ol B O (| o | O | 0 | O

1 | 1 | 0] B | « 1 ] 0| 1| a| B

a | a | [ 0 | 1 a || 0| a | B | 1

61l 8| | 1 | 0 g1l 0 | B | 1 | «

b)

+l0| 1| 2|alb|c|d|le|l f -~||]O]1]2|alb|c|ld|eld6f
O[O0 1[2[al|b|c|d]el]f offofo{ojoOolojoOojO0O]O0]|O
1120 b clale| f|d 10 1| 2|a|b|c|d|el|f
21210 1| clal|b| f| d]e 210 2] 1|d| fle|lal|c|b
allal bl c|d|le| f|l O] 1] 2 all0|la|d|e| 1] b|c| f]| 2
bilb|c|lalel|l fld| 1] 2]0 b|lO|b] f]| 1] c| d| 2] alce
clleclal|lb| fld]le| 2] 0]1 cl||Olclel|b|ld] 2| f|1]a
dild|e| fI O] 1] 2] alb]c d{|0| d|]a|c| 2] fle]b]|1
ellel fld] 1] 2]0]b|c| a ell0Olelc| fla] 1|b| 2] d
flfldle| 2|01 c|al6b fllol fib|2elall]d|ec
c)

+l0| 1] a|b|lc| d|el|f -0 1| al|lb|c| d| el f
OO0l 1T]alb|lc|d|elf offojojo|lO0l0]0]O0]O0
1{{1]0[b|ald|c]| f]|e 10| 1|a| bl c|d|el|f
allal b| 0| 1|e| f|lc|d all0|alc|lel|lb| 1| f|d
bilb|lal| 1|0 fle| d|c b|lO|b|le|d| flc|1]a
clle| dle| fI O] 1| alb c||Olc| b| fle|]a| d| 1
dild| c| fle|l 1] 0| b a d|l0| d| 1| c|la| f| b] e
elle| fle|d|la|]b| 0] 1 ellO0O|e| fl 1| d|b| alc
fllfleld|c|b]all]O0 fIO| fld|a|l 1l e| c|b

IX. URCETE DIMENZI VEKTOROVYCH PROSTORU
1. [(1,2,1,2,0),(1,1,1,1,1),(2,0,1,0,2),(0,0,2,0,1)] jakozto podprostor Z3 resp. 7Z3
2. {(z,y,z,u,v) |z +y+2=0u+v=z+z,z+u+z+v =2z} jakozto podprostor Zg resp. Zg resp. Zg
3. [(1,1,...,1,0),(1,1,...,0,1),...,(1,0,...,1,1),(0,1,...,1,1)] jakozto podprostor Z2
4. [(1, o, e, B), (B,0,1,1), (o, @, B, )] V GF(4)*
5. [(1,2,...,n—1,n),(2,3,...,n,1),...,(n,1,....,n —2,n—1)] v GF(p*)", kde m =1+ --- +1

m krat

6. [(z+ 1,22,z + 2,2z,1),(z,z,2,2,2), 2z + 1,22 + = + 2,22 + 1,1,2), («® + 2z + 1,2,0,z + 2,2)] V GF(27)°
(pocitejme modulo =3 + 22 + 2).
7. {(a,b,c,d,e) € GF(27)° |z -a+ (22 +2)-c=d+2-bct+e-(z2+2x+ 1)+ f- (22 + 2 +2) =b}
VYSLEDKY A NAVODY. 1.3 proZ3,4proZ3 2.3 proZ3, jinak 2 3. n —1, pokud p|n, jinak

n 4.2 5.2 pokud p/n; n—1, pokud p fn a p\"(";l); jinak n




X. VLASTN{ ¢fSLA A PODOBNE MATICE
. Necht A, B jsou ¢tvercové matice stupné n. Za jakych podminek jsou matice AB a BA podobné?
. Dokazte, ze det A # 0, pravé kdyz 0 neni vlastnim cislem A.
Cemu se rovnd soucet a soucin véech vlastnich &isel matice A (poéitanych i s ndsobnostmi)?
. Necht A, B jsou &tvercové matice stupné n. Za jakych podminek plati (A+B)(A—B) = A2—B%?
Jak vypadaji vlastni ¢isla matice A=t (a A?), jsou-li Aq,..., A\, viechna vlastni ¢isla matice A ?

. Najdéte reguldrni matici C' (pokud existuje) takovou, ze B = CAC ™!, jestlize
3-21 24 —11 —22

5 -1 38 —81
(a) A= (9—1)a B = (16—34); (b) A= <§:§§)7B: (ig :2 :?8);

©4=(12)5= (1) 0= (7). 0= () = (35 7). 0= (152)

VYSLEDKY A NAVODY. 1. Napiiklad, pokud A a B komutuji (t.j. AB = BA), nebo je-li

10
ze oboji nastava, pravé kdyz A je regularni. 3. Uvédomte si, ze podobné matice maji stejny
determinant (podle véty o ndsobeni determinantii) a stejnou stopu (dokazte pomoci elementarnich
uprav). Odtud odvodte, Ze soucin vlastnich ¢isel je determinant a jejich soucet je stopa matice,
pokud matice je podobna néjaké Jordanové matici. 4. Pravé kdyz AB = BA (tj. matice A a
B komutuji). 5. Vlastni éisla A~ jsou AT', ..., ;! (pokud A je reguldrni), vlastni ¢isla A2

jsou A2,...,)2 (pro libovolnou A) 6. (feste rovnici CA = BC) (a) napf. (g :f;) (b) napf.

alespon jedna z nich regularni, obecné to neplati, napt. A = < 0 0) B = (0 O) 2. Dokazte,

—11 0 0
( -5 —4 1) (c) neexistuje (d) neexistuje (e) neexistuje
XI. A\-MATICE A JORDANUV KANONICKY TVAR

1. Pfevedte nésledujici A-matice na kanonicky tvar: (a) (3 /1\) (b) (A; _:11 2 igﬂ) (c) (3 )\_?_5)

21 o A1 A%+l A2 A2 AT 3\?
(d) ( 0 (/\_1)3) (e) <3>\—1 3A%-1 ,\2+2,\) (f) <,\2—A 327\ ,\3+4,\2—3>\>
A—1 A%-1 A AN AZHX 3A%43A
2. Naleznéte invariantni faktory A-matice A3A3 + A245 + AA; + Ay, jestlize

301 222 —3-1-3
(a) A3 =0, Ay = (401>,A1: (333),/10: (—5—2—4)

—4 -2 —1

100 111
303 022 21 -2 1-1-1
(b) Ag=1{202),A2=(011), Ay =| —20-2]), Ag=0-1-1
505 033 —41 -4 1-2 -2
22 1 5 —1 -3 -2 -2 22 1 5 -1 -3 -2 -2
_[11-17 1 —-3-1-1 (1117 [ 1 —3-141
(C)A3_(112—> Ay = (—20—1—1>’A1_<112—2>’A0_(—20—1—1>
33 2 6 -2 -4-3-3 33 2 6 -2 -4-3-3

1121 1-111 11 -1-1 30 42
(1121 _[3-333 [ -33-3-3 6 -274
(d)A3_<1121)’A2_(2—222>’A1_( 292 92— )AO (4—153)
2242 1-111 11 -1-1 5173

3. Naleznéte Jordaniiv kanonicky tvar matic

1 —-303 3 100 3-1 1 -7
010 26 —15 7 —12 6
-2 -6013 1 00 9 -3-7-1
(a) <—440) (b) (11 —5> (c) (10 —19 10) (d) o _31 3 (e) 30 5 (f) 00 4 _8
—212 12 —6 12 —24 13 1 408 . 13 00 2 4
4. Zjistéte, zda ndasledujici matice jsou podobné diagondlnim maticim nad Q, nad R a nad C.

52 -3 8 15 —36 42 -5 4775
(a) (4 5 4> (b) (8 21 —46) (c) (6 4 —9) (d) (—4 50 )
4 -4 512 —27 53 -7 194
VYSLEDKY A NAVODY. 1. Vysledkem jsou diagonalni matice s nasledujicimi prvky na diagonéle:

(a’) 17 )‘2; (b) )‘+17 (A+1)()‘2 _2); (C) 17 )‘2 +5)‘a (d) A— 17 ()‘2 - 1)(A2+2)‘+5)7 (e) la )‘7 O; (f)
AANAED?2 20 (a) L,A—1,A2—1; (b) 1, A24+1,0; (¢) \2+1, A=1,0, 0; (d) 1, \2 = A+ 1,

210 ~11 0 ~100 1100 2100 0100

s (B0 (Vo) o () o (i) e () o ()
002 0 0 -1 0 01

0001 0002 0000

4. (a) ano i nad Q (b) ano nad R, ne nad Q (c) ne ani nad C (d) ano nad C, ne nad R



