5. cviceni (27. bfezna 2008)

Co jsme délali?

Popsali jsme prvocisla v Z[i]. Pak jsme pracovali okruhy Z[a|, kde « je kofen
néjakého monického ireducibilniho polynomu stupné 2 s celoc¢iselnymi koeficienty.
Tento okruh c¢asto nema jednoznacny rozklad na soucin ireducibilnich prvki -
napifklad Z[\/=5] ani Z[v/—3] nejsou euklidovské okruhy a nemaji jednoznacné
rozklady.

Oznaéme w = _1%‘/__3 V Z[w] definujme N (a + bw) = a® — ab + b%. Toto je o
euklidovské zobrazeni, a tedy v Z|w] mé kazdy prvek jednoznacény rozklad na souéin
ireducibilnich prvk.

Priklady

-1. V Z[/=5] plati (7++/=5)(7—+/—5) = 2-37, vSechny faktory jsou ireducibilni.
Z[v/—5] tedy nemé jednoznac¢ny rozklad na soucin ireducibilnich prvki.

0. V Z[v/=3] plati 7- /=3 = (=2 + /=3)(—=2y/=3 + 3), vSechny faktory jsou
ireducibilni. Z[v/—5] tedy nem4 jednoznacny rozklad na soucin ireducibilnich prvki.

1. Popis invertibilni prvky oboru Z[w].

2. Bud R C C obor uzavieny na konjugaci (existuji obory, které nejsou uzaviené
na konjugaci?). Pokud «|3 v R, pak @|3 v R.

3. Vyies rovnici 22 + 3 = 33 (ptiklad asi nejde dopoditat).

4. Vyies rovnici 22 + y® = 22 (tento pitklad je pomérné obtizny).

5. Uvazujme Z[a|, kde «a je kofen néjakého monického ireducibilniho polynomu
stupné 2 s celoéiselnymi koeficienty. Dokaz, 7ze S — B je automorfismus tohoto
okruhu.

6. Bud n bezétvercové prirozené ¢islo (tedy takové, které neni délitelné druhou
mocninou 7adného prvocisla). Dokaz, 7e pokud n = 1 (mod 4), je Z[#ﬁ]
okruhem celistvych prvki télesa Q[n], a ze pokud n = —1 (mod 4), je Z[n] okruhem
celistvych prvki télesa Qn]. (Okruhem celistvych prvki rozumime mnoZinu vSech
téch prvki télesa, které jsou kofenem néjakého monického polynomu.)



