8. cviéeni (14. dubna 2006)

Co jsme délali?

Napied jsme si Fekli, 7ze pro P € Z[z] plati a = b (mod m) — P(a) = P(b)
(mod m) a jak toho vyuZit pfi feSeni nelinedrnich kongruenci (vhodné metody jsou
zkouSeni v8ech moznych zbytkd a pouziti Eulerovy véty).

Zbytek cvifeni jsme Fesili diofantické rovnice (jde o rovnice, které se (nejéastéji)
fesi v celych ¢islech), nejprve rovnici tvaru Ya;z; = b s nezndmymi ;. Poté (stejné
cvicdeni uvedu postupy, které se pfi jejich ¥eSeni hodi (k FeSeni piikladd z tohoto
cviceni by ti mohly stacit jen prvni 4 metody):

1) Jde-li jedna nezndmé (p¥ipadné néjaky slozit&jsi vyraz) vyjadiit, vyjad¥i ji a
zjisti, kdy je jeji hodnota celociselna.

2) Pocitej modulo vhodné malé ¢islo.

3) Zaved vhodnou substituci.

4) Rozloz obé strany na soucin a pouZij vétu o jednoznacnosti rozkladu na soudin
prvocisel.

5) Pouzij nerovnosti.

6) Uzitetnd skutefnost je tieba tato: neexistuji celd ¢, d a pfirozené n takova, ze
" <d" < (e+1)™

7) Pocitej modulo i tfeba trochu vétsi ¢islo.

8) Pouzij (Fermatovu) metodu nekoneéného sestupu (z predpokladu existence
nenulového feSeni sestrojime mensi, také nenulové feseni. Takto bychom mohli
pokracovat nekonecné dlouho a dostali bychom nekonec¢nou klesajici posloupnost
prirozenych ¢isel - ta ovSem nemuze existovat!).

9) Uprav rovnici do tvaru uv = a", kde u,v jsou nesoudélnd. Pak musi byt
u = £b", v = +¢" pro vhodna b, c.

10) Pocitej modulo néco obrovského.

11) Vymysli n&jaky jiny trik.

Priklady

Neni-li uvedeno jinak, je ikolem najit vSechna celociselnd reseni dané rovnice ¢i
kongruence.

-2. 2z 4+3y=>5

-1. 222+ 5y +13=0
Lyt -2 =91
. 23 =2 (mod 5)
. 28 =2 (mod 7)
Lo+ Ty=28
18z + 20y + 152 =1
Lz(z+3) =4y -1
-yl =ty
cz(y +1)2 =243y
. z(z + 2y) = p + 332, p prvodislo

9. 1+ +224+22=2

10. z+y+2=14,24+yz=18

11. 2" nejde vyjadrit jako souCet nékolika (asponi dvou) po soubé jdoucich
prirozenych cisel.

12. Vsechna ostatni ¢isla tak vyjadrit jdou.
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Té&zsi priklady

23— 32z +5=0 (mod 105)

22 1=y gy z€EN

cz(z+1) =p*y(y+ 1),n € N, p prvodislo
dzy=z+y+22,2,y,2z€N

Lyl =2 4 (24 4)2
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