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Uvod

Toto je pracovni verze skript k prednasce Teorie cisel.

Jejich cilem je byt pomérné minimalistickym shrnutim probrané latky, jez blizce kopiruje
prubéh prednasek a nezahrnuje témeér zadné rozsirujici informace.

Material v téchto skriptech a jeho prezentace neni vubec puvodni: jeho vétsina je zalozend
na skriptech Alese Drapala [Dr]. 2. kapitola primarné vychézi ze skript Zuzany Masdkové
a Edity Pelantové [MP]; sekce 3.3 pak z textu Martina Klazara.

Za sepsani prvni verze skript dékuju Martinu Zuravovi; za upozoriiovani na chyby a
preklepy dékuju studentum, kteii predndsku se mnou absolvovali (zejména v koronavi-
rovém letnim semestru 2019/20, ale pak taky 2021/22). Piiklady do 6. kapitoly pfipravila
Zaneta Semanisinova (s vyuzitim piikladi od difvéjsich cvicicich, zejména Martina Cecha
a Martina Zurava). Radu dalsich tprav a vylepseni navrhl David Stanovsky podle svého
kurzu v roce 2020/21. Martin Raska pak podle roku 2021/22 doplnil 7. kapitolu s feSenimi
nékterych cviceni. I pres nasi snahu v soucasné verzi nepochybné obsahuji fadu chyb,

preklepu a nejasnosti, takze uvitam jakékoli komentare a navrhy na zlepsSeni.

[Dr| Ales Drapal, Teorie ¢isel a RSA
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~drapal /teorie_cisel.pdf

[K1] Martin Klazar, Analytic and Combinatorial Number Theory, summer term 2017
https: //kam.mff.cuni.cz/~klazar/anktc17.pdf

[MP] Zuzana Masikova, Edita Pelantova, Teorie éisel, skripta pro FJFI CVUT

Posledni zmény
2023. Martin Raska doplnil 7. kapitolu.
2022. Pomérné vyrazna restrukturalizace a doplnéni podle navrhu Davida Stanovského.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~drapal/teorie_cisel.pdf
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/anktc17.pdf

Motivace

O co jde v teorii cisel? Hlavnimi tématy, kterymi se budeme zabyvat, jsou cela cisla,
délitelnost, prvocisla a tak dale. Uvidime napiiklad, ze funkce 7(x), kterd oznacuje pocet

prvocisel mensich nebo rovnych néjakému redlnému ¢éislu z, je rovna zhruba loz —. My

=~ ~ T T ~: <
brzo dokazeme, ze Clipgz <m(x) < 2757 PTO néjaka ¢y, co > 0.

Podivame se také na nasledujici tvrzeni, které vsak nebudeme dokazovat v tiplné obec-
nosti: V kazdé aritmetické posloupnosti ax + b (pro nesoudélné a, b) existuje nekoneéné
mnoho prvocisel.

Zakladnim nastrojem pro nas budou kongruence a pocitani v Z,. Jak vypadaji inverti-
bilni prvky v Z,7

Eulerova véta ifka, ze a®™ = 1 (mod n). Vypocet ¢(n) zdvisi na prvociselném roz-
kladu n, proto nas bude také zajimat testovani, jestli je n prvocislo. Jelikoz je faktori-
zace vypocetné narocnd, je mozné vyuzit uvahy z teorie ¢isel napiiklad v kryptografii
(konkrétné napf. RSA).

Také se budeme vénovat diofantickym rovnicim. Velkd Fermatova véta tika, ze x™ +
y" = 2" nema teSeni pro z,y,z € N,n > 3. To pochopitelné nedokazeme, ale vyresime
naptiklad 22 + y? = 22 nebo 2% + 1 = y® pomoci poéitani v Gaussovych celych &fslech
Z[i] (vice oproti Algebte).

Budeme dale fesit kvadratické kongruence 22 = a (mod p), coz vede k zdkonu kvadratické

reciprocity, ktery dokazeme pomoci pocitani v Z [e%} .

Jak dobte jde dané ¢islo aproximovat pomoci racionalnich ¢isel? Napiiklad 7 je ptiblizné

rovno % = 3,1415929 ... Ukédzeme, ze Tetézové zlomky davaji takovéto dobré aproxi-

mace.

Mimochodem, ¢islo 6789012...901...0...0...1 je prvocislo, které si muzeme pamatovat
jako 600001 (nebo i jako 641).



1. Pocet prvocisel

Existence prvocisel se tykaji dvé klicové tézké veéty:

Véta 1.1 (Prvociselnd véta). Bud w(x) = pocet prvocisel < x (pro x € RT). Pak

kde log je prirozeny logaritmus.
Zhruba teceno, pravdépodobnost jevu, ze nahodné celé ¢islo n je prvocislo, je priblizné

1 1 1
logn  log10-log,,n ~ 2,3 pocet cifer n-

Véta 1.2 (Dirichletova véta o aritmetické posloupnosti). Méjme a € N;b € Z, (a,b) = 1.
Pak existuje nekonecnéeé mnoho prvocisel tvaru ax + b, x € N.

Oba dukazy z 19. stoleti vyuzivaji komplexni analyzu. D4 se ale pomérné elementarné
dokazat:

e Existuji ¢y, co > 0 takova, ze pro vSechna dostatecné velka x plati

’ <7(z) < co ’

C1

log x logz’

e Bertranduv postulat: pro kazdé ptirozené ¢islo n > 2 existuje prvocislo p takové, ze
n <p<2n.

e Pro kazdé prirozené cislo a existuje nekoneéné mnoho prvocisel p tvaru ax + 1.

Prvni dvé tvrzeni si dokazeme v této ivodni kapitole.
Treti tvrzeni, coz je specialni piipad Dirichletovy véty, si pozdéji dokazeme pomoci cyk-
lotomickych polynomu.

1.1 Cebysevuv horni odhad

Zacnéme nejjednodussim z odhadu poctu prvocisel, a sice ze

m(n) <c- pro néjaké ¢ > 1.

logn

Odhadneme Hpgn p pomoci kombinacnich ¢isel a z toho pak odhadneme 7(n).

7



8 KAPITOLA 1. POCET PRVOCISEL

Lemma 1.3. Pro k € Z,k > 0, mdame

92k 2% % + 1
< také < 9%k
2k:+1_(k:) @ rare (k)_

Diikaz. (2:) je nejvétsi z kombinacnich ¢isel (25“) pro 0 < i < 2k (cviceni). Tedy

2k 2k 2k 2k
22k — (14 1)% = < (2k+1)- .
e = () + (1) +or G) = eee - (5)
Pro druhou nerovnost mame
2k +1 2k +1 2k +1 okt 1
2. = <2 ) [
C) =)+ () <

Tvrzeni 1.4 (Cebysev). Pron € N mdme

Hp<4”.

p<n

Diikaz. Dokazeme druhou nerovnost, tu prvni pak dostaneme zlogaritmovanim.

Pro n = 1,2 je tvrzeni ziejmé. At ted n > 2, budeme dokazovat indukei.

a) Plati-li tvrzeni pro n = 2k + 1 liché, pak plati i pro n + 1 = 2k + 2, protoze 2k + 2
neni prvocislo, takze se leva strana nezveétsi.

b) At ted n = 2k a nerovnost plati pro n a vSechna mensi ¢fsla; chceme nerovnost pro
2k + 1.

Rozdélme HkaHp na souc¢in pies p < k + 1 (pro ktery pouzijeme IP) a pies k + 2 <
p <2k+ 1.

Mame (Qk]jl) = % a tedy kazdé p, které spliuje k + 2 < p < 2k + 1, déli citatel v

prvni mocniné a nedéli jmenovatel. Tedy p | (2]“; 1) a také

3
(L) ()2
k+2<p<2k+1

Mame tedy

H D= H » H plg4k:+1_4k:42k+1. 0

p<2k+1 p<k+1 k+2<p<2k+1

Véta 1.5. Ewistuje konstanta ¢ > 1 takovd, Ze m(n) < c- 2 (pron > 2).

Dukaz. Mame

nlog4D>EZIng2 Z logp > Z log\/EZ%(w(n)—\/ﬁ).logn,

p<n Vn<p<n Vn<p<n

kde posledni nerovnost plati proto, ze pocet séitancu na jeji levé strané je mensi nebo
rovna poctu prvocisel < n minus poctu vsech ¢isel < /n.
Tedy

m(n)-logn < 2nlogd +v/n-logn < (2log4 + ¢)n.

Zde jsme ve druhé nerovnosti vyuzili toho, ze mdme /n - logn = o(n), cili existuje
konstanta ¢ takovd, ze \/n -logn < ¢n. O



1.2. VALUACE 9
Konkrétné napt. plati /n -logn < % -n pro n > 2. Tedy

2
m(n)-logn <n- (210g4—|— —)
e

a muzeme vzit ¢ = 2log4 + 2 ~ 3,54.

1.2 Valuace

Jednim ze zakladnich nastroju v teorii ¢isel jsou valuace.

Definice. Bud p prvocislo a n € Z. Pak v,(n) znaci nejvétsi j > 0 takové, ze p’ | n; jde
o p-valuaci ¢isla n. Zaroven definujeme v,(0) := oo.
Napiiklad tedy mame, ze n = [[p™ pro kazdé n € N. Jednd se sice formalné o ne-
konecny soucin, ale pokud p { n, pak v,(n) = 0 a piislusny soucinitel pr™ = p0 =1
muzeme ignorovat.
Cwvicend. Zakladni vlastnosti valuaci jsou (pro prvocislo p a m,n € Z)

e multiplikativita: v,(mn) = v,(m) + v,(n),

e trojuhelnikova nerovnost: v,(m +n) > min(v,(m), v,(n)).

Pro zbytek kapitoly oznacme (2:) = [[p" prvociselny rozklad, ¢ili v, = v, (2:)
Ziejmé mame v, = 0 pro vSechna p > 2n.

Lemma 1.6. p” < 2n pro vSechna prvocisla p.

Dikaz Méme
o = v, <2:> — v, (%) — 5, ((20)1) — 20,(n).

Dale si vSimnéme, ze
k

Jj=1

Je to proto, ze presné L%J z Cisel 1,2, ...,k je délitelnych p, a tedy kazdé z nich ptispéje 1

do exponentu p v prvoéiselném rozkladu. Déle | & | z téchto éisel je dokonce délitelnych p?
p

(a proto prispéji dalsi 1 do exponentu p), atd. s postupnym uvazovanim ¢isel délitelnych
Pt
Dosazenim do vzorecku pro v, dostdvame

vy = 0,((2n)!) — 20, (n)) = 3 Q%J ) L%D |

>1

Zde si uvédomme, ze staci uvazovat indexy j < log,(2n), protoze pro vétsi j mame
P > 2n, a tedy B—?J =0= L%J
Cviceni. Pro kazdé n, m plati L%J -2 L%J =0,1.

Pomoci tohoto snadného cviceni uz dokoncime dikaz: v, je souctem nejvyse log,(2n)
scitanct, z nichz kazdy je roven 0 nebo 1. Tedy v, <log,(2n), jak jsme chtéli. O]



10 KAPITOLA 1. POCET PRVOCISEL

1.3 Dolni odhad a Bertranduv postulat

n
logn*

Veéta 1.7. Ezistuji c,ng > 0 takovd, Ze pro vsechna n > ng plati w(n) > ¢

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze m(2n—1) = 7(2n), staci vétu dokédzat pro sudd ¢isla. Pomoci
lemmat [L.3] a [[.6 odhadneme

22 I3 [2n
< _ Up < (9 w(2n)
2n+1_<n) Hp < (207

kde posledni nerovnost plati proto, ze pokud p | (2:), pak ziejmé p < 2n, a tedy pocet
prvocisel p v prvociselném rozkladu je nejvyse m(2n). Pro kazdé z nich pak pouzijeme
lemma, [1.6]

Cili 22" < (2n + 1) - (2n)™?" a po zlogaritmovani

2nlog 2 <log(2n + 1) + m(2n) log(2n).

7 této nerovnosti dostaneme odhad

2nlog2 log(2 1 2
7(2n) > nlog2 log(2n+ 1) > e
log(2n) log(2n) log(2n)

pro vhodné ¢, nebot log(2n + 1) = o(2n). O

Poznamka: z posledni nerovnosti je vidét, ze l1ze zvolit ¢ = log2 — ¢ pro libovolné € > 0
(¢im mensi, tim vétsi bude ny).

Véta 1.8 (Bertranduv postulat). Pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 existuje prvocislo p
takové, Ze n < p < 2n.

Diikaz. Pro spor uvazujme n, pro které neexistuje prvocislo p spliujici n < p < 2n.

pro vSechna p > 2n. Z predpokladu plyne, mezi n a 2n zadné prvocislo neni.

Déle si vSimnéme, ze v, = 0 pro vSechna 2n/3 < p < n, protoze takova prvocisla se
vyskytuji pravé jednou v citateli i jmenovateli zlomku (2:) = % A nakonec si

vSimnéme, Ze v, < 1 pro vSechna p > v/2n, protoze p*» < 2n podle lemmatu .
Pouzitim lemmatu [1.3| a téchto pozorovani dostaneme odhad

22n n Jan
< < > < H pvp . H p < (271,) 2n.42n/37

2n+1 7\ n
p<v2n V2n<p<2n/3

pricemz pro odhad prvniho soucinu jsme opét pouzili p*» < 2n a pro odhad druhého
soucinu jsme pouzili CebySevovu nerovnost.
Pro n > 18 lze pokracovat v odhadech

92n < (2n 4 1) - (gn)\/ﬁ L4203 (Qn)\/%w . 42n/3 < (Qn)%‘\/% . 42n/3

Druhé a tieti nerovnost plyne z nésledujicich tivah: k£ + 1 < k2 pro véechna k > 2, a déle
[+2< %l pro vsechna [ > 6.
Po zlogaritmovani dostaneme

4
2nlog?2 < 3 (\/ 2nlog(2n) + nlog 2) ,



1.3. DOLNI ODHAD A BERTRANDUV POSTULAT 11

linedrn{ clen prevedeme vlevo, vydélime /n a dostaneme nerovnost
Vnlog2 < 2v/2log(2n).

Obeé strany jsou rostouci posloupnosti, ovSem leva strana roste mnohem rychleji a jiz pro
n = 2% nerovnost neplati.

Zaver tedy je, zZe pokud pro éfslo n neplati Bertranduv postulét, pak n < 2!°. Ovsem po-
sloupnost prvocisel 3,5,7,13,23,43,83,163, 317,631, 1259 prokazuje, ze pro mald n Ber-
tranduv postulat plati, spor. n



2. Retézové zlomky

2.1 Pellova rovnice

Spousta motivace pro teorii ¢isel pochazi ze snahy fesit diofantické rovnice (napft. velkd
Fermatova véta).

Pellova rovnice: rovnice 2> — my? = 1, kde m je dané piirozené ¢islo, které neni étverec.

Vzdy ma feseni (£1,0), které se nazyva trivialni.
Vsimnéme si, ze na znaménkach ¢isel x, y nezalezi, ¢asto tedy budeme buno predpokladat,
Ze jsou obé cisla kladna.

Kdyby m = d?, pak 1 = 2? —d*y? = (z —dy)(z+dy), takze x +dy = +1. Odtud 2z = +2,
takze x = £1. Pak y = 0, coz dava pouze trividlni reseni.

Nekdy se Pellova rovnice definuje i lehce obecnéji, napriklad s —1 nebo +4 napravo.

Brahmagupta (cca. 600 n.l.): ,Za matematika se muze povazovat ten, kdo umi vyftesit
2?2 — 29y% = 1.“ (feSeni je (9801, 1820))
Fermat vyzval svého kamarada k feseni pro m = 61: (1766319049, 226153980).

K feseni se vyuzivd podobnd myslenka jako vyse: rozklad (z — /my)(z +/my) =1 v
okruhu Z [v/m] = {a + by/m | a,b € Z}.

Pozorovdni. Pokud jsou (x1,y1), (72, y2) TeSeni, pak také (x3,ys) je Feseni, kde
3 + ysv'm = (z1 + y1vV'm)(z2 + yav/m).
Diikaz. Mame x3 — yzv/m = (x1 — y1/m)(xe — y23/m), a tedy
w3 —yim = (21 +yiv/m) (w2 + yov/m) (21 — yiv/m) (w2 — yov/m) = 1. O
Vsechna teseni tedy tvori grupu: neutrdlni prvek je (1,0), inverzni prvek k (z, y) je (x, —y).

Tvrzeni 2.1. Bud m € N takové, Ze m nend ctverec. Predpoklddejme, Ze Pellova rovnice

x? —my? =1 md alesporn jedno netrividlng resend. Pak existuje resent (ag, bo) takové, Ze

{(a,b) | a4 by/m = £(ag + boy/m)",n € Z}
jsou pravé vsechna resen.

Rovnou poznamenejme, Ze netrividlni feseni existuje vzdy, jak si dokazeme ve vété 2.3
Casto budeme tikat, ze a + by/m je feSeni Pellovy rovnice, kdyz dvojice (a, b) je fesenim.

12



2.2. APROXIMACE REALNYCH CISEL 13

Diikaz. 1. Bud (d’, ') netrividlni feseni, bino a’ > 0, > 0. Polozme
ap + boy/m = min{a + by/m feseni Pellovy rovnice | a,b > 0}.

Oznacme tuto mnozinu M. Pro¢ minimum z mnoziny M existuje?
Mnozina M je neprazdnd, nebot obsahuje prvek a’ + b'/m.
Vsimnéme si, ze pokud a; + b1\/m, as + bay/m € M, pak

ay < ay e ai < a3 < 1+mbl <1+mb; < b < by < by < b

Bud' ag + boy/m € M takovy, Ze ag je nejmensi mozné (to existuje, nebot ag € N). Pak je
také by nejmensi mozné. Odtud ag + boy/m je také nejmensi prvek M, a proto minimum
existuje.

2. Pozorovani davé, ze £(ap + boy/m)"™ je teseni pro kazdé n € Z: pro n > 0 je to
v pofddku. Déle mdme ag — boy/m = (ag + boy/m)™ !, ¢ili pro pro n = —k < 0 je
(a0 + boy/m)~* = (ag — boy/m)".

3. Vezméme nynf feseni ¢ + d+/m, buno ¢, d > 0.

Médme ag + boy/m > 1+ /m > 1, a tedy posloupnost (ag + bygy/m)™ m4 limitu oo pro
n — 0o.

Proto existuje n € Ny takové, ze (ag + boy/m)™ < ¢ + dym < (ag + boy/m)" . Pak
(ag + boy/m) (¢ + dy/m) = (ag — boy/m)™(c + dy/m) je také Teseni a méme

1<x+ y\/ﬁ = (ao + bo\/ﬁ)*"(c + d\/ﬁ) < ag+ bo\/%

Cvi¢eni. Bud x + y/m feseni. Pak x + y/m > 1< x> 0ay > 0.
Tedy kdyby = + yy/m > 1, pak = + yy/m € M, coz je spor s minimalitou ag + bo/m.
Takze = 4+ y/m = 1, coz ddva ¢ + dy/m = (ag + bo/m)™. O

(ag, bo), resp. ag + bgr/m se nazyva minimdlni reSeni Pellovy rovnice. Napf.

342v2,2 43, ...,649 + 180V13, . .., 1766319049 + 226153980161, . . .

2.2 Aproximace realnych cisel

Potiebujeme dokazat predpoklad z tvrzeni o existenci néjakého netrivialniho feseni.
Myslenka: 22 —my? =1 =22 =my* + 1 = 5—2 =m+ @%’ proto priblizné plati % ~/m.
Hledédme tedy zlomky, které dobfe aproximuji y/m.

Bud « € R a uvazujme zlomky - -- < —é <0<ic % < % < .... Pak «a lezi v néjakém

1

50" Muzeme ale aproximovat

q
z intervalu [g, %), takze existuje p spliujici ‘oz — g‘ <
mnohem 1épe!

Véta 2.2 (Dirichlet). Bud « € R iraciondind.

a) Pro kazdé Q € N,Q > 2, existuji ¢isla p,q € Z takovd, 2e 1 < ¢ < Q a ‘a — § < é.
b) Existuje nekonecné mnoho zlomki & (v zdkladnim tvaru) takovych, Ze ’a - < q%.

Poznamka. Pro o € QQ prvni ¢ast plati s ‘Oz — 5’ < é, druhé c¢ast neplati — cviceni.

Pred dukazem pripomenme, ze {8} := 8 — | 3] znaci necelou ¢ast ¢isla (.
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Diikaz. a) Rozdélme interval [0, 1] na @ podintervalu s koncovymi body

01 2 Q-1,_Q

0

QR Q@
Vezméme redlnd c¢isla 0,1, {a}, {2a},...,{(Q — 1)a} € [0,1].

Kazdé z téchto ¢isel je tvaru ac — b pro néjakd a,b € Z,0 < a < @Q, protoze {ja} =
joo— ja].

Mame () + 1 cisel v () intervalech [é, %} , takze aspon dvé cisla lezi v jednom intervalu.

Ziejmé to neni dvojice 0,1, tedy buino at to je ac — b,ca — d, kde 0 < a < ¢ < Q. Pak
méme [(c — a)a — (d —b)| = |(ca — d) — (acx — )| < %
Tedy pro p:=d —b,q := ¢ — a mame

le—a)a—(d=b)| <

1
Qq
Z faktu, ze « je iraciondalni, na zavér plyne, ze rovnost nenastane.
b) Pokud je £ podle césti a) (pro néjaké @), pak

‘ p’ 1 1
a— = —

< — < .
q| Qq ¢

()

Zéaroven kazdy zlomek § spliuje nerovnost ‘a — § < @ jen pro konecné mnoho hodnot

(), protoze leva strana této nerovnosti je realné c¢islo > 0 a jeji prava strana jde k 0 pro
Q — .

(@ ale muzeme v casti a) volit libovolné velké, takze musi existovat nekonetné mnoho
ruznych zlomku § spliujicich (*). O

2.3 Existence reseni Pellovy rovnice

Véta 2.3. Bud m € N takové, Ze m # d* pro vsechna d € N. Pak md Pellova rovnice

2?2 — my? = 1 netrividlni reseni v Z.

Diikaz. Podle Dirichletovy véty ) existuje nekoneé¢né mnoho zlomku § takovych, ze
lp — q/m| < % a p,q jsou nesoudélna. Pak

1 1
= ] = o~ vl o — avim + 200l < - (D 20vm) < 1e2vim

Proto v intervalu (—1 — 2v/m, 1 + 2y/m) existuje celé ¢islo k takové, ze p*> — mq? = k
plati pro nekoneéné mnoho dvojic (p, q). Zaroven je \/m iracionélni, takze k # 0.

Navic muzeme rozdélit (p,q) podle jejich hodnot mod k: Mdme k% moznych dvojic (p
(mod k), ¢ (mod k)), a tedy aspoii jedna z nich nastane pro nekone¢né mnoho zlomku 2.
Existuji tedy (p1,q1) # (p2, ¢2) takové, ze

p% - mqf =k, p% - mqg =k, pp=p2 (mod k), ¢ =¢ (mod k).
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Pak

k= (pf - mq%)(p% - mqg) = [(Pl + q1vV/m)(p2 — %M)} [(pl — q1vV/m)(p2 + Q2\/E)}
=(A+ Bym)(A — Bym) = A* — B’m,
kde A :=pip> — q1g2m, B := qipa — p1¢o.
Navic A=p? —¢dm =k =0 (mod k), B=qp — piqa =0 (mod k).
Bud X := %, Y = % Méme Y # 0 (cviceni: proc?) a plati k? = A? — B*m = k* - (X? —
Y?m), a tedy X? —Y?m = 1. Tedy (X,Y) je hledané netrividln{ resen. O

Pozndamka. Véta netrikd, jak minimélni feSeni najit. K tomu pouzijeme tetézové zlomky
— viz vétu .18 nize.

2.4 Retézové zlomky a polynomy

Ze cviceni vime, ze retézovy zlomek je ag + - +1 — =: |ag, ay, as, ...]. Ted toto formali-
1 a.2+m

zujeme a dokazeme si fadu pomérneé silnych vlastnosti.

Definice. Bud' ¢ € R. Definujme posloupnost celych ¢isel a; takto:

1
o =& a; =&, i = pokud &; # a;.
§i—ai
Vznikne koneéna posloupnost ag, ay, ..., ar nebo nekonecnd posloupnost ag, ay, ..., jez se
nazyva retézovy zlomek ¢éisla € € R a znaéi £ = [ag, aq, - . ., ax] nebo & = [ag, ay, ... ].

Pozndmka. Zatim jde o ¢isté formalni zépis, obzvlast v piipadé nekonecného fetézového
zlomku.

Méame ag € Z a a; € N pro ¢ > 1.
Tvrzeni 2.4. Cislo & je raciondlnd, prdvé kdyz € md konecny fetézovy zlomek [ag, . . ., ag)].

Diikaz. ,=“ At £ = 2. Uvazujme Eukleidtiv algoritmus:

D= aoq+ 1
q=air; +r2

™ :CLQT2+7’3

Te_1 = QT + 0.

rii1

Pak§:£: [Clo,...,ak] afi: Zr, .

»<=" Médme-li kone¢ny fetézovy zlomek |ao, . .., ax], pak & = ap+ ﬁ (coz se dokaze

napiiklad indukef). O
< 1 _ apai+1 1 _ a2  __ apajaz+taptaz i &

Mame ag + o= a0+ al—+£ =00+ oty = T Pojdme se na citatele a

jmenovatele divat jako na polynomy v proménnych a;.
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Definice. n-ty retézovy (kontinudlni) polynom v proménnych x4, ..., x, je definovan re-
kurentné: K_; := 0, Ky := 1,
Kp(zy,...,x) i =xy - Kyoq(x1, ..o xp1) + Kyo(21, ..., Tpo) pron > 1.

Za chvili si dokazeme, Ze fetézové polynomy opravdu davaji citatele i jmenovatele konecného
fetézového zlomku:

Tvrzeni 2.5. Pro ay € R,a; € Rt mdme

1 _ Kn+1(a0,...,an)
K, (ai,...,a,)

lag, ay, ..., a,] = aop +

.. 1
+E

Pro fetézové polynomy plati fada uzitecnych, byt trochu technickych, identit. Klicova
je ¢ést a), z niz potom zbytek pomérné snadno vyplyva. Zejména e) si neni potieba
pamatovat.

Tvrzeni 2.6. Pokud neni nize wvedeno jinak, bud n > 1. Pak:

Kn<l‘1,...,$n) Kn,1<£li'1,...,ilin71) N 4! 1 Z2 1 Tn 1 — M. ---M
Kn_l(.IQ,...,SL’n) Kn_2<I2,...,I‘n_1) N 1 0 1 0 1 0/) ™ ZTn>

Kn(llj'l, e ,In)Kn_Q(ZBQ, Ce ,[L’n_l) — Kn_1<l‘1, Ce ,I‘n_l)Kn_1<ZL‘2, Ce ,$n) = (_1)77,
e) Pron>21<1<n-—1 plati
Ko(oy, .. xn) = Ki(o1, . 2) Kno(Tugs - ) VK (21, 1) Km1 (042, -2 ).

Dikaz. a) Induket:

n=1:K(r)=xKy+ K_1 = x;. Tedy leva strana se rovna <Jil (1)>, coz odpovida

pravé strané.
n+1>2:

Kn_l(l'g,...,xn) Kn_g(l’g,...,l'n_l) 1 0

_ T K (21, ) + Koy (@1, Tpm1) Kn(zy,. .., 20)
.Z‘n+1Kn_1($2,...,.I‘n>+Kn_2($2,...,$n_1) Kn_1($2,...,In)

Kp(xy,...,xn)  Kooa(xn, oo Tpo1)\ (@1 1
( ) (5

_ Koo(xy, oo 1) Ko(zg, ..o, z,)
Kn(xg,...,xn+1) anl(xg,...,l'n) '

b) Ziejmé z a).
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c¢) Transponovanim matice 1 x 1 jako prvni rovnost dostaneme

(Kp(x1,...,10)) = (Kn(z1, ... 20))" = {(1 0) My, -+ My, <(1)>r

T
1 T T T 1
= (0) M} oM (1 0) =(1 0)M,, M, <0) = (Kp(wn, ..., 1))
d) Vezmeme determinant obou stran rovnosti a).

e) Plati M,,M,,,, = M,, (é) (1 0) M, + (é) (1 0). Tohle dosadime dovnitf pravé

strany rovnosti b). O

Diikaz tvrzeni2.5. Indukei:

1 acK,(ay, ... a,) + Ky1(ag, ... a,)
LS = Qo + Kn(ai,...,an) - Kn(axl, - ’an) .
Kn_1(a2,...,an)

Potiebujeme tedy dokézat, ze K, 1(ao,...,a,) = agKy(a1,...,a,) + Ko 1(ag, ..., a,).
K tomu pouzijeme tvrzeni )E

23p)

aoKy(ay, ... an) + Kn_1(ag, ..., a,) = aoKy,(an,...,a1) + Kp_1(an, ..., a)
def )
= n+1(an,...,a0) = Kn+1(a0,...,an). D
2.5 Sblizené zlomky
Chceme aproximovat £ = [ag, a1, ... | pomoci [ag, . .., a,]: ty aproximuji dobfe (ve smyslu
véty )), cehoz vyuzijeme k formalizaci nekoneéného zlomku ag + — L . Pro zjed-
ag+t...
noduseni budeme predpoklddat, ze £ > 0 (to ovlivni jenom ay).
Definice. Bud ¢ > 0 a [ag, a1, ..., ax] (respektive [ag, ay, . ..]) jeho konetny (respektive

nekonecny) fetézovy zlomek. Pro n > —1 bud

po1:=1,q1:=0,p, := Kpi1(ao,...,an),qn := Kp(aq, ..., ay).
Zlomek 2= (pro n > 0) nazyvame n-ty sblizeny zlomek (nebo také konvergent) ¢isla &.
Plati nasledujici rekurence pro p,, g, kde n > 0:
b1 = 1ap0 = G0, Pn+1 = Gn41Pn +pn—1;
q-1 = 07 qo = 17 Gn+1 = Gnt1Gn + Gn-1-
Posloupnosti {p, }n>0 & {¢n }n>1 jsou ostie rostouci, protoze ag > 0,a; > 0.

Samoziejmé pokud & € Q, mame vSe definované jen do pyg, ¢ a Z—: = £. 'V tomto piipadé
je tfeba prislusné omezit n v nasledujicich tvrzenich. Jelikoz se jednd o snadné upravy,
nebudeme je zde uvadét explicitné.

Vsimnéme si také, ze definice p,,, ¢, dava smysl i pro posloupnost ag, ay, ..., kterd nemusi
byt nutné retézovym zlomkem néjakého cisla.

Tvrzeni 2.7. p,_1¢, — PnGn—1 = (—1)" pron > 0.
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Diikaz. Plyne ihned z tvrzeni ): Misto n vezmeme n + 1 a dosadime z1 = ag, 1o =
ai,...,Tpt1 = Q. Dostaneme

Pn—1Gn — Pnln-1
= Kn((l(), . ,an,l)Kn(al, R ,CLn) — Kn+1(a0, Ce ,an)Kn,1<a1, R ,an,l) = (-1)”

O]
Tvrzeni 2.8. Bud & >0 a & jako v definici Tetézového zlomku, tedy
1
So=Ea;i= &), 61 = pro & # a;.
& —a
Pak N
= M, kde 22 jsou sblizené zlomky ke &.
€n+IQn + Gn—1 An
Dukaz. Mame
f—a + 1 Kn+2(a0,...,an,§n+1)
= qp —
CL1++ Kn+1(a’17"'7an7€n+1)
. .
an+ﬁ
definice K; €n+1Kn+1<a07 e 7an> + Kn(a07 e aanfl) _ Ent1Pn + Dn—1 =

€n+1Kn<ala R ,an> + anl(ala cee 7&7171) B €n+1Qn + Gn—1

Véta 2.9. Bud & > 0. Pak:
a)

lim 22 — ¢,
n—oo qn

a tedy posloupnost sblizengch zlomku konverguje ke &.

b)

@<£<p2n+1 pron >0
qon, Qon+1
c)
1 1 1
< — & < (< —2) .
qndn+2 qn dndn+1 qn

a)

1
"'<’pn+1_Qn+1€’<q <’pn_Qn£‘< < -

n+2 An+1
(tedy vzddlenosti g,& od nejblizsiho celého éisla, typicky p,, se zmensugji).

Céast a) nam dava zpusob, jak precizovat definici nekonecného fetézového zlomku jako
realného cisla, a sice jako

lag,ay,...| = lim [ag,aq, ..., a,)].
n—oo
Ted také vidime, Ze kazdd posloupnost ay € Z, ay,as,... € N je fetézovym zlomkem
néjakého redlného ¢isla, a sice éisla € = [ag, aq,...] = lim, lag, a1, ..., a,] (cvicent:
napred dokazte ezistenci limity pomoci Cauchyovskosti a pak to, Ze ag = [lim...], a

podobné pro dalsi koeficienty a;). Toto viubec nebylo jasné z puvodni definice v sekei [2.4]
Retézové zlomky nam tedy davaji bijekci mezi redlnymi cisly € a posloupnostmi a;.

V tvrzeni je potieba si dat pozor, kde zastavit pro racionalni .
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Diikaz. Pro dukaz predpokladejme, ze £ je iracionalni. Mame

_ PnER&PntPat  Pn Pno1Gn — Pndn-1 BT (="
dn Sn—i-lCIn + dn—1 dn Qn(€n+1Qn + Qn—l) Qn(gn—‘rl(Jn + Qn—l)

Cislo na pravé strané je kladné, resp. zaporné podle parity n, a tedy plati b).

Protoze ani1 = [€nt1] < &nt1, mame

-x

n 1 1 1
dn

< = )
QH(fnJrIQH + anl) Qn(an+1Qn + Qn71> Andn+1

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili rekurenci pro ¢,.1. To dokazuje a) (protoze prava
strana jde k 0) a horni odhad v ¢).
Pouzitim 1 + a1 > &,+1 podobné dostaneme dolni odhad v ¢):

N 1 B 1 1 1
qn((l + an—l—l)Qn + Qn—l)

dn

Qn(Qn—H + Qn) o Qn<an+2Qn+1 + Qn) B Anqn+2 .
Konecné d) plyne ihned z ¢) vyndsobenim g,,. O

Z casti ¢) vidime, zZe sblizené zlomky nam davaji aproximace s malou chybou ve smyslu
Dirichletovy véty 2.2p) (coz v podstaté dévd jeji dalsi dikaz).

2.6 Dobré aproximace

Definice. Bud ¢ € R. Zlomek %, kde (r,s) = 1 a s > 0, je dobrd aprozimace Cisla &,
pokud

pro kazdé £ € Q, kde 1 < ¢ < s, plati [r — s¢| < [p — g¢|
q

Ir — s&| < |p — s&| plati pro vSechna p € Z.

V definici jde tedy o to, Zze ; md nejmensi ,relativni chybu*

| Zg} = |r — sg|.

® |3

Postupné ted dokaZeme, Ze sblizené zlomky pro & > 0 ddvaji vsechny jeho dobré aproxi-
mace:

Véta 2.10. Bud & > 0, {€} #0,

N =

. Pak jeho sblizené zlomky

P e

{n >0, pokud 0 < {&} < 3,
dn

n>1, pokud 5 <{&} <1,
ddvaji pravé vSechny dobré aprorimace cisla &.

Pifpady, kdy {¢} = 0,3, stejné jako dobré aproximace se jmenovatelem 1, bude treba

vyTesit samostatné, to je ale jednoduché piimo z definice dobré aproximace.
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Cwiceni. a) Urcete véechny dobré aproximace ¢isla &, pokud {£} =0, %
b) Uréete vSechny dobré aproximace tvaru ¥ éisla &.

Lemma 2.11. Bud € > 0. At ¢ > 1, g nend sblizeny zlomek & a bud n > 1 index takovy,
ze n—1 < ¢ S qn - Pak

g€ = p| > g€ — pul + |Gn-1§ — Pnil-
(Je-li £ € Q a q dostatecné velké, pak takové n neezistuje.)

Dukaz. Myslenka: vyjadiime p, ¢ pomoci p;, ¢; a odhadneme.
Uvazujme proto soustavu rovnic

TPp—1 +YPn =Dy Tqn—1 + YGn = q.

Tvrzeni davéa, ze determinant soustavy je (—1)", proto mé soustava feseni v Z. Diky
Cramérovu pravidlu je timto fesenim

= (=1)"(pgn — qpn), ¥ = (=1)""(Pgn-1 — qpn-1).

Protoze E #+ p” iy Z—", mame x # 0 # y. Navic x,y maji rizné znaménka diky rovnici
TQn_1 + yqn q, protoze plati 1 < ¢, .1 <¢<¢q,aw,y €Z.

UZ muzeme odhadnout:

= |z| - [pn-1 = @u—1&l + Y| - [P0 — €] = [Pr-1 — @a—1&] + [Pn — @€,

kde tieti rovnost plati, protoze vyrazy v zavorkach maji opa¢na znaménka podle véty
2.9b), takze po vyndsobeni z,y maji znaménka stejna. ]

Diikaz vety[2.10. Dobré aproximace se jmenovatelem 1 je potfeba vytesit samostatné (coz
bude odpovidat mezim n > 0, resp. n > 1 ze znéni véty).

Déle budeme uvazovat jen zlomky se jmenovatelem > 2. pro které muzeme pouzivat
lemma (protoze jmenovatele muzeme umistit mezi dva sousedni ¢leny posloupnosti

q0:1<q1<q2<...).
Bud Z—: sblizeny zlomek. Pro¢ jde o dobrou aproximaci?

Meéjme § se jmenovatelem ¢, < ¢ < @my1 < g,. Rozlisime dva ptipady:
a) £ nenf sblizeny zlomek. Pak

el
|Q£_p| > |Qm+1£_pm+1| Z |Qn§_pn|7

tedy P neni lepsi aproximace nez 2= ™

b) ’; = p Lmtl Je sblizeny zlomek. Pak to neni lepsi aproximace opét podle véty |2

Bud naopak * dobrd aproximace §. Berme n takové, ze ¢,—1 < s < ¢, (pokud £ € Q,§ =
lag, .. .,ax] a s > qx, pak se ur¢ité nejednéd o dobrou aproximaci, protoze ’;—: mé chybu 0).
Pokud LA p", pak muzeme pouzit lemma

‘85 - T’| Z ‘Qng _pn| + ’qn—lg _pn—ll Z IQn—lg _pn—l‘a

coz je spor s tim, ze * je dobrd aproximace. Tedy - = 2=, O
9 s S dn
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<

Ve véte H@) jsme vidéli, ze sblizené zlomky davaji aproximace s malou chybou |£ — %

%. Plati i ¢astecny opak: pokud mé aproximace malou chybu, pak musi jit o sblizeny
zlomek:

Tvrzeni 2.12. Bud & > 0 iraciondlni. Je-li § € Q takové, ze
1 n -y
'f — I—)‘ < =, pak b_Dn pro néjaké n.
ql  2q q  Gn

Diikaz. Pro spor at § nen{ sblizeny zlomek a bud n takové, Ze q,_1 < ¢ < ¢, (pifpad
g =1 je opét potieba oSetfit samostatneé).
Lemma déva, ze |pp-1 — gu-1&| < |p — ¢€] < ;. Pak

1 néco n_1 | A—ner. — 1 1
PR 'g - Zni = g - 5‘ " ’5 N ];ni 27 2
Odtud upravou dostavame ¢ < ¢,_1, Spor. O
Jesté poznamenejme, ze vzdy aspon jeden ze dvou sousednich sblizenych zlomku 5:—:1, IZ—Z
splnuje S—g < ﬁ.
2.7 Periodické retézové zlomky
Véta 2.13. At je € iraciondlni. Jeho Fetézovy zlomek & = [ag, a1, .. .| je od jistého mista

periodicky, prdvé kdyz je £ algebraické éislo stupné 2 (¢ili iraciondlni koten néjakého
kvadratického polynomu s celociselngmi koeficienty).

Dikaz. =% At & =ag,. ..,k 1,0k, Cori_1)-

Mime & = [ag,...,ap_1,&), kde & = [@r, .., arsi—1). Cislo & mé cisté periodicky
fetézovy zlomek, neboli plati &4y = &,. Pouzijeme tvrzeni 2.8 pro & misto { an =1—1.
Pak &, = &4 odpovida &, z tvrzeni, a tedy

EktiPn + D1 EkPn + Pna
k —_— —_
gk—HQn + Gn-1 éan + Gn—1 ’

kde % jsou sblizené zlomky pro &.

Vynasobenim jmenovatelem pravé strany vidime, ze & je koren kvadratického polynomu
s celociselnymi koeficienty:.

Déle opét pouzijeme tvrzeni , které nam dava vyjadieni ¢isla & pomoci &. prravou

tohoto vzorce dostaneme
_ag+b

e +d
pro vhodna celd cisla a, b, ¢, d. Dosazenim tohoto vyjadreni do kvadratického polynomu
pro & dostaneme hledany kvadraticky polynom pro &.

&k

,<=" Jenom naznacime myslenku:
At € spliiuje a&? + b€ + ¢ = 0 pro né&jakd a,b,c € Z,a # 0.
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Dosadime sem vztah z tvrzeni coz se upravi na kvadratickou rovnici A4, &2 1 +Br&npt
C, =0, kde A,, B,,C,, € Z vyjadifime pomoci a,b,c,p;,q; (napiiklad A, = Cpy1 =
ap? + bpndn + cq2).

Pak se dokaze, ze existuje K € N takové, ze —K < A,,, B,,C, < K pro vsechna n.

Ted muzeme pouzit oblibeny trik z dikazu véty : mame nekonec¢né mnoho trojic
(An, By, Cy), ale jen koneéné moznych hodnot pro né. Odtud plyne, Ze existuje trojice
(A, B,C) € Z3 takova, ze (A, B,C) = (A,, By, C,) pro aspon tii ruznd n = ny, ny, ns.
Tedy &ny41, Cngt1s Cngr1 SPINUJT stejnou kvadratickou rovnici Az? + Bz + C = 0. Tedy
aspon dvé z nich se rovnaji, buno &,,, 11 = &,,+1. Pak fetézovy zlomek pro £ je periodicky
s periodou |ny — ng|.

Detaily jsou napt. v clanku Martina Kudéje

http:/ /www.karlin.mff.cuni.cz/~kala/1920%20tc/kudej.pdf

(ve kterém si toho muzete celkové piecist o fetézovych zlomcich vic). O

2.8 Zpét k Pellové rovnici

Véta 2.14. At dvojice p,q € N, (p,q) = 1, je resenim rovnice 2> —my* = B, kde m € N,
m neni ctverec a B € Z,|B| < \/m. Pak § je sblizeny zlomek ¢isla \/m.

Pozndmka. Specialné véta funguje pro B = 1, takze netrividlni feSeni vznikne ze sblize-
ného zlomku.

Diikaz. Rozlisime dva piipady podle znaménka ¢isla B (pro B = 0 rovnice ziejmé zadné
feSeni nemd):

a) 0 < B < /m. Pak
B
(S—I—\/m) (g—\/m):p——m:?>0,

a tedy
B >Vm 1
0<?_ ym= o ym 1
q q2.<§+\/ﬁ> @2 -2ym 2
Tedy 2 je sblizeny zlomek podle tvrzenf m

b) —/m < B < 0. Pak ¢* — Lp* = —£ > 0. Jako v piedchozim bodé pak dokézeme, Ze
1 je sblizeny zlomek pro \/% Ale \/% = [0, ag, a1, . ..|, kde /m = [ag, a1, ...]. Tudiz £ e
sblizeny zlomek pro /m. O

Pro Pellovou rovnici 22 —mgy? = 41 vétu jesté muzeme vyrazné zlepsit, coz ale nebudeme
dokazovat:

Véta 2.15. Af m € N, m neni étverec prirozeného ¢isla.

Pak existuje nejmensi £ € N takové,zZe \/m = [ag, a1, ..., ae_1,2a0], kde a; = a,—; < 2ag
prot=1,...,0—1.

Je-li 0 sudé, pak x®> —my? = —1 nemd Feseni v Z a minimdlni vesent rovnice v2 —my? = 1
je (Pe-1,qe-1)-

Naopak, je-li £ liché, pak minimdini reseni x* — my* = —1 je (pe_1,qe—1) a minimdlni

reseni x* —my® =1 je (Pa—1, G2e-1)-

Konecné poznamenejme, Ze az na prendsobeni minimalnim feSenim ve vété plati, Ze

§ = 5—: pro 0 < n < 2l —1 (staci tedy uvazovat jen téchto prvnich 2¢ sblizenych zlomku).


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kala/1920%20tc/kudej.pdf

3. Odmocniny z jedné

Zésadni roli v teorii ¢isel hraji komplexni odmocniny z jedné.

Definice. Komplexni ¢islo z € C je n-td odmocnina z jedné, pokud z" = 1 pro néjaké
prirozené cislo n.

Komplexni ¢islo z € C je primitivni n-td odmocnina z jedné, pokud 2" = 1 a navic 2™ # 1
pro zadné 1 < m < n.

Pomoci komplexni exponencidly je muzeme snadno vyjadrit. VSimnéme si totiz, ze

T 2 2
Cn = 627 = cos (—W> + 7 sin (—W>
n n

je primitivni n-t4 odmocnina z 1.

Cwicend. « je primitivni n-t4 odmocnina z 1 < a = (¢ pro néjaké (a,n) = 1.

3.1 Gaussovska cela cisla
Specialné mame (4 =1 =/ —1.

Trochu obecnéji, bud D # 0,1 bezétvercové (klidné zdporné). Na feSeni diofantickych rov-
nic se hodi{ pracovat v Z [\/ﬁ} = {a +bVD |a,be Z} (respektive nékdy v Z [%ﬁ] ).
Pro malé D se jednd o eukleidovsky obor (norma |N(a + byv/D)| = |a® — DV?| je euklei-
dovskd).

Priklad. 7 [\/5] je eukleidovské pro D = —2,—1,2,3 (a pro fadu dalsich kladnych D,
kde ovSem ¢asto musime volit jinou normu).

Y/ [1%/5] je eukleidovské pro D = —3,5 (a dalsi kladnd D).

(13

Duvod, pro¢ nékdy uvazujeme Z [1%/5] je ten, ze chceme brat vSechny ,celistvé prvky

v télese (\/5), ¢ili prvky, jez maji monicky minimalni polynom s celo¢iselnymi koefi-
cienty.

Piipad D = —1, to jest Zl[i], nazyvame gaussovskd celd c¢isla.
Jejich zékladni vlastnosti a pojmy:

e Piislusnou normou je N(a + bi) = a® + b%.

e Konjugace: a + bi = a — bi.

e Pro normu plati N(a) = aa.

23
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a déli B, a | B, pokud 5 = a7y pro néjaké ~.

Jednotky (neboli invertibilni prvky) jsou £1, 4
e a je invertibilni < N(a) = 1.

prvky a, f jsou asociované, al|3, pokud a = f pro néjakou jednotku e.

Eukleidovsky = gaussovsky, ¢ili mame jednoznaéné rozklady na soucin prvocinitela.
Zduraznéme, ze formalné vzato je potieba rozliSovat mezi délitelnosti v Z a délitelnosti

v Zli]. Pro oboje ale pouzivame stejné znaceni, takze je dobré si rozmyslet, co se danym
znac¢enim vzdy mysli. Zaroven ale nastésti plati:

Cuiceni. At a,b € Z. Pak a déli b v Z, pravée kdyz a déli b v Z]i].
Ale pozor! Platnost tohoto cviceni vibec neni samoziejma!

Cuiceni. Najdi priklad okruhu R D Z takového, ze pro nékterd a,b € Z plati:
a déli b v R, ale a nedéli b v Z.

Jak vypadaji prvocinitele v Z[i]?

Lemma 3.1. Bud p € Z prvocislo.

Pokud p nejde vyjadrit jako a® + b* (pro a,b € Z), pak je p prvocinitel v Z][i].
Pokud p = a® + b?, pak jsou prvocinitele a & bi (a také jejich ndsobky jednotkams).
Viechny prvocinitele v Z[i] jsou jednoho z téchto dvou tvari.

Priklad.
e 2=124+1%= 1+1 je prvocinitel. Vsimnéme si, ze 2 = —i(1 + 7).
o 3+ a*+ 1.
e 5=22+41%2 = 24 jsou prvocinitele.

Diikaz. Je-li a prvocinitel, pak je také @ prvocinitel (protoze a = Sy < a = 37).

Bud nyn{ a € Z[i] prvocinitel, o = a + bi. Mame N(a) = a@, coz je rozklad na soucin
prvociniteli. Pak mame dvé moznosti:
a) N(a) = p je prvocislo v Z. Pak p = a® + b

b) N(«) neni prvoéislo v Z, tedy N(«) = uv pro celd éisla u,v > 1.

Tedy plati uv = a@ a z jednoznacnosti rozkladu v Z[i] dostdvame buno u||a, v|[@ (protoze
a, @ jsou prvocinitele a u, v nejsou invertibiln{). To pak implikuje v = 7||«||u.

Tedy v = +u nebo %iu.

v = 4iu zFejmé nemuze nastat (protoze u,v jsou celd, a tedy redlnd, ¢isla), a protoze
u,v > 1, nemuZe nastat ani v = —u. Tedy nutné v = v a madme N(a) = u?.

u musi byt néjaké prvocislo p (jinak u = yz a y*2? = a@, coz by byl spor s jednoznaénosti
rozkladu).

Dostali jsme tedy, ze N(a) = p* a a||p. Navic kdyby p = ¢ + d?, pak «|(c + di)(c — di),
coz by byl spor s tim, Ze « je prvocinitel.

Tedy jsme dokazali: Pokud je a prvocinitel, pak
a) a = a + bi pro prvocislo p = a® + b € Z, nebo
b) al|p pro prvocislo p € Z,p # % + d°.

Naopak mame:
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Cuiceni. At B € Z[i]. Pokud N () = p je prvocislo v Z, pak 8 je prvocinitel v Z[i].
Tedy pokud p = a® + b?, pak o = a & bi m& normu N(a) = p, a tedy a je prvocinitel.
Konecné at je p prvocislo, p # a* + b%, a pro spor af p neni prvocinitel v Z[i], ¢ili
p = (c+di)(e + fi) je jeho rozklad na sou¢in dvou neinvertibilnich prvku.

Pak p? = N(p) = N(c+di)N(e+ fi), a tedy N(c+ di) = p (protoze N(e+ fi) # 1). To
ale znamena, ze ¢ + d? = p, coz je spor. ]

Ktera prvocisla jdou vyjadrit jako soucet dvou Ctvercu?

Véta 3.2. a) Prvocislo p € N jde vyjddrit jako p = a* + b%, prdvé kdyZ p =2 nebo p =1
(mod 4).
b) Vsichni prvocinitele v Z[i] jsou (aZ na prendsobent jednotkamsi):
e pe N p=3 (mod 4),
e atbi, kdep=a*+0b*=1 (mod 4) proa,beN,
o 1+
(kde p € N je vidy prvocislo).

Dukaz. Staci dokézat prvni éést a).
,=“ Cviceni (pouzij, ze 22 = 0,1 (mod 4)).
,<=“ Af p=1 (mod 4). Wilsonova véta [3.3] ifkd, ze (p — 1)! = —1 (mod p). Mame tedy

p—1 b1 p—1 p=1(4) p—1)\?
51.2..._.(_1)2 L 201 1.2...T (modp).

Tedy existuje x = (’%1)! takové, ze p | 22 +1 = (z +1)(x — 7). Kdyby p byl prvocinitel v
Z[i], pak p | x £ 1.

Ale x 1 = p(c+ di) = +1 = pd, coz je spor. Tedy p neni prvocinitel v Z[i]. Lemma
pak implikuje, Ze p = a® + b. O

Zbyva tedy dokdzat Wilsonovu vétu:

Véta 3.3 (Wilsonova). Pro prvoéislo p plati (p — 1) = —1 (mod p).
Pro slozené n > 4 plati (n — 1) =0 (mod n).

Dikaz. Dokazeme pouze prvni ¢ast pro liché prvocislo p (pro p = 2 plati zfejmé), druhou
nechame jako cviceni.

Polynom 2P~!' — 1 nad télesem Z, md koreny 1,2,...,p — 1, takze se rovnd soucinu
prislusnych korenovych ¢initelt

P —l=(z- =2 (z—(p-1)).
Porovnanim konstantnich ¢lent vidime, ze (p—1)! = (=1)P"'(p—1)! = —1 (mod p). O

To byl ale zvlastni trik s Wilsonem! Nastésti se d4 nahradit kvadratickymi zbytky: v
tvrzeni napiiklad popiseme, kdy p = a? + 2b%, coz charakterizuje prvocinitele v

Z[v-2].
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3.2 Cyklotomické polynomy

Nyni budeme zkoumat ireducibilni rozklad polynomu 2™ — 1, ktery ma za kofeny n-té
odmocniny z jedné. Ptislusné ireducibilni faktory se nazyvaji cyklotomické polynomy
a my jich vyuzijime k dukazu specialniho ptipadu Dirichletovy véty, ¢ili ze pro kazdé
prirozené cislo a existuje nekonecné mnoho prvocisel p tvaru ax + 1.

Zajimé nas ireducibilni rozklad polynomu x™ — 1.

Zacnéme nejjednodussim pripadem, kdy n = p je prvocislo. Mame (7 = 1, tedy ¢, je
kofen 27 — 1. Dokonce 2? — 1 = (z — 1)(a?™' + -+ + 1), a tedy ¢, je kofen polynomu
f(x) = 2P~ 4.+ 2 +1. Dokazme ted, Ze f(z) je ireducibiln{ (coz jesté obecnéji uvidime
ve vete :

Lemma 3.4. f(z) = 2P~ + -+ 2 + 1 je ireducibilni polynom.

Diikaz. Uvazujme substituci = y + 1. Pak

Pt UL et Wl Vit 01
r—1 Yy Yy

— p—1 p p—2 L p p
O L A [ Y|

Vidime, ze p déli vSechny koeficienty (‘;) pro j = 1,...,p — 1 a p? nedéli konstantni

koeficient (pf 1). Takze jde o ireducibilni polynom podle Eisensteinova kritéria. O]

Definice. Bud ¢, = e primitivni n-t4 odmocnina z 1.
n-ty cyklotomicky (kruhovy) polynom definujeme jako

ta(@) = [ (z—¢),

1<a<n
(a,n)=1

kde nasobime pres vSechna a, ktera jsou nesoudélnd s n
Priklad. t1(x) = z — 1, protoze (; = 1.
to(x) = (x — {3) = x + 1, protoze (, = —1.
ty(x): Mdme (4 = i, a tedy
ty(z) = (x — i)z — ) = (x —i)(x + i) = 2° + 1.
Je-li p prvocislo, pak
P —1
r—1"
coz se dokaze ovérenim, ze polynomy nalevo i napravo maji stejny stupen p — 1 a stejné
koreny.

ty(@)=aP P+ aP 2l =

Tvrzeni 3.5.
a) deg(t,) = ¢(n).
b)
"t —1= th(x),

dln
kde ndasobime pres vsechna prirozend cisla d, kterd déli n.
c) to(z) € Z[x] a jeho konstantni élen t,(0) = £1.
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Piiklad. Céasti b) z tvrzeni mizeme vyhodné pouzit k tomu, abychom indukei pocitali
cyklotomické polynomy:
Napriklad zname-li uz

t(z) =2 —1,ty(z) =2+ 1, t3(x) = 2 + o + 1,

pak vime, ze
tltgtgtﬁ = 1'6 —1= (ZE3 - 1)(1’3 + 1)7

pficemz tit3 = x> — 1, takze
totg = 2° + 1= (z +1)(2* — 2 + 1),
¢ili koneené tg(z) = 22 — o + 1.
Dikaz. a) Zrejmé.
b) Kazdé ¢ pro 1 < a < n, je koten ™ — 1, a tedy
" =1= ][ ==¢.
1<a<n

Rozdélime si ted ruzné hodnoty a v soucinu podle jejich nejvétsiho spoleéného délitele s
n. Pro a bud d := (a,n), takze mame a = d - b, kde (b,2) =1 (cvicen).
Mame pak

db 2mi b b
CGn=Cr =€ =y

Tedy
1 =T T] =" 00 I - = [ twale) 2 T te()
din 1<a<n din 1<b<n/d dln eln
(a,n)=d (bn/d)=1

¢) Indukei podle n:
n=1:t(x)=x—1- ziejmé.

n > 1: At ‘
to(z) = Zal (a; € C) H ta(x ijx].
d|n,d<n
Podle IP vime, ze b; € Z a by =
Mame
" —1—th (ap+arx+...)(bo+brz+...),
dn

takze muzeme porovnat koeficienty:

o —1= CL()bO = a9 = *1.

e 0 =apby + bpa; = ta; = —apby € Z.

°
V kazdém dalsim kroku dostaneme a; € Z. O

Poznamenejme, ze v dikazu ¢ésti ¢) jsme také mohli pouzit tvrzeni z algebry o vztahu
délitelnosti v oboru Z[z] a nad podilovym télesem Q[z].

Jesté zbyva dokdzat ireducibilitu t,(z), coz udéldme na zaveér ve vété[3.9] K dikazu véty
o aritmetickych posloupnostech ji ale ani nepotiebujeme.
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3.3 Prvocisla kn + 1

Chceme dokazat, ze pro n € N existuje nekoneé¢né mnoho prvocisel tvaru kn + 1,k € N.
Klicovym krokem v dukazu je existence aspon jednoho takového prvocisla, jez je zalozend
na tom, ze pokud p | ¢,(c) pro vhodné ¢, pak p =1 (mod n) (jak zadhy uvidime):

Tvrzeni 3.6. Pro kazdé n € N existuje aspori jedno prvocislo p =1 (mod n).

Diikaz. Bud
g(x) == [ ta(x), clit,(z) glx)=a" - 1L

d<n,d|n
ta(x) € Z[z] podle tvrzeni [3.5¢), takze i g(z) € Z[z].
t, a g nemaji spolecny koten v C, takze jsou nesoudélné jako polynomy v Q[z], coz je euk-
leidovsky obor. Bézoutova véta pro Q[z]| pak implikuje, Ze existuji polynomy fo(x), ho(z) €
Q[z] takové, ze t,(z) - fo(x) + g(z) - ho(x) = 1. MuzZeme vyndsobit fy, hy vhodnym
spoletnym nasobkem jmenovatelu ¢ € Z tak, aby ¢ > 3, f(x) := cfo(x), h(z) := cho(x) €
Z[z]. Pak

(V) tnl(2) f(2) + g(x)h(z) = ¢

je rovnost polynomu ze Z[z].

Uvazujme nynf ¢, (c). Mame ¢ > 3 a [tn(c)| = [], =1 lc — (3] Kazdy ze souciniteli na
pravé strané je > 1 (jde o vzdélenost bodu ¢ a (* v komplexni roviné — nakreslete si
obrazek!), takze mame [t,(c)| > 1.

Tedy existuje prvoéislo p takové, ze p | t,(c).

Pozorovani. p=1 (mod n).

Dikaz. p|t,(c) | c*—1,¢li " =1 (mod p).

Bud d nejmensi piirozené &islo takové, ze ¢ = 1 (mod p) (takovéto d se nazyva rdd
prvku ¢). Pak nutné d | n, protoze jinak n = ud +v pro0 <v <dac’' =c"- ()™ =
(mod p).

Chceme dokdzat, Ze d = n; pro spor at d < n. Pak

plef =1=1]tle) ] g0

eld

Zaroven p | t,(c), a tedy (V) po dosazeni z = ¢ implikuje p | ¢, coz je spor s ¢" = 1
(mod p).

Tedy d = n je nejmensi prirozené ¢islo takové, ze ¢ =1 (mod p). Ovsem podle Eulerovy
véty madme ¢?~! =1 (mod p), odkud stejnou tivahou jako vyse plyne, ze n | p — 1 (jinak
bychom vydélili se zbytkem p — 1 = nu’ 4+ v'), neboli p =1 (mod n). O

O

Na konci dukazu jsme dokazovali, ze d | n aze n | p—1. V obou piipadech jde o vlastnosti
radu proku, které také souvisi s Lagrangeovou vétou, kterou uvidite v Algebrte.

Véta 3.7. Bud n € N. Pak existuje nekoneéné mnoho prvocisel tvaru p = kn+1,k € N,
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Diikaz. Uvazujme tvrzeni pro n,2n,3n,.... Vzdy existuje néjaké prvocislo, oznacme
je p1, D2, s, . ... Zaroven p; > jn+ 1, takze posloupnost {p;},>1 jde do nekonecna. Tudiz
tato posloupnost obsahuje nekoneé¢né mnoho ruznych prvocisel. Pro kazdé z nich ale mame
p; =1 (mod jn), takze p; =1 (mod n). O

Pozndamka.

e Ve skutecnosti plati: Je-li p dost velké prvocislo takové, ze p | t,(a) pro néjaké
a, pak p = 1 (mod n). Uzce to souvisi s tim, jestli p zustane prvocislem v Z[(,],
pripadné jak se tam rozklada.

e Podobné se daji dokézat dalsi specidlni pripady Dirichletovy véty pouzitim p | f(a)
pro jiné polynomy f: jde o takzvané eukleidovské dukazy. Ale nejde takto dokazat
vsechny ptipady, plati:

Dirichletova véta jde takto dokdzat pro p = m (mod n), prdvé kdyz m? = 1
(mod n).

Viz bakaldika Martina Cecha

https:/ /drive.google.com /file/d /1siGFFDJzCqR5cVCL2a_WapJTsWIt7rxY /

3.4 Ireducibilita cyklotomickych polynomi
Chceme dokazat, ze t,(x) je ireducibilni polynom v Q[z]. Z Algebry se nam bude hodit:

Lemma 3.8 (Dusledek Gaussova lemmatu). At nekonstantni polynom f € Z[x] neni
ireducibilni v Q[x]. Pak f(x) nend ireducibilni v Z[z|, ¢ili existuji nekonstantni polynomy
g, h € Z[x] takové, zZe f(zx) = g(x) - h(x).

Véta 3.9. Cyklotomicky polynom t,,(x) € Z[x] je ireducibilni v Q|x] pro kazZdé n > 1.

Diikaz. t,(x) € Z[z] podle tvrzeni 3.5 Af pro spor je reducibilni, éili t,(z) = g(x) - h(x),
pricemz diky Gaussovu lemmatu muzeme predpokladat, ze g, h € Zz].

Bud ¢ néjakd primitivni n-t4 odmocnina z 1. Pak ¢ je koien t,, takZe biino at ¢ je kofen
g(x) a g je ireducibilni.

Bud p prvoéislo, pt n. Checeme dokdzat, ze (P je také kofen g(z). Pro spor at neni. (? je
koten t,(z), takze (P je koten h(z), a tedy ( je koten h(aP).

Uvazujme nyni N.SDg(g(x), h(2?)): Polynom g(z) je ireducibilni, takze toto NSD je 1
nebo g(x). Zaroven polynomy g(x) a h(x?) maji spolecny koten (, takze nejsou nesoudélné
a tedy jejich NSD = g(x). To ale znamend, ze g(z) | h(z?) (poznamenejme, Ze tato tivaha
jde zjednodugit pomoci pojmu minimdlniho polynomu); at

h(z?) = g(x) - k() pro néjaké k € Z[x].

Madme: Pro vsechny f(x) € Zylz], f(x)? = f(aP).

Diikaz: (> a;x%)’ rozndsobime podle multinomické véty, kde vsechny koeficienty jsou
delitelné p, az na > a? - 2P = > a; - (xP)" = f(2P): Obecné totiz plati, Ze po rozndsobent
(x1+- - -+x1)P jsou vSechny koeficienty, vyjma téch u 2%, délitelné p, jak se dokéze indukei
z binomické véty (cviceni).


https://drive.google.com/file/d/1siGFFDJzCqR5cVCL2a_WapJTsWIt7rxY/
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Uvazujme projekci modulo p:
Tl — Ly
a— a (mod p).
Ta indukuje homomorfismus okruht polynomu

Ty : Llx] = Zy|z]

Zaixi — Zw(ai)xi.
T (9) (@) - 7o (F) () = ma(h)(2") = (m2(h)(x))".

Bud a(z) € Z,[z] néjaky ireducibiln{ faktor 7,(g). Potom a(zx) | m.(g) | m.(h)?, takze
a | m.(h), protoze a je ireducibilni. Ale pak
a(x)Q | Wx(g) ’ Wx(h) = ﬂ-x(tn) | ﬂ-x(xn - 1)a

neboli polynom 7, (2™ — 1) = 2™ — 1 mé nésobny kofen v kofenovém nadtélese polynomu
a(z) nad télesem Z,, coz je spor s:

Mame tedy

Tvrzeni 3.10. Bud T téleso charakteristiky p, kde p t n. Pak polynom z" — 1 nemd v T
ndsobné koreny.

Toto tvrzeni dokazeme za chvili, az dokon¢ime dukaz véty.
Dostali jsme tedy spor, ¢ili (? je kofen g(x). Tedy jsme dokazali:

Pokud g € Z[x] je ireducibilni, ¢ je primitivnd n-td odmocnina z 1 a p{n, pak

9(¢) =0=g(¢*) =0.

Ale (P je opét primitivni n-t4 odmocnina z 1, muzeme tedy volit dalsi prvoéislo p’ (klidné
p=7p') adostat g (Cp'p/) =0, a tak déle.

Postupné dostaneme:

g (¢™) = 0 pro vsechna (m,n) = 1.

Tedy g ma za kofeny vSechny primitivni n-té odmocniny z 1 (protoze jsou to (%, kde
1 <a<mn,(an)=1). Ale ty jsou z definice viechny koteny t,, takze t, | g. Zaroven na
zacatku jsme g volili tak, ze g | t,, a proto g(x) = t,(z). Navic g je ireducibilni, a tedy i
t, je ireducibilni. O]

Zbyva dokazat tvrzeni|3.10}

Diikaz tvrzeni[3.10l Uvazujme formélni derivaci polynomu f € T'[z], definovanou jako

(Z aixi>/ = Z jazt !

(¢ili normalnim vzoreckem z analyzy pro derivaci polynomu). Spliuje obvyklé vzorce pro
soucet a soucin, a tedy také:
At mé f(x) dvojndsobny kofen a, ¢ili f(z) = (x — a)? - g(x). Pak

fl@) =2(x —a)-g(z) + (x — a)*- g'(2) = (z — @) - [29(2) + (z — a)g(2)].
Tedy z — a | NSD(f, f').
Ale (z" — 1) = na"!, takze pokud n # 0 v Z, (¢ili p { n), pak jedind moznost pro
ndsobny koten je a = 0. Ale 0 samoziejmé neni kofen f(z) = 2™ — 1. Tedy 2™ — 1 nema
nasobné koreny. O]



4. Charaktery a kvadraticka
reciprocita

4.1 Primitivni prvky pro zacatecniky

Za chvili budeme potiebovat pouzit pojem primitivniho prvku, se kterym se potkéte na
Algebie (a také jesté v sekci [5.4] pozdéji ve skriptech).

Definice. Bud p prvocislo. Primitivni prvek modulo p je prvek g € Z,, ktery splnuje
libovolnou z nasledujicich ekvivalentnich podminek:

e g je generator multiplikativni grupy Z;,

e g je prvek fadu p — 1 v Zj,

e ¢ je prvek takovy, ze

Z; = {172;---7]7_ 1} = {go = 17g17927"'7gp72}
(kde mocniny g* samoziejmé pocitdme modulo p).

Pro dikaz jeho existence pro prvocislo p viz prednasku z Algebry nebo vétu 5.1}
Obecnéji, pro prirozené ¢islo n je primitivni prvek modulo n libovolny generator multipli-

kativni grupy Z}. Pro slozena ¢isla n ale primitivni prvek obecné neexistuje, viz dusledek
b.6l

4.2 Kvadratické zbytky

Definice. Budte n,a € Z. Pak a je kvadraticky zbytek modulo n, pokud existuje b takové,
7e a = b* (mod n); jinak je to kvadraticky nezbytek.
Pro liché prvocislo p dale definujeme Legendreuv symbol:

1, pokud p {a a a je kvadraticky zbytek modulo p,
a
(—> =4 —1, pokud pta a a je kvadraticky nezbytek modulo p,
b 0, pokud p | a.

Ziejme plati nasledujici zakladni vlastnosti:

ea=b (modp)=><%>:<§>

[ ] l):l
p

31
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Zduraznéme, ze pro slozené ¢islo n mepouZivame znaceni (%) (protoze se takto znaci

Jacobiho symbol, viz sekci .
Vsimnéme si také, ze v dukazu véty jsme dokazali, ze (%) =1, pokud p = 1
(mod 4). Ve tvrzeni 4.3 za chvili dokdzeme, ze to plati jako ekvivalence.

Véta 4.1. Bud p liché prvocislo a a € Z. Pak

(9) = 4"  (mod p).

p

Diikaz. Pokud p | a, je tvrzeni ziejmé. At tedy p 1 a.
Bud ¢ primitivnd prvek modulo p.

Vsimnéme si, ze <%> = —1, protoZe kdyby g = b* (mod p), pak bychom podle malé

Fermatovy véty méli g®~1/2 = =1 =1 (mod p), a tedy fad g by byl nejvyse 2.

Méme a = ¢* (mod p) pro jednoznaéné urcené 0 < k < p — 2. Protoze <%> = (%),
mame
o) (2 )
P P 2)=-1, pokud 21k
Zéaroven
S = gk<p2—1> =1, pokud?2]|k, (mod p).
#1, pokud 21k,
Navic a"7 je koren polynomu z? — 1 nad télesem Z,, takze 't = £1 (mod p). Tedy

pokud a7 # 1 (mod p), pak a7 = -1 (mod p).

Dohromady vidime, ze pokud 2 | k, pak se leva i prava strana véty rovnaji 1. Pokud 2 1 &,
pak se obé strany rovnaji —1. O]

Disledek 4.2. <%’> = (9) ( > pro a,b € Z a liché prvocislo p.

5
p) \P

Diikaz. Podle véty [4.1] mame

()= <5722 (G) (3) i

Prava a leva strana této kongruence jsou ale 0,1, —1, a tedy se museji rovnat, kdyz jsou
kongruentni modulo p. [l

Dusledek 4.3. Bud p liché prvocislo. Pak

()-coe

éili —1 je kvadraticky zbytek modulo p <= p =1 (mod 4).
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Dukaz. Opét vyplyva z véty O

Tvrzeni 4.4. Bud p liché prvocislo. Pak

¢ili 2 je kvadraticky zbytek modulo p <= +1 (mod 8).
Diikaz. Pocitejme modulo p v Zli], ¢ili
a+bi=c+di (mod pZli]) & a=c (modp),b=d (mod p).

Kongruence modulo p v Z[i] budeme typicky znacit prosté jako (mod p).

Binomické véta dava
(1+if =1+ (f)w (§>i2+--~+ (pf 1)#’—1 +? =1+ (mod p),

protoze p | (7]’) Zéroven

= (1+)(2)"

(L+4)P = (1+14) (1 +14)?
En (1+4)i'z <%) (mod p).

,_.

)=
— (142 2

Budeme porovnavat pravé strany téchto dvou kongruenci, k cemuz rozlisime dva ptipady:
1

a)p=1 (mod 4). Pak i* =i a iz = (—1)"T , tedy

l+i=(1+4) (1) <2> (mod p).

p

Vynéasobenim 1 — ¢ dostaneme
-1 (2
2= 2(—1)7)Tl (—) (mod p),
p

coz plati uz jako kongruence v Z. Tedy (2) = )Tl (mod p). Na obou stranich

p

kongruence mame +1, takze nutné mame rovnost (%) =

b) p=—1 (mod 4). Pak ¥ = —i it =it = — (—1)%1 a podobné se ukaze, ze

(2) = (=, 0
Klicovou vétou je zdkon kvadratické reciprocity [4.11} Pro ruznd licha prvocisla p, ¢ plati

0 @)

Ten si dokdzeme casem.
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4.3 Charaktery

P1i pocitani (%) jsme silné vyuzili to, Ze (1 +1)?]|2. Podobné pro dikaz kvadratické reci-
procity chceme néco, co splituje (néco)?||p. K tomu ndm poslouzi charaktery a Gaussovy
soucty.

Definice. Multiplikativni charakter modulo n je grupovy homomorfismus
X : Z, — C~,
tedy zobrazeni takové, ze x(uv) = x(u)x(v) pro vSechna u,v € Z.
Pozndmka. Pro a € Z; mdme a#™ =1, a tedy 1 = x(1) = x (a¥*™) = x(a)?™, takze

hodnota x(a) je ¢(n)-t4 odmocnina z jedné.

Priklad. 7% = {1,2,3,4}.

2 je primitivni prvek modulo 5 (a 2! = 1 (mod 5)), takze Z; = {2°2!,22 23}, Jak
vypadaji charaktery modulo 5?7

Pro charakter y mame x(2%) = (x(2))*, takZe charakter je jednoznacné urceny hodnotou
x(2), jez musi byt byt ¢tvrtou odmocninou z 1, protoze 1 = x(1) = (x(2))*.

Napiiklad volbou x(2) = ¢ dostaneme charakter x = x; takovy, ze

x(1) = 1,x(2) = i,x(3) = x(2)> = =i, x(4) = x(2)* = 1.

Vsechny charaktery modulo 5 pak jsou dané v této tabulce:

1 2 3 4
xo=¢|1l 1 1 1
X2 1 -1 -1 1
X3 1 — ¢ -1

Vsimnéme si, ze yq(a) = (%) je Legendreuv symbol modulo 5!
Mezi charaktery plati ruzné vztahy, napiiklad

x2(a) = x1(a)” nebo x1(a) = x1(a)xz(a) = xs(a)
pro vsechna a.
Lemma 4.5. Bud p prvoéislo, g primitivni prvek modulo p a b € Z. Pak zobrazent
Xo i Ly — C*
gkr—>ﬁ1 (pro 0 <k <p-—2)

je charakter modulo p.
Pro 0 <b < p—2 jsou tyto charaktery po dvou rizné a obecné Xy = Xp (mod p—1)-

Pokud (pro dané slozené n) v grupé Z* existuje primitivni prvek g, pak podobné mame
charaktery g — Cg(n) (kde staci brat 0 < b < ¢(n)). Tento primitivni prvek ale obecné
existovat nemusi — viz dusledek (.6l
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Dikaz. A u = gF,v = ¢' € Zy,. Pro overeni multiplikativity si uvédomme, ze uv =

gk+l (mod p—1) '

Pak

k+l (mod p—l)) _ Cb(k-ﬁ-l (mod p—1)) _ Cb(1~c+l) _ bk bl (U)Xb(v)-

Xb(UU) - Xb(g p—1 p—1 — Sp—15p—1 = Xb

Uvédomme si, ze ve 3. rovnosti jsme pouzili toho, ze mame (p — 1)-ni odmocninu ;.
Zbytek dukazu je jasny (charaktery jsou ruzné, protoze maji ruznou hodnotu x(g)). O

Definice. Mnozina vSech charakteru modulo n tvoif grupu, kterou zna¢ime X (Z*).
Grupové operace jsou definované (pro vsechna a € Z7) takto:

e Soucin: (x1x2)(a) := x1(a)xz2(a).
e Jednotka: trividlni charakter £(a) := 1. Ostatni charaktery se nazyvaji netrividind.

e Inverzni prvek: y(a) := x(a).
Ciceni. Ovéite, ze jde skutecné o grupu.
Tvrzeni 4.6. Bud p prvocislo. Pak X (Z}) ~ Zy_1(+).
Podobné tvrzeni plati i pro slozené n, kde X (Z*) ~ Z}, dukaz je ale o néco slozitéjsi.

Dikaz. Bud g € Z primitivni prvek, ¢ili Z2 = {1,2,...,p—1} = {¢" = 1,¢", ¢, ..., ¢"*}.
X je jednoznaéné urceny hodnotou x(g), coz je néjakd (p — 1)-ni odmocnina z 1, tedy
x(g) = ¢)_, pro néjaké b=0,1,...,p — 2. Pak x(¢’) = ﬁil = x»(¢’) pro kazdé j, coz je
charakter podle lemmatu 4.5

Ted zbyva jen ovérit, Ze zobrazeni

X (Z;) — Ly
Xo b, kde xi(g) = ¢,
je izomorfismus: Surjektivita a injektivita jsou jasné.

K tomu, ze jde o homomorfismus, staci ovéfit toto: Oznacime-li y, charakter takovy, ze
. b' , o 7
Xo(97) = ()1, pak plati Xp - Xe = Xote (mod p—1) (CviCeni). O

Tvrzeni 4.7. Bud n > 1, x charakter modulo n a b € Z. Pak

a)
Z x(a) = {O, pokud x # €,

o(n), pokud x = e.
b)
Z (b = {0, pokud b # 1,

XEX(Z3) ¢(n), pokudb=1.

Povsimnéme si, ze ¢asti a) a b) tohoto lemmatu dévaji vlastné doplikové vlastnosti: ¢ast
a) urcuje, jak dopadne soucet vSech ruznych hodnot daného charakteru, zatimco Cast
b) udavé, co se stane, kdyz tutéz hodnotu dosadime do vsech moznych charakteru a
vysledky secteme.

Ciceni. Ovétte, ze tyto vzorce funguji na piikladé charakteri modulo 5 uvedenych vyse.
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Dikaz. a) Pokud je x netrividlni, existuje néjaké ¢ € Z* takové, ze x(c) # 1. Pak méme
Z;, ={ac|a € Z}, a tedy se rovnaji mnoziny hodnot

{x(a) |a e Zy} = {x(ac) | a € Z,}.

Tedy tyto mnoziny maji i stejné soucty

> xta) = xl(ac) = x(e) Y x(a),
takze
(x(c) = 1) Z x(a) =0, a tudiz konecné Z x(a) = 0.

Pro trividlni charakter € zfejmé mame Y e(a) = Y. 1 = ¢(n), protoze v obou suméch
s¢itdme pres prave ¢(n) prvkua Z7.

b) Tuto ¢ast dokdzeme jen pokud n = p je prvocislo.
Pokud b # 1, pak charakter y; spliuje, ze x1(b) # 1 (cviceni).
Tedy podobné jako v ¢asti a) méame

dooxt)= D> o)) =xb) Y, xb),

XEX(Z3) XEX(Z3) XEX(Z3)

coz opét implikuje D vz x(b) = 0, protoze x1(b) # 1.
P

Koneéné erX(Z;) x(1) = ZXeX(Z;) 1= |X(Z;)| = p— 1 diky lemmatu . O

Pozndmka. Vyuzili jsme obecného pozorovani, ze je-li G grupa a gy € G, pak {g € G} =
{990 | g € G}
Napiiklad takto taky ,., (& =0, protoze Y (i = > (it = G >0 G

4.4 (Gaussovy soucty

Definice. At x € X(Z?) je charakter modulo n. Gaussiv soucet charakteru x je

g(x) = D x(a)¢2, kde ¢, = e

a€l,

Vsimnéme si, ze davd smysl séitat pres ZF, ¢ili ze pokud @ = b (mod n), pak také
x(a)¢® = x(b)¢® (protoze ¢" =1 a x je charakter modulo n).

Pokud n = p je prvocislo, pak

9@ =3 G=(D G| -¢=0-1=-1

a€Zy a€Zyp

Tvrzeni 4.8. Bud x netrwidlni charakter modulo prvocislo p. Pak |g(x)| = \/p.
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g(x)g9(x) = (Z x(x)C;”) : (

kde séitame pres usporadané dvojice (z,y) € Zy X Z,. Abychom tento soucet spocitali,
udélame vhodnou substituci.

Bud z = ay~!, ¢ili x = zy.

Méme (x,y) € Z x Z, prave kdyz (zy~',y) € Z5 x Z. Tedy muzeme scitat pies dvojice
(z,9):

<[]
=
—
QE\
ol
<
N——
I
=
8
<
—
~—
o
\.@

g9 = Y x(EEV = (x| =0

(2,9)€ZH X L3 2€ZL3, YyEZ;

Mame dvé moznosti pro hodnotu vnitini sumy:
a) z = 1. Pak (V7Y = ¢, = 1 pro viechna y. Zaroven x(1) = 1, takze dostaneme

1-Y 1=p-1
yGZ;

b) z # 1. Pak z — 1 je invertibilnf modulo p, takze {y(z —1) (mod p) |y € Z3} = Z:.
Tudiz ptislusny ¢len v zavorce ve © je

V(@) 3¢ = (2) - (1) = —x(2),

a€’Zy

Dohromady dostavame

V=p-1-> x(zx)=p—1-(-1)=p,
z#1

protoze » .., X(z) = 0. O

Piipomenme, ze Legendreuv symbol (%) dava charakter

X:Zy,—{£l} CcC

-3

Tvrzeni 4.7, pak napiiklad implikuje (pro liché prvocislo p), ze Eaezp (%) =0 (coz je ale
jasné, protoze zbytku je stejné jako nezbytk).

Definice. Bud p liché prvocislo. Kvadraticky Gaussiv soucet je

=2 (s

a€Z

Jedna se tedy o Gaussuv soucet odpovidajici charakteru (2—7>
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Lemma 4.9. Bud p liché prvocislo. Pak S = ity pror = =+./p.

Je dobré si rozmyslet, co lemma rika v zavislosti na p (mod 4):

Pokud p =1 (mod 4), pak %5~ L e sudé, ¢ili 4 P2 = 41 a lemma iika, ze S € R.
Naopak pokud p =3 (mod 4) pak S € iR lezi na imaginarni ose.

Diikaz. Rozlisime dva piipady podle p (mod 4).

a) p=1 (mod 4). Pak (%1) = 1 podle tvrzeni , a tedy (%) = (%“) a

(5)a+(5)a- (%)-((;H;“)ER

protoze ¢, je komplexné sdruzené ¢islo k (7.
S je souéet takovychto vyrazu pro a = 1, ... takze S € R, coz sedf s tim, ze &= L e
sudé, cili ¢ 7 eR

b) p =3 (mod 4). Podobné mame (’71) = —1. Ted

()ga (_pa)cpa (%)-(c;—ga)em.

Toto opét plati pro vSechna a, takze S € 1R, coz sedi.

727

Konecné v obou pripadech diky tvrzeni 4.8 vime, ze |S| = |/p, tedy mame |r| = /p. O

Disledek 4.10. Bud p liché prvocislo. Pak S? = <_—I> - p.

p

Dikaz. Podle lemmatu mame S? = (—1)% L2 = (;1) - p. O

p

Toto je obdoba vztahu 2 = —i - (1 + )% z ditkazu tvrzeni [4.4]
Dokonce se da ptimo urcit i S: Plati

o VP, pokudp=1 (mod 4)
i/p, pokudp=3 (mod 4)

(zatimco my toto vime v obou piipadech az na =+).

4.5 Zakon reciprocity

Uz se kone¢né muzeme pustit do dikazu zdkona reciprocity.

Véta 4.11 (Kvadratickd reciprocita). Budte p,q riznd lichd prvocisla. Potom

())-cr

K dukazu potiebujeme pracovat v okruhu
N
= 7Z[(,)] = {Zajg; | N € Ny, a; € Z} :
§=0

kde stejné jako v celé sekci je p liché prvocislo a ¢, = e /P,



4.5. ZAKON RECIPROCITY 39

Tvrzeni 4.12. Mdme

R=Z[() ={ao+ a1+ -+ ap_gC;’;_Q | a; € Z}

a0+...+ap_2<“5—2:0{:}@0:---:ap_220.

Dikaz. Plati CIIJ’*I = —CZI;Q —...— (¢ —1,atedy pro j > p— 1 mame CI{ = —Cg*I — .=
7PV Kazdy vyraz Z;V:o a;¢) jde tedy postupné piepsat tak, ze zmizi viechny cleny
¢Iproj>p—1.

At ag + -+ 4 a,_2(?? = 0. Tedy polynom A(z) := ag + a1z + - - - + a,—22P~% ma koren
(p- Podle lemmatu je cyklotomicky polynom ¢,(z) = 2?~! 4 --- + z + 1 ireducibiln{ a
mé také kofen (,.

Tedy NSDqp(A(z),ty(x)) = ty(x) (protoze tyto polynomy nejsou nesoudélné a NSD |

tp). To znamend, ze t (a:) | A(x), ale stupel ¢, je vétsi nez stupen A. Takze musi jit o
nulovy nésobek A(x) =0-t,(z) = O

Definice. Podobné jako v dikazu tvrzeni[f.4 budeme potiebovat pocitat modulo wR, kdy
proa, f € Riikdme, ze « = f (mod wR), pokud w déli a—pF v R, ¢lidy € R: a—f = wy
(neboli & — 8 € wR, proto znaceni).

Dusledek 4.13. Méjme a,by,n € Z,n > 0. Pak a = b (mod nZ), prdavé kdyz a = b
(mod nR).
Dikaz. ,=“ Mame a — b = nc pro néjaké ¢ € 7Z. Zaroven taky ¢ € R, takze a = b

(mod nR).
,=“ Af a —b=ny pronéaké y € R,y = ag+ - - - + a2 Tedy
(nag — a+b) +nayG + -+ + na,_oE~* =0,
pricemz vsechny koeficienty jsou zjevné v Z. Podle tvrzeni jsou tedy vsechny koefi-
cienty rovné 0, takze specidlné nag —a + b = 0.
Mame tedy a — b = nag, kde ag € Z, ¢ili a = b (mod nZ), jak jsme chtéli. ]

Uz se kone¢né muzeme pustit do dukazu kvadratické reciprocity!

Dukaz vety [4.11], Uvazujme kvadraticky Gaussuv soucet

=% (5)¢

Spocitame S? modulo ¢R dvéma zpusoby:

a) Mame S7 =5 - S9! a ddle

1 2 q—1 p—1g-—1 g—1
S9= (52) 7 B0 (_) .pTB:E(_l)TT pz.
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Podle véty mame p% = (§> (mod ¢Z). Tato kongruence tedy také plati modulo
qR podle dusledku [4.13] Dohromady dostavame

S1=S.(-1)7 T (g) (mod ¢R).

b) Po roznasobeni (1 + - - - + )9 jsou vSechny koeficienty, vyjma téch u z{, délitelné g,
jak se dokéze indukei z binomické véty (cviceni). Tedy mod ¢R mame:

q

(50 -2 S e-5 e

aEZ;‘, aEZ; aEZ;*7 an;‘;
q aq b=aq [ { b b q
<p> ;(z) ' p gz: p) " \p ( )

Porovndnim a) a b) vidime, ze

uS =0 (mod ¢R), kde u := (—1)%1% (S) — (%) ,

Ziejmé u = 0, 2, —2, protoze jde o rozdil dvou é&isel, jez jsou obé £1.
My chceme dokdzat, Ze v = 0, at tedy pro spor u = +2.

Pak 25 =0 (mod ¢gR). Prvocislo ¢ = 2k + 1 je liché, takze

=—-2k-S=—-k-(25)=0 (mod ¢R).

Vyuzitim disledku [4.10] pak méme (%) p=2582=5-0=0 (mod ¢R), takie p = 0

(mod ¢gR). Dusledek 4.13| pak implikuje p = 0 (mod ¢Z), coz je spor.

Tedy u = 0 a véta je dokazana. O]

4.6 Jacobiho symbol

Zakon kvadratické reciprocity se vyuziva k vypoctu Legendreova symbolu (%), kde

muzeme predpoklddat a < p. Abychom mohli pouzit reciprocitu, bud a = pf'---pi*

je prvociselny rozklad a.
Pak podle dusledku [4.2] mame
p p p)
staci tedy urcit (%) Je-li néjaké z prvocisel 2, pouzijeme tvrzeni
Pro liché prvocislo p; ptislusny ¢len pomoci reciprocity prevedeme na vypocet <§) =

<1L0dpi

» >, ¢imz si pomuzeme, protoze p; < a < p.
7
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Opét muzeme b := p mod p; rozlozit na prvocisla atd. Postupné se ¢isla snizuji, takze
casem skonc¢ime a dostaneme vysledek.

Tento postup funguje, ale ma dva problémy:
Jednak se ndm potencialné vypocet hodné vétvi a narusta pocet pripadu, které uvazujeme.
Ale zejména je potieba rozkladat na soucin prvocisel, coz je vypocetné velmi narocéné!

Hodilo by se tedy postup vylepsit tak, aby nevyzadoval rozklad na prvocisla (¢imz by se
zaroven vyfesil i prvni z problému). To je mozné pomoci Jacobiho symbolu.

Definice. M¢jme celé ¢islo a a liché prirozené cislo n. Jacobiho symbol (%) definujeme

(=G -G

kde n = ¢; -+~ qx je souéin (ne nutné ruznych) prvocisel a vyrazy na pravé strané jsou
Legendreovy symboly.

Také definujeme (‘—1‘) =1

Pozor! (&) = (2) - (3) = (=1)(=1) =1, ale 2 = 2 (mod 15) nem4 Feen.

Hodnota Jacobiho symbolu tedy muze byt 1 i pokud a je kvadraticky nezbytek modulo
slozené ¢islo n.
Véta 4.14 (Vlastnosti Jacobiho symbolu). Méjme celd ¢isla a,b € Z a lichd prirozend

o) = () G- ()= (2)

a)

b)

d)

Jacobiho symbol tedy ma stejné zakladni vlastnosti jako Legendreuv symbol.

Vsimnéme si, ze diky posledni vlastnosti d) muzeme ,ptevracet* Jacobiho symboly ve
vypocétu bez nutnosti faktorizovat! Potfebujeme jenom umét hledat rozklady tvaru a =
2¢ - b pro liché b, coz neni problém.

Dukaz casti a), b) je jasny. Ke zbytku se ndm bude hodit toto lemma:

Lemma 4.15. Af jsou ay,...,a; lichd celd ¢isla. Pak:
a; —1 ar—1 ap---ap—1
= d2
2 2 2 (mod 2),
2_q 2 _ 1 cap)? =1
“ L % = (a1~ ar) (mod 8).

8 8 8
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Diikaz. Cviceni. Dokaze se indukei podle k, k cemuz je klicem piipad
k=2:
Cll&g—l_al—l_ag—l i (&1—1)(a2—1)

= = d?2
2 2 2 2 0 (mod?2),
protoze 2 | a; — 1.
Druhy vztah podobné plati diky tomu, ze 8 | a? — 1. O]

Diikaz véty[E14. At n = q; - - qx, kde ¢; jsou lichd prvocisla (ne nutné ruznd).

0
()= () Bynrees @ s,

qi

Vzoretek pro (2) se dokdze podobné (cvicen).

d) At m =p; ---p;, kde p; jsou lichd prvocisla.
Pokud (n,m) # 1, pak p; = ¢; pro néjaké i, j, a tedy (Z) obsahuje (%) =0a (2)

obsahuje (f]’—) = 0. Obeé strany d) se tedy v tomto piipadé rovnaji 0.
J

At dale (n,m) = 1. Mdme

) -T0(E) () -T1(E)

Podle kvadratické reciprocity pro Legendreuv symbol vime, ze

() @)=t
() () =0

Tedy

kde

pi—1 q]—l pi—1 g —1
eyt (sa) (s
J

pl =1 q-qg—1 m-1 n-1
- 2 2 2 2

(mod 2).

Tim jsme tedy dokazali, ze

(£> (T) = (-1)* = ()" T

m n

a dukaz je hotov — pokud jsou m,n nesoudélnd, Jacobiho symboly jsou +1, takze jeden
z nich muzeme prehodit na druhou stranu rovnosti. O
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4.7 Prvoéisla tvaru a® + 2b2

Pomoci Legendreovych symboli muzeme rozsirit vétu [3.2] kterd popisovala prvocisla
tvaru a? + b%.

Tvrzeni 4.16. Bud p € N prvocislo. Pak p = a® + 2b pro néjakd a,b € Z, prdavé kdyz
p=2nebop=1,3 (mod 8).

v~/

druhou nechame jako cviceni.

Okruh 7Z [\/—_2} je eukleidovsky, a proto i gaussovsky.
Stejné jako v lemmatu se dokdze: p = a® + 2b%, pravé kdyZ p neni prvocinitel v
AN

Predpokléddejme ted pro spor, Ze p = 1,3 (mod 8) je prvocinitel v Z [\/—_2]

Vypoctem s Legendreovymi symboly pro p = 1,3 (mod 8) dostaneme <_72> = <;1> .

p
<%) =1 (cviceni).

Tedy existuje x takové, ze 22 = —2 (mod p), ¢ili p | 2* +2 = (x + vV=2)(x —v/=2) v
Z[v-2].

Podle predpokladu je p prvocinitel v Z [\/—2], takze p | v £ v/ —2. Tedy £ V-2 =
p - (c+ dv/—2), odkud ale porovnanim imaginarnich ¢dsti dostaneme, ze +1 = pd, coz je
spor. [

Poznamenejme, 7Ze obecné se kolem zkouméni toho, kterd prvoéisla jsou tvaru a4 nb? pro
dané prirozené ¢islo n rozvinula bohata teorie. Pro seznameni se s ni doporucuji knizku
od Coxe nebo prednasku Kvadratické formy a ttidova télesa I.

David A. Cox, Primes of the Form 22 + ny?: Fermat, Class Field Theory, and Complex
Multiplication, Wiley, 1989.
https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMAG455


https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMAG455

5. Testovani prvociselnosti

V prvni ¢asti této kapitoly popiseme obecny princip pravdépodobnostnich testu prvociselnosti
a nékolik konkrétnich testu zalozenych na latce z predchozich kapitol.
Ve druhé casti kapitoly pak vyuzijeme strukturu Z; k sestrojeni lepsiho testu prvociselnosti.

5.1 Opakovani a Fermatuv test

Piipomenme, ze Fulerova funkce ¢(n) udavéa pocet prirozenych ¢isel k, 1 < k < n, jez
jsou nesoudélna s n. Plati:

o oln) = |2Z;].

o(n)=n Hp‘n (1 — %), kde ndsobime pres vsechna prvocisla p, kterd déli n.

e Mald Fermatova véta. a?~! =1 (mod p), pokud je p prvocislo a (a, p) = 1.

Eulerova véta. a¥™ =1 (mod n), pokud (a,n) = 1.

n=>y din (d), kde sc¢itame pres vSechna prirozena cisla d, ktera déli n.

Fermativ test prvociselnosti. Bud a, N € N, (N,a) = 1. Pokud ™! # 1 (mod N), pak
je N slozené.

Existujf ale Carmichaelova ¢isla, pronéz a™ ! =1 (mod N) plati pro viechna a. Nejmens{
z nich je 561 = 3 - 11 - 17 (cviceni).

Fermatuv test tedy obecné nefunguje, zanedlouho si ale popiseme jeho vylepsenou verzi,
tzv. Rabin—Milleruv test.

5.2 Pravdépodobnostni testy obecné

Napred si ale popisme obecnou myslenku pravdépodobnostnich testu prvociselnosti.

Predpoklddejme, ze mame néjaky efektivni algoritmus A,(V), ktery v zdvislosti na pa-
rametru a castecné testuje, jestli je prirozené cislo N prvocislo.
Vystupem algoritmu je bud ,N je sloZené® nebo ,N je moind prvocislo®, a to:

e Pokud N je prvocislo, pak algoritmus vzdy odpovi ,N je moznd prvocislo®.

e Pokud N je slozené, pak algoritmus odpovi ,,N je sloZené* s pravdépodobnosti > «

(a jinak odpovi ,N je moznd prvocislo).

Pricemz « je néjaka fixni pravdépodobnost nezavisla na a ani N, napt. a = 0,5 nebo
a=0,1.

44
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Tedy o prvocislech algoritmus nikdy nelze, kdezto u slozenych ¢isel muze dat obé odpovédi
(ale pokud odpovi, ze N je slozené, tak je to pravda).

Pokud byla odpoved |\ N je sloZené“, pak také ikdme, Ze a je svédek sloZenosti N; pokud
je odpoved N je moznd prvocislo® (a N je slozené), pak a je hdr.

Fermattiv test, v némz testujeme, jestli a1 = 1 (mod N), je skoro takovymto testem
— az na to, ze pro Carmichaelova ¢isla skoro zadni svédci neexistuji (jedini svédei jsou
soudélni (a, N) > 1, ale stejné je pro né pravdépodobnost odhaleni slozeného ¢isla a = 0).
Poznamenejme, ze tento test je efektivni, protoze umocriovat modulo N umime rychle.
Pro detaily viz kurz Algebry, ale zakladni myslenka je zalozend na tom, ze napted spoci-
tdme hodnoty a?> (mod N), a* (mod N), a® (mod N),... postupnym umociiovdnim na
druhou. Cislo n potom vyjadifme ve dvojkové soustave, takze k vypoctu a™ (mod N)
stacf vynésobit pifslusné hodnoty a* (mod N).

Tyto vypocty navic jde zrychlit pouzitim rychlého nasobeni (napf.) zalozeného na diskrétni
Fourierové transformaci.

Mohlo by se zdat, ze test s pravdépodobnosti ispéchu tieba o = 0,5 je na nic. Vyhodou
ale je, ze test muzeme opakovat pro ruzné volby parametru a! Kdyz takto vyzkousime 10
ruznych a (kterd musi byt zvolena nahodné tak, aby piislusné experimenty byly nezavislé),
tak hned mame pravdépodobnost odhalen{ slozeného éisla 1 — 0, 5% = 0, 999.

Se zvysujicim poctem opakovani testu tedy umime dostat libovolné velkou pravdépodobnost
uspéchu, coz pro praktické ucely staci.

5.3 Solovay—Strassentuiv test prvociselnosti

Je-li N liché slozené ¢islo, nemusi platit (%) =a7 (mod N) (kdezto pro prvocislo to
platit musi). Obé strany této kongruence umime rychle poéitat (tu levou pomoci kvad-
ratické reciprocity pro Jacobiho symboly), takze muzeme zkouSet ruznd a a testovat to,
coz dava Solovay—Strassenuv test prvociselnosti.

Je-li N slozené, tak vzdy existuje a, pro které plati (%) =+ a’r (mod N); dokonce
vétsina a (mod N) mé tuto vlastnost.

Tento test prvomselnostl je tedy pravdépodobnostni: pokud najdeme jediny protipiiklad

a

na (N) =a5 (mod N), tak vime, ze N je slozené. Naopak pokud vyzkousime dost

ruznych a, pak muzeme tict, ze N je s vysokou pravdépodobnosti prvocislo.
Formalné, pro N pfirozené a (a, N) =1,

N je sloZené, pokud (l) Za - (mod N),

“2° (mod N).

algoritmus A,(N) vrati _ ) )
N je moznd prvocislo, pokud ( ) =a 2z

Pricemz pravdédobnost odhaleni slozeného ¢isla o = 0,5 (toto je samoziejmé potieba
dokazat, muzete zkusit jako cviceni).

Dokonce za ptredpokladu platnosti zobecnéné Riemannovy hypotézy jde takto sestavit
deterministicky polynomidlni test prvociselnosti.
Historicky byl tento test pomérné vyznamny, pozdéji ho ale zastinil Rabin—Milleruv test

(viz sekci :
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Pro vice detaili o tomto testu viz ¢lanek Keitha Conrada nebo bakalarku Sary Vyhnalové.
https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/ugradnumthy/solovaystrassen.pdf
https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail /209396 /

Poznamenejme, ze na podobné myslence je zalozeny také Goldwasser—Micaliho krypto-
systém. Jednotlivé bity zpravy jsou v ném kédované pomoci hodnot a (mod pq) (pro

velkd prvocisla p, q) takovych, ze Jacobiho symbol (p%) = 1, pricemz a koduje 0, pokud
je to kvadraticky zbytek modulo pq, a 1, pokud jde o nezbytek. Viz napiiklad
https://en.wikipedia.org/wiki/Goldwasser%E2%80%93Micali_cryptosystem

5.4 Primitivni prvky pro pokrocilé

V sekcid.1]jsme uz potkali zakladni verzi primitivnich prvku. Jejich algebraické formulace
je nasledujici:

Primitivni proky. Bud p prvocislo. Pak Z(-) ~ Z,_1(+) je cyklick grupa, libovolny jeji
generator se nazyva primitivni prvek. Jde o specidlni ptipad véty jejiz dukaz je nize
(ale bere se také na Algebie).

Jak to je se strukturou Z? pro slozené n?

Cinskd zbytkovd véta. Z,, ~ Zp? X e e X Zka jako okruh, kde n = p{* - - - p;* a izomorfismus
je dany zobrazenim a — (a (mod p{'),...,a (mod pi*)).
Proto Z;, ~ Zre, X -+ X Lie, (cviceni).
1 k
Tedy staci urcit strukturu Z;., coz ted udeéldme.
Napied si ale jesté pro tiplnost uvedme i dikaz existence primitivnich prvka modulo p.

Véta 5.1. Bud K téleso a G konecénd podgrupa multiplikativni grupy K*(-). Pak je G
cyklicka.

Specialné jde véta pouzit pro podgrupu Z; télesa Z,.

Diikaz. Bud n tad (= pocet prvku) grupy G. Podle Lagrangeovy véty pak fdd kazdého
prvku g € G déli n. Prod | n bud 7(d) pocet prvki fadu d v G. Ziejmé pak n = >~ 7(d),
kde sc¢itame pres vSechna prirozena c¢isla d, ktera déli n.

Chceme dokézat, ze 7(d) < ¢(d) pro kazdé d | n, protoze pak n = -, 7(d) = >_,, ¢(d)
implikuje, ze dokonce 7(d) = ¢(d) pro kazdé d | n. Kazdy z 7(n) = ¢(n) prvku faddu
rovného n pak generuje G.

Pro spor tedy predpokladejme, ze 7(d) > ¢(d) pro néjaké d | n. Vyuzijeme toho, ze kazdy
prvek fadu d v G je kofenem polynomu z¢ — 1 nad télesem K.

Bud g ngjaky prvek faddu d. Pak i kazdy z d prvka cyklické grupy {¢° | 0 <i < d} ~ Z4
je kofenem polynomu z? — 1 (nebot (¢")? = (¢¢)! = 1 = 1).

Ovsem cyklickd grupa Zg obsahuje pravé o(d) prvki fddu rovného d — jsou to piesné g
pro (i,d) = 1 (cviceni). Protoze 7(d) > ¢(d), musi v G lezet néjaky prvek h, ktery mé
také fad d, ale ktery nelezi v {g" | 0 <i < d} ~ Z,.

Dostali jsme, ze polynom z¢ — 1 nad télesem K ma stupen d, ale aspoii d + 1 kofent, a
sice ¢°,¢',..., g%t h, coz je spor. O


https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/ugradnumthy/solovaystrassen.pdf
https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail/209396/
https://en.wikipedia.org/wiki/Goldwasser%E2%80%93Micali_cryptosystem
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5.5 Valuace a mocniny
Pro piisti sekci si ted jesté pripravime dvé pomocnd tvrzeni o valuacich.

Lemma 5.2.
a) vy(p® — a) = vy(a) pro kazdé s > 1,1 < a < p°.
b) v, (%)) = s — vy(k) pro kazdé s > 0,1 < k < p°.

Diikaz.
a) At a = p’b, kde j = vy(a) (tedy p 1 b). Protoze 1 < a < p*, mame j < s. Tedy
p*—a=p°—pb=p(p*7 —b). Protoze ptp*~7 — b, dostavdme v,(p* — a) = j.

‘ *\ _ PP’ —D(@°=2)..(p°—(k—1))
b) Méme (1) = - 1g~~~(k—1§)k :
Déle podle ¢ésti a) mame v,(p® — a) = vy(a) pro a = 1,2,...,k — 1, takze se nam skoro
vSechny valuace ve zlomku odectou:

o (!}) = 0 40l = 1) 0 =2 e = (- 1)
— up(1) —0p(2) — ... = vk = 1) — vp(k) = v, (p°) — vy(k).
]

Tvrzeni 5.3.
a) Bud p liché prvocislo a e > 2. Pak

(1+p)” " =1+p~1 (mod p°).

b) Al e > 3. Pak
527" =142 (mod 2°).

Diikaz.
a) Podle binomické véty mame

e—2 e—2
e—2 e— p p e—2
(I+p) =1+p 2p+( 5 )p2+---+(pez>pp :

Chceme: p° | (p e]; 2) p* pro Vk > 2, protoze pak na pravé strané kongruence zistanou jen
prvni dva ¢leny.

Lemma ) dava v, <(pek_2)pk> = e—2—v,(k)+k. Aby toto bylo vétsi nez e, potfebujeme

k> wv,(k)+2.
At k=pll,ptl. Pak 2 +v,(k) =2+ j ak > p, cili chceme p/ > 2 + j. To se dokdze
snadno indukci.

b) Dokéze se podobné jako ¢dst a) umocnénim rozkladu 5 = 1 + 4: cviceni. [

5.6 Multiplikativni grupa modulo p°
Bud p prvocislo a e > 1. Pak

Z5.| = (p°) = (p— D)p°".
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Zéroven Z(-) =~ Z, 1(+). Jakd je struktura pro e > 27

Budeme ¢asto pracovat s fadem prvku g v grupé GG. Pfipomenme, ze tim myslime nejmensi
prirozené cislo m takové, ze g™ = 1; ¢asto ho budeme znacit jako ord g.

Také kdyz budeme mluvit o Z; jako o grupé, myslime tim vzdy multiplikativni grupu
7% (-). Naopak Z, myslime vzdy aditivni grupu Z,(+).

Lemma 5.4. a) Je-li p liché prvocislo, pak mnozina

P:={l+ap|0<a<p'} <Z.

tvori cyklickou podgrupu Z., kterd md rad p°~1 a je generovand prvkem 1+ p.
b) P:={1+4a|0<a< 2%} je cyklickd podgrupa Zs. vddu 2% generovand prvkem 5.

Dikaz. a) Méame
(I4+ap)(1+bp) =1+ (a+b+abp)p=1+ [(a+b+abp) (modp*")]peP

takze P je uzaviené na nasobeni. P je tedy podgrupa diky nasledujicimu cviceni; jeji fad
je ziejme p L.

Cuic¢eni (z algebry). Bud G(-) koneénd grupa a P jeji podmnozina, ktera je uzaviend na
nasobeni. Pak je P podgrupa G.

Prvek 1 + p patii do P, takze ord(1 + p) | p°~! podle Lagrangeovy véty. Tvrzeni )
ale ikd, ze (1 +p)? " #1v Z}.. Tedy jedina moznost je ord(1 + p) = p~!, takze 1 + p
generuje P.

b) Analogicky. 0
Véta 5.5.
a) Je-li p liché prvocislo a e > 1, pak

Z;e() ~ Zp,1(+) X Zpe—l (—|—) ~ Z(pfl)pe—l(—‘r)

je cyklicka grupa.
b) Je-li e > 2, pak
Lie(+) o~ Zio(+) X ZLige—2(+).

Toto neni cyklickd grupa, pokud e > 3.

Dukaz. Druha ¢éast je o néco leh¢i dokazat, takze s ni zacnéme.
b) Kazdy prvek v Zj. je kongruentni 1 nebo —1 (mod 4), a tedy jde vyjadfit jednoznacné
jako

+1- (1 + 4a) pro néjaké 0 < a < 22

Podle predchoziho lemmatu [5.4p) je déle
P={14+4a]0<a<2°?}={51]j=0,...,2°% ~ 1} < Z}..

Tedy kazdy prvek Z. je tvaru (—1)*57 pro jednoznaéné i = 0,1;5 =0,...,2°72 — 1.
Mame tedy zobrazeni

ZQ X Z2672 — Z;e
(i,5) = (=1)'5



5.6. MULTIPLIKATIVNI GRUPA MODULO p 49

coz je bijekce a zfejmé i homomorfismus.
Nejednd se o cyklickou grupu, protoze kazdy prvek Zy x Zge—» mé ¥4d nejvyse 22 (protoze
20723, 5) = 0 v Zy X ZLge—2).

a) K dukazu prvni ¢asti vyuzijeme nésledujiciho lemmatu; nalezeny prvek u bude hrat
roli prvku —1 z dukazu predchozi ¢asti.

Lemma. Ezistuje prvek u € Zj. takovy, Ze ord(u) =p — 1.

Diikaz. Bud g € Z; primitivni prvek. Mdme surjekci
T Lye = Lyp;a— a  (mod p).

Bud v € Zy. néjaky vzor g, tedy m(v) = g. Protoze p{ g, také p{ v, cili v € Z..
Bud k iad prvku v v Z:.. Pak v Z7 plati 1 = 7(v*) = (m(v))* = ¢*. Jelikoz g ma Fad
p—1,tak p—11k, proto at k = (p—1)l. Pak prvek u = v! ma iad k/l = p—1 v Zye. O

Pripomenime, ze podle lemmatu [5.4h)
P={lt+ap|0<a<p™}={1+p/|0<j<p}

Uvazujme nyni prvek u’ pro néjaké i = 1,...,p — 2. Tento prvek mé fad, ktery déli p — 1
a je ostie véts nez 1. Tedy ord(u’) nenf mocninou p, takze u’ & P.
Podivejme se ted mnozinu

M:{ui(l—l—p)j|i:O,...,p—2;j:0,...,])6*1—1}QZZe.

Jeji prvky jsou po dvou ruzné (cviceni) a jejich pocet je (p—1)p°~t = |Ze
a kazdy prvek Z. jde jednoznacné vyjadrit jako u'(1 4 p)’.
To dava hledany izomorfismus

, takze M = 7.

prl X Zpe—l % Z;E
(i,7) = u'(1+p).

Navic podle ¢inské zbytkové véty je tato grupa izomorfni Z,_qype-1. O]

Dusledek 5.6. Bud n > 2. Pak Z je cyklickd grupa, prdvé kdyz n = 2,4,p% 2p° pro
liché prvocislo p,e > 1.

Diikaz. Pouzijte CZV (cvicent). O

Dale chceme vyuzit strukturu Z; ke zformulovani lepsiho testu prvociselnosti, nez je ten
Fermatuv.

5.6*% Alternativni dukaz existence primitivnich prvkua

Tento diikaz sepsal Martin Cech na zdkladé prednasek Andrewa Cranvillea (je psén asi
o néco strucnéji, nez jiné dukazy ve skriptech). Tento dukaz nepfednasime (ani nebude u
zkousky), a to hlavné proto, ze sice dokéze existenci primitivnich prvku modulo p® o néco
jednoduseji nez dukaz v predchazejici sekci, ale zase nic nefekne o tom, jak vypadaji grupy
Ze(+). (Na zkouskové pisemce ale piislusnou ¢ast véty samoziejmé muzete dokéazat i



50 KAPITOLA 5. TESTOVANI PRVOCISELNOSTI

takto; stejné tak v pocetnich zkouskovych piikladech muzete pripadné hledat primitivni
prvky takto, pokud spravné zformulujete tvrzeni, kterd pritom pouzivate.)

Bud p liché prvocislo. Ukdzeme, Ze pokud a je primitivni prvek modulo p, pak a nebo
a-+p je primitivni prvek modulo p?. Podobny diikaz navic funguje indukei i pro libovolnou
vyss$i mocninu p.
Navic plati, Ze pokud a je primitivni prvek modulo p?, pak a je primitivni prvek modulo
p’ pro vsechna /.

Primitivni prvek modulo p?

Bud a primitivni prvek modulo liché prvoéislo p. UkdZzeme, ze bud a nebo a + p je
primitivn{ prvek modulo p?.
Jaky muze byt idd a modulo p?? Uréité to musi byt ndsobek p — 1. Navic a?~! = 1+ kp
(mod p?) pro néjaké k.
Pokud k # 0, pak

a PV =(1+kp)"=1+rkp (modp?),
coz muze byt = 1 jenom kdyZ p|r. Tim pddem pokud a?~! # 1 (mod p?), pak uz a je
primitivn{ prvek modulo p?.
Pokud a?~! =1 (mod p?), tj. f4d @ modulo p? je piesné p — 1, pak muZeme misto a vzit
a+ p : to je taky primitivni prvek modulo p, takze jeho rad bude nasobek p — 1 a navic

(a+pP'=a""'+(p-1p=1+(p-1p (modp?),

tudiz ,nové k“ pro tenhle prvek je p — 1 Z 0 (mod p), a jeho 7ad je tedy podle dikazu
nahote p(p — 1) = ¢(p?).

Primitivni prvek modulo p’ pro ¢ >3

Necht a je primitivni prvek modulo p‘~!. Pak stejné jako nahote je bud a nebo a + p
primitivn{ prvek modulo p°.
R4d a modulo p’ je nasobek p(p‘~!) a mame

a?® ) =1 4 fptt (mod p?),
takze l
—1
a" PP ) = (1+kp" Y =14+ rkp™!  (mod pb).
Vidime, ze pokud k # 0 vysledek je = 1 (mod p’) jen kdyz p|r, tj. fad bude aspon

Pt = o).
Pokud k = 0, pak muzZeme stejné jako nahoie nahradit a za a 4+ p*~!.

Primitivni prvek modulo p? je primitivni prvek modulo p’ pro
vSechna ¢ > 3

7 diikazu nahote vime, Ze a je primitivni prvek modulo p?, pokud a?~! = 1+kp (mod p?)
pro néjaké k # 0. Pro takové a mame

/-1

0N = (1 phy =143 ()pk (mod p).
n

n=1
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Prvni ¢len v sumé je rpk a druhy je r(r—1)p?k?/2, takze maji ruznou p-valuaci, prvni ¢len
je navic = 0 (mod p*), pravé kdyz p*~t|r. Tim padem Fdd a je aspon (p— 1)p*~1 = p(p?),
takze a je primitivni prvek modulo p’.

5.7 Rabin-Milleruv test

Idea.

Bud p > 2 prvocislo, a € Z nesoudélné s p.

MFV: ¢! =1 (mod p).

At p=2k+1,¢&ili (a*)? =1 (mod p). Tedy a” je koren polynomu x? — 1 nad télesem Z,.
2?2 — 1 ma praveé dva kofeny &1 (protoZe jsme nad télesem), takze a* = 1, —1 (mod p).

Pokud je k sudé a a* =1 (mod p), mizeme pokracovat.
Obecnéji: At p — 1 = 2°m pro m liché.
Pak
e e—1
a®*™ =1 (modp)=a* ™=1,-1 (modp).
Pokud je to —1, tak skoncime. Jinak opét méme a? '™ = 1 (mod p), takze a® ™ je
kofen 22 — 1, a tedy a2 "™ = +1 (mod p). Takto pokracujeme, dokud né&jaké a?™ = —1

(mod p), nebo nez dostaneme a™ =1 (mod p). Dokazali jsme tim néasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 5.7. Bud p > 2 prvocislo, kde p — 1 = 2°m pro liché m. Pro kaZdé a € /n
mdme a™? = —1 (mod p) pro néjaké 0 < j < e nebo a™ =1 (mod p).

Definice. Bud N € N slozené liché, N — 1 = 2°m, m liché. Pokud pro 0 < a < N plati,
ze

—

©) am? = —1 (mod N) pro néjaké 0 < j < e, nebo
a™ (mod N),

nazyva se N silné pseudoprvocislo v bdzi a, neboli a je lhdr pro N.
Naopak, pokud a nespliuje podminku (©), nazyvé se a svédek slozenosti N.

Nékolik poznamek:
e N je (slabé) pseudoprvocislo v bazi a, pokud plat{ MFV, ¢ili ¢V~ =1 (mod N).
e Pokud je (a, N) > 1, pak je a vzdy svédek. Téchto soudélnych svédku ale muze byt
velmi malo.
Rabin-Milleriv test prvociselnosti spociva v testovani, zda ruznd ¢isla a jsou svédci nebo
lhafi: jakmile najdeme jednoho svédka, tak podle tvrzeni[5.7] vime, ze N musi byt slozené.
Formalngji, algoritmus A,(NN) dle sekce 5.2 testuje, zda plati podminka (Q).
Existuji ale svédci vzdy (¢ili je pravdépodobnost a > 0)?
Naptiklad pro Fermatuv test prvociselnosti v pripadé Carmichaelovych ¢isel jsou jedinymi
svédky, pro které plati a¥ ! # 1 (mod N), &isla a soudélnd s N.
Pro Rabin-Milleruv test nastésti vzdy existuje dostatek svedku:

Véta 5.8. Bud N liché sloZené ¢islo. Pak pocet a,0 < a < N, takovijch, e N je silné
pseudoprvocislo v bazi a, je mensi nez % Tedy existuje alespon % svédkai.

Tuto vétu si dokdzeme v sekci 5.9 poté, co napied vybudujeme teorii kolem mijen{ involuci.

Staci tedy testovat dostate¢né mnoho ruznych (nezéavislych) hodnot a. Otestujeme-li:
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e 1 hodnotu ...pravdépodobnost(lhar)< %;
e 2 hodnoty ...pravdépodobnost(oba 1hafi)< %;

o
e k hodnot ...pravdépodobnost(vsichni 1hafi)< 5.

Dokonce sa dé dokazat, ze pocet lhaiu je < %, viz skripta Alese Drépala [Dr, sekce 2.13]

vvvvvv

Pomoci Bayesovy véty se pak da i odhadnout, Ze pokud ¢islo N Rabin-Millerovym testem

k-krat uspésné proslo, pak je N prvocislo s pravdépodobnosti vétsi nez 1 — bgzl#.

5.8 Mijeni involuci

Ptjde o technicky nastroj uzitecny k dukazu spravnosti Rabin-Millerova testu.

Definice. Bud G(-) grupa, a,b € G. Prvek a miji prvek b, pokud a’ # b a b® # a pro
vSechna i € Z, cili b & (a) a a & (b).

Ziejmé a miji b, pravé kdyz b miji a (jde tedy o symetrickou relaci, jez ale napt. neni
tranzitivni ani reflexivni).
Jako prvni rozcvicku si rozmysleme toto lemma (které se ndm pozdéji bude hodit).

Lemma 5.9. Méjme grupu G = A X B, kde A, B jsou konecné grupy, a jeji prvek
(e, f) € G.

Jestlize pocet proki a € A, jez miji e, je asponi a-|A| (pro néjaké o € R), pak pocet proki
g € G, jez miji (e, f), je asponi a - |G].

Dukaz. Mame |G| = |A] - |B| a staci si uvédomit, ze pokud a miji e, pak (a,b) miji (e, f)
pro vsechna b € B. O

Definice. Bud G(-) grupa. Prvek a € G je involuce, pokud mé fdd 2, ¢ili a # 1 a a®* = 1.
Priklad. Zox(+) méa pravé jednu involuci, a to prvek 2571,
Pozndmka. Je-li e involuce, pak a miji e, pravé kdyz a # 1 a e # a° pro vsechna i € Z.

Lemma 5.10. Bud G = Gy x --- x Gy. Rdd proku a = (ay,...,a;) v G je roven
nejmensimu spolecnému nasobku radu prvku aq, v G1, ag v Ga,. .., ai v Gy.

Diikaz. At d; je fad a; v grupé G; a d je tad prvku a v grupé G. Bud n = nsn(dy, . . ., dy).
Pak a =1 pro kazdé i, a tedy a" = 1. Tedy d | n, protoze d je iad prvku a v G.

Naopak, pokud a? = 1, pak a¢ = 1 pro kazdé i, takze d; | d pro kazdé i, tedy n | d.
Dohromady dostavame d = n. O

Diusledek 5.11. Bud’ p prvocislo a ki, ..., k, pFirozend ¢isla.
Prvek a = (ay,...,a,) € Zysy X -+ X Lphe md 7dd p°, kde

s = max (ky —vy(a1),..., k —vj(a,)) .

Tady pro ¢ € Zyx pouZivdme upravené znaceni:

e vi(c) :=vy(c) je exponent p v prvociselném rozkladu cisla c € {1,2,...,p" — 1},
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o v3(0) :=v,(pF) = k.

Pripomenme, ze v,(a) je exponent p v prvociselném rozkladu ¢isla a € Z, kdezto v
dusledku jsme potiebovali pracovat s valuacemi prvki Z,.

Nagtésti plati

Cviceni. Pro a,b# 0 (mod p*) plati

a) a="b (mod p*) = v,(a) = v,(b),

b) vr(ab) = min(vy(a) + v5(b), k).

Diikaz disledku B.I1]. Klicem je dokdzat dusledek v piipadé r = 1.

Prvek a = 0 m4 ¥dd 1 = p°, coZ sedi s tim, co chceme dokdzat.

Méjme prvek 0 # a € Zyi; at a = p¥b, kde v = vy(a) a p{b. Pak se ovéri, ze fad prvku a
v Z,. je rovny p*~Y (cvicen).

Pro r > 1 pak podle lemmatu [5.10| a ptipadu r = 1 vime, ze fad a se rovna

nsn (pkl_”;(“l), . ,pkr_”;(“r)) = p°. H

Tvrzeni 5.12. Meéejme prirozend cisla ki, ks, ... k., kde r > 2.
Proek e = (2M71 ... 281 je involuce v aditivni grupé G = gk, X -+ X Loy .
Pocet prvku a € G, které miji e, je aspon %|G’|

Diikaz. e # 0 a 2e = (2%,...,2%) = 0, takze e opravdu je involuce.

At a = (ay,...,qa,) € G.
Dokazme napted, ze

a nemiji e < ord(a;) je stejny pro vSechna i.

Pro a = 0 tato ekvivalence plati; ddle at a # 0.
L= AL

ma = (may, ..., ma,) = e.
At m =25, kde 21 s (¢ili j = va(m)).
Prvek s27a; = 2F~! pak m4 fad 2 v Zgk,. Dusledek aplikovany na tento prvek (a
r=1)dava 2 =2 tedy 1 = k; — vo(527a;).
Odtud vidime, Ze vy(a;) = k; — j — 1, takze opét podle dusledku je fad ord(a;) = 2771
Tedy vsechny prvky a; opravdu maji v Zys, stejné rady 2771,
,<="* Pokud ord(a;) = 2" pro viechna i, pak m := 2"~! spliiuje, ze ma = (may, ..., ma,) =
e (protoze ma; pak mé fad 2 v Zo, a jediny takovy prvek je 2F—1).

Dokézali jsme, ze

a miji e < ord(a;) # ord(a;) pro néjaké i # j.
Nyni potfebujeme udélat dolni odhad na pocet takovychto prvku pro r = 2, pricemz
rozlisime dva piipady:

a) ky = ky = k. Pokud a je liché, pak ma tad 2*, zatimco sudé b méd idd < 281, Tedy
(a,b) i (b,a) miji e. Takovychto dvojic je

2]671 . 2](:71 T 2k71 . 2k71 — 22]{71 — 122]@‘ — 1|G|
liché sudé  sudé liché 2 2"
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b) ki # ko, pricemz buno predpoklddejme k; > k.
Pokud je a € Z%,, (¢ili a je liché), ma fad 2%, ale kazdy prvek b € Zor, ma idd < 272 < 201,

2k1
Tedy vsechny prvky {(a,b) | a € Z%,, ,b € Zy, } miji e a je jich 27127 = %
Af 7 > 3. Staél volit A = Zok, X Zoky, B = Zgry X -+ X Lok, a pouzit lemma [5.9] O

5.9 Pocet Rabin-Millerovych lharua

Nyni se muzeme vratit k Rabin-Millerovu testu. V dukazu klicové véty 5.8 pritom pouzijeme
jak mijeni involuci, tak struktury multiplikativnich grup Zj.

Cuicend. Argument s ° = 1 (mod p) v sekci [5.7 dokézal, ze —1 je jeding involuce v Z:(-).
Dokaz to pomocf Z;(+) == Zge X Zy(+), kde p — 1 = 2°m pro liché m.

Diikaz véty[5.8. At N —1=2°m,2{m.
Je-li 0 < a < N 1hdF, pak nutné a*™ = 1 (mod N). Tedy a € Zy neni Ihai (cili je
svédek), pokud
A) a nenf invertibilni, to jest a & Z%;, nebo
B) a € Z, ma iad, ktery nedéli 2°m.
Rozlisme dva hlavni ptipady:

1. N neni bezétvercové, neboli k = v,(N) > 2 pro néjaké prvocislo p (nutné liché).
Tedy N = p*s,p1s. Podle CZV mame

Ly =Ly x Ly a Ly~ L5 x L.

Spocteme prvky v jednotlivych ptipadech:

A) V Z,. je p"~! neinvertibilnich prvki u. Pak (u,v) je neinvertibiln{ pro libovolné
v € Zg, takze mame aspon p*~'s neinvertibilnich prvkia v Zy.

B) Pokud p déli fad prvku a € Z},, pak a spliuje B), protoze p 1 2°m = N — 1, takze
neni mozné, aby p | ord(a) | 2°m. Pojdme tedy odhadnout pocet prvku, jejichz rad je
délitelny p.

Podle véty [5.5) médme
Z;k(~) ~ L1 () X Zp—1(+).

V Z,s-1(+) maji véechny nenulové prvky fad délitelny p, je jich tedy PPt — 1. Rad je
delitelny p po doplnéni ¢imkoli ze Z,—_; (podle lemmatu , takze Z;k(-) ma aspoin
(p*~' — 1)(p — 1) prvku radu délitelné¢ho p. Pripomenme, ze mame Zy =~ Zy X Zg, a
pojdme tedy tyto prvky Z;k doplnit, abychom dostali prvky ze Zy.
Tyto prvky spolu s é¢imkoli ze Z, budto

e jsou neinvertibilni = zapocitame do A (ale jde o jiné prvky, nez predtim) nebo

e jsou invertibilni = splnuji B.
Tedy mdme aspon (pF= — 1)(p — 1)s dalsich prvka v Zy splitujicich A nebo B.

Dohromady to je aspon

sp (T = D(p—Ds=s(p"—p+1)
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svédkil z celkem p*s prvkii. Pocet 1hait je tedy < (p—1)s < 1% (tento odhad dokaz jako

L d 7z v ~ ~ 2
cviceni; ndpovéda: vloz doprostied %*).

2. N je bezctvercové, N = p; - - - p,, kde p; jsou po 2 ruznd prvocisla. Dokézeme, ze Z},
obsahuje nejvyse @ lhara: to staci, protoze prvky mimo Z3 spliuji A, takze celkem
bude Thaii < 28 < &,
Af p; — 1 = 2Fim;, 2 4 m;. Mame

Ly =T % - X T, 8 T () 2 Ly () 2 Lo (4) X Loy (4).

Pi

Tedy mame izomorfismus

Ly = Lgiy X -+ X Liger X M, kde M = Zyy, X -+ X Ly,

m2J

Zajima nas podminka a™* = —1 (mod N), podivejme se tedy na a(—1) = a(N — 1) :
Prvni izomorfismus vyuzivajici CZV je dany
Ly = Loy X -+ X Lpy
t+— (t (mod py),...,t (mod p,))

V ném tedy —1+— (—1,...,—1).
Déle uvazujme
Ly, == Ligk; X L, -

—1md tdd 2 v Z; , a tedy jeji obraz v Zok; X Zy,, mé taky idd 2. Ale m; je liché, takze
neexistuje prvek rddu 2 v Z,,,, takze —1 se tam zobrazi na 0, coz je prvek fadu 1 (v Z,,
totiz plati, ze 2¢p(—1) =0 = ¢(—1) =0).

Aby tad v Zgk; X Zy,, byl rovny 2, musi se —1 v Zqr; zobrazit na prvek radu 2. Ten je
jediny, a sice 25!, Tedy izomorfismus Z% = Zyi, X Ly, zobrazi —1 na (2%71,0).
Dohromady jsme dostali, ze

al(—1) = (271 2k 0) =: (u,0).

Vratme se ted k podmince @™ = —1 (mod N); af a(a) = (v,¢), kde v € Zgr, X --- X
Z2k7« 5 C E M
Pozorovdni. Pokud v miji involuci w v Zgk, X - -+ X Zok., pak a neni 1har.

Diikaz. At pro spor je a 1haf.
a) Pokud @™ = 1 pro liché m, pak a ma lichy fad. Ale jediny prvek lichého fadu v
Ligky X -+ + X Lok, je 0, takze v = 0.

b) Pokud a™? = —1, pak méme a(—1) = (u,0) a a(a™?) = m2a(a) = (M2, m2ic).
Tedy u = m2/v.
Ani v jednom pripadé v neminulo wu. O

Piesné kvuli tomuto jsme si chystali tvrzeni [5.12]
Podle néj vime, ze pocet prvki v, jez mijf u, je aspoil |Zyw, X «++ X Zg, |, takze podle
lemmatu pocet (v, ¢), jez miji (u,0), je aspon

1 1
§‘sz1x-..xZrixM]:§|Zm:§0(2>' -



6.

Priklady

Néasleduji sebrané ptiklady ze cviceni, domacich tikolu a pisemek.
Priklady s ! jsou obzvlasté dulezité, ty s * jsou tézsi (rozhodné ne vsechny stejné).

6.1

1.

Zaklady

Dokazte nasledujici tvrzeni, nebo najdéte protipiiklady:

(a) a? | b?, prave kdyz a | b.

(b) Pokud a? | n, b* | n a a® < b?, pak a | b.

(¢) Pokud NSD(a,b) =1, pak NSD(a™,b™) =1 pro viechna m,n € N.
(d) Pokud n™ | m™, pak n | m.

. Rozhodnéte, jestli jsou prirozena cisla a a b jednoznaéné uréena svym nejmensim

spolecnym nasobkem a nejvétsim spolecnym délitelem.

. Necht A je matice typu 7 x 7 s prvky a;; = ij (mod 7). Jaky je soucet vSech prvku

matice A?

Ukazte, ze prvocislo p > 3 déli ¢itatel zlomku 1+ 1/2 4 ---+1/(p — 1). * Ukazte,
ze pokud p > 5, je tento ¢itatel délitelny dokonce p?.

5. * Ukazte, Ze n* + 4 nikdy neni prvoéislo.

* Ukazte, ze pro kazdé n existuje n po sobé jdoucich prirozenych ¢isel, z nichz kazdé
je délitelné ¢tvercem néjakého prvocisla.

* Ukazte, ze pro kazdé n existuje n po sobé jdoucich slozenych cisel.

6.2 Valuace

1.

2.

! Spoctéte v,(n) pro vechna prvocisla p a pro

Spoctéte
(a) v2(2% —3),

26
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(b) vs ((G0))-
! Ukazte, ze pro prvocislo p a m,n € Z plati:

(a) multiplikativita: v,(mn) = v,(m) + v,(n),
) = vp(m) — vy(n),

(c) trojuhelnikova nerovnost: v,(m + n) > min{v,(m), v,(n)}. Ukazte, ze pokud
vp(m) # v,(n), pak nastava rovnost.

(b) celé &islo dané zlomkem: pokud je 2 celé ¢islo, tak v, (

m
n

4. Najdeéte priklad, kdy v,(a + b) > max(vy(a), v,(b)).

Necht p je prvocislo, pro ¢ € Z,. znacime
e vs(c) == v,(c), pokud ¢ # 0,
o v5(0) :==v,(p*) = k.
Ukazte, Ze pro a,b #Z 0 (mod p*) plati:
(a) a="b (mod p*) = v,(a) = v,(b),
(b) vy(ab) = vy(a) + vy (b).
Rozmyslete si hodnoty valuace faktoriali:

(a) Pro pfirozené ¢islo n a kladné redlné ¢islo x > 1 urcete, kolik ¢isel z intervalu
[1, z] je deélitelnych n.

(b) UkaZte, Ze pro prvocislo p je o(p*) = pF — pF=1 = (p — 1)p*F~L.

(c) Dokazte Legendretv vzorec, ze vy(n!) = 37, | % |. (Ndpovéda: Uvedomte si,
ze suma je ve skutecnosti konec¢na. Kolik z ¢initeli v n! prispéje do v,(n!)
jednickou? Kolik dvojkou?)

(d) Spoctéte kolika nulami konci ¢islo 100!.

7. * Jsou déna piirozend ¢isla a, b, ¢ spliujici ab | ¢, a° | ¢P. Dokazte, ze a? | be.
) ) b )

10.
11.

. * Ukazte, ze pro libovolnd nezapornd celd ¢isla m,n plati, ze (m+”) deli (Qm) (2:)

m m

* Dokazte 2" 1 nl. Obecné pro prvocislo p dokazte p™ t ((p — 1)n)L.
o -y . —1

* Pro prirozené ¢islo n dokazte v,(n!) < | 7=].

* Dokazte, ze pro prirozend ¢isla a, b, ¢, d spliujici ab = cd plati

NSD(a,c)- NSD(a,d) = a- NSD(a,b,c,d).

6.3 Eulerova a Mala Fermatova véta

A

Necht a € Z. Ukazte, Ze pokud 17 nedélf a, pak 17 | a® — 1.

Bud p prvocislo. Ukazte, ze pokud p | 22" + 1, pak 2"+ | p — 1.

Necht p, g jsou prvocisla takova, ze p | 27 — 1. Ukazte, ze potom ¢ | p — 1.

Najdéte piiklad m,n € N splaujici ¢(m) = ¢(n).

Necht p, ¢ jsou dvé ruznd prvocisla a a pfirozené ¢islo nedélitelné p ani ¢. Ukaite,
ze pak a®~ @) =1 (mod pq).
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6. Ukazte, ze prvocislo p déli ab” — ba? pro libovolna cela ¢isla a, b.
7. Pro ruznd prvocisla p, ¢ ukazte, ze p?~' + ¢?~! = 1 (mod pq).
8. * Necht p > 3 je prvocislo. Ukazte, Ze potom p | 2772 + 3P~2 4 6P~2 — 1.

9. * Najdéte vsechna n, pro kterd ¢(n) | n.

6.4 Cinska zbytkova véta

1. Re

U<

te nasledujici soustavy kongruenci:

(a) =1 (mod 3), z =2 (mod 5), x = 3 (mod 7);
(b) =2 (mod 4), x =5 (mod 6), x =1 (mod 7);
(¢) =2 (mod 3), z =3 (mod 4), x = 4 (mod 5);
(d) =1 (mod 3), x =3 (mod 4), x = 1 (mod 6);
(e) =0 (mod 3), x =1 (mod 4), x = 2 (mod 5);
(f) 2 =0 (mod 4), x =2 (mod 5), z = 4 (mod 6);
(g) =1 (mod 3), x =2 (mod 4), z = 3 (mod 6)

2. Rozmyslete si verzi Cinské zbytkové véty pro grupy:
(a) Najdéte celociselné feseni rovnice 3z + by = 1.

(b) S pomoci predchozi ulohy najdéte néjaky izomorfismus Zz x Zs — Z;s.

3. Nechf aq,...a; jsou po dvou nesoudélnd piirozend cisla. Reste ndsledujici soustavy

kongruencit:

(a) =0 (mod a;) proi=1,...,k—1laxz =1 (mod a);

(b) x=1(mod a;) proi=1,...,k—1ax =0 (mod a;) pro néjaké celé ¢islo b.

4. * Zformulujte kritérium, kdy mé soustava kongruenci feseni i pro soudélné moduly.

. Ukazte, ze plati opacna implikace k Cinské zbytkové véte (pro grupy), t.j. pro

soudélnd m, n nejsou grupy Zy, a Zy, X Z, izomorfni, takze grupa Z,, X Z, neni
cyklicka. Jde to napiiklad takto:
(a) Ukazte, ze souc¢in grup G x H obsahuje podgrupy izomorfni G, H. (Napovéda:
Uvazujte mnoziny {(1,9) : g € G} resp. {(1,h) : h € H}.)
(b) Ukazte, ze pokud jsou m a n soudélnd, pak Z,, x Z, obsahuje dvé ruzné
podgrupy Fadu NSD(m,n), takze nemuze byt cyklick4.

. Necht ny, ..., ng jsou prirozend ¢isla. Jaky nejveéts fdd muze mit prvek grupy Z,,, x

-+« X Ly, "7 Zamyslete se, jak by toho slo vyuzit k jinému dukazu tvrzeni z predchozi
tulohy.

6.5 Cyklické grupy

1. Rozhodnéte, zda nésledujici jsou (cyklické) grupy:

(a) Cela ¢isla se scitanim.
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N G W

10.

11.

12.
13.
14.

(b) Nenulova cela ¢isla s ndsobenim.
(c) Cela cisla délitelna 7 se s¢itdnim.
(d) Racionalni ¢isla se séitanim.

)
(e) Nenulové raciondlni ¢isla s ndsobenim.
(f) Iraciondlni ¢isla se scitanim.

(g) Mnozina {0,1,...,n — 1} se s¢itdnim modulo n.
(h)

(i) Mnozina {z € C: |z| = 1} s ndsobenim.

Mnozina {1, —1,4, —i} s ndsobenim.

Ukazte, ze grupa z piikladu 1. h) je izomorfni se Z4. * Zobecnéte.
! Najdéte v Zg nenulovy prvek, ktery nem4 inverz vzhledem k ndsobeni. * Zobecnéte.
! Najdéte vSechny generdtory a podgrupy grupy Zis.
! Urcete pocet prvki fadu 3 a prvku radu 13 v grupé Zagp.
* Dokazte, ze kazdd cyklickd grupa je izomorfni Z nebo Z, pro néjaké n.
! Najdéte néjaky netrividlni homomorfismus nésledujicich grup, nebo ukazte, ze
zéddny neexistuje:
(a) Ze Zs do Zs.
(b) Ze Zs do Zs.
(c) Ze Z4 do Zs.
(d) Ze Z4 do Zg.
(e) Ze Z4 do Zs.

. ! Rozhodnéte, zda jsou nasledujici grupy cyklické a pokud ano, najdéte v nich

primitivni prvek:
(a) Zjy,
(b) Zg.
! Ukazte, ze pro libovolné n je grupa Z, cyklicka.
Rozmyslete si néasledujici fakty o generatorech grup Z,:
(a) ! Najdéte vsechny generatory grupy Z;s.
(b) Které prvky Z, nemohou generovat celou grupu 7Z,?
(c) Popiste vsechny generatory grupy Z,. (Napovéda: Bézoutovy koeficienty)
Rozhodnéte, zda jsou nasledujici zobrazeni homomorfismy grup:
(a) ¢ :Ze — Zs, p(a) = amod 3
(b) ¢ :Zs — Z3, p(a) = a mod 3
! Najdéte vSechny homomorfismy z grupy Zg(+) do grupy Zg(+).

! Urcete fady vSech prvku v grupach Z; a Z3.

Rozhodnéte, které z grup Z:, Zg, Zs, Z;, jsou cyklické.
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15. ! Najdéte prvky Z;, kde p je prvocislo. Kolik mé prvku? Kolik ma primitivnich
prvkua?

16. ! Z véty vime, ze pro kazdé prvocislo p existuje primitivni prvek modulo p.

(a) Najdéte néjaky primitivni prvek modulo 3, 5 a 7.

(b) Pomoci ¢dsti a) sestrojte izomorfismus grup Z* a Zg.

17. Najdéte vSechny primitivni prvky modulo 7.

18. Vime, ze grupa Z;, p prvocislo, je cyklicka, oznacme néjaky jeji generdtor a.
(a) Jaky fdd ma a v grupe Z;?

(b) Najdéte izomorfismus grupy Z,, a grupy Zp-1. (Napoveda: Generdtor a grupy
Zy; se musi zobrazit na néjaky generdtor grupy Z, i.)

6.6 Fareyho zlomky

1. ! Dokazte Cauchyho vétu: Necht 7 < 3 Jsou sousedni polozky seznamu F},. Pak
bc —ad = 1.

2. ! Najdéte posloupnost Fareyho zlomku radu 6. Jaké vlastnosti ma posloupnost jejich
jmenovatelu?

3. Znazornéte graf posloupnosti jmenovateli Fareyho zlomku fadu n pro n = 6 a
n = 10.

4. ! Urcete pocet Fareyho zlomku fadu n.

5. ! Dokazte, ze pro libovolné dva zlomky < 5 je ¢ —¢ > é. Ukazte, ze pro sousedni
Fareyho zlomky nastdva rovnost. * Plati opacna implikace?

6. Ukazte, ze posloupnost jmenovatelu prvka F;, tvori palindrom.

7. ! Dokazte medidnovou vlastnost Fareyho zlomku: Necht § < & < % jsou tii po sobé
jdouci polozky seznamu F,, kde n € N. Pak § = ‘;j:]i

8. ! Pomoci Fareyho zlomku dokazte Dirichletovu vétu: Necht o € R\ Q. Pak

existuje nekone¢né mnoho zlomku 2 takovych, ze [a — £| < q%.
9. * Dokazte, ze délka posloupnosti F,, spliiuje

|F,| = % <3+Zu(d) Lgf) = %(n—i—?))n— > IFa)

kde u(d) je Mobiova funkce, ktera je definovand pro kazdé n € N nésledovné:

e 1(n) = 1, pokud n je bezétvercové se sudym poctem prvociselnych délitelu;
e u(n) = —1, pokud n je bezétvercové s lichym poétem prvoéiselnych déliteli;
e u(n) = 0, pokud n je délitelné druhou mocninou néjakého prvocisla.

6.7 Retézové zlomky

1. ! Vyjadrete nasledujici koneéné retézové zlomky jako racionalni ¢isla:
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(a) [3,5,8];
(b) [1,2,3,4];
(c) [2,5,1,7].
2. ! Spoctéte tetézové zlomky pro nasledujici racionalni cisla:
(a) 5
(b) 2
(¢) o5
(d) ¥
(e) 35;
(t) %

w

! Najdéte tetézovy zlomek a vSechny sblizené zlomky cisla g—g.

n

4. V zéavislosti na n urcete, jakému racionalnimu ¢islu se rovna zlomek [0,1,1, ..., 1].

. Rozmyslete si nésledujici rekurentni vztahy pro konecné retézové zlomky:

(S8

(a) [ag, a1, ...,an] = ag + [a1, ..., an] ™"

(b) [a07a17 "'7an] - |:a0; ceey Ap—1 + i]a
(c) lao,an, ..., a,] = [ao, e Ak 1, g, ...,an]] pro kazdé 0 < k < n.

6. ! K zadanému periodickému fetézovému zlomku urcete piislusné redlné cislo:

(a) [2,5,3];
(b) [5,2,4];
(c) [1,3,3];
(d) [1,6,9];
(e) [1,1,1,2];
(f) [3.4,5];
(g) [1,1,2,3]

7. ! Urcete fetézové zlomky a prvni ti sblizené zlomky ¢isla «/n pro n = 2, 3,11, 13.

8. Najdéte tetézovy zlomek zlatého fezu ¢ = %5
9. ! Necht k € N. Urcete, cemu se rovna:

(a) [k 1,2k];

(b) [k];

(c) [1,2,K];

(d) [&,2].
10. Najdéte n-ty sblizeny zlomek ke BHvA=+d V2k2+4 pro

(a) k=1
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(b) * obecné k.

Necht k € N. Vyjadiete VA2 +1 a VK2 —1 (pro k > 1) jako nekone¢né fetézové
zlomKky.

! Necht k € Ny. Najdéte fetézovy zlomek cisel

(a) VR F,

(b) VAan2+4n+5+1
2 )

(¢) VIn? + 2n.

* Predpoklddajte, ze znéte fetézovy zlomek pro prvek g Fareyho posloupnosti F7j.
Vyjadiete pomoci néj fetézové zlomky sousednich prvku.

Dokazte, ze pokud mame libovolnd ¢isla ag € Z, a; € N pro ¢ > 1, tak existuje
pravé jedno redlné ¢islo &, ze [ag, ay, .. .| je Fetézovym zlomkem &. Jde postupovat
naptiklad nasledujicimi kroky:

(a) Oznacme klasicky Z—: = lag, a1, . .., a,|. Cilem bude ukdzat, ze to spliuje ¢islo

qn

b) Z identit z piednasky ukazte |22 — Pntl| < L Pomoci tohoto a znalosti kon-
y nt1 q
1

vergence » -, =3 ukazte, ze je posloupnost 7;—2 Cauchyovska (a definice & je
tak korektni).

(c¢) Ukazte ap = |£] a podobné indukei pro dalsi koeficienty.

* Ukazte, ze pokud je Fetézovy zlomek ¢isla o € R\ Q od jistého mista periodicky,
pak je « algebraické cislo stupné 2.

* Pokud D € N neni étverec, pak je fetézovy zlomek ésla v/D od jistého mista
periodicky (muzete taky zkusit ukdzat). Af v/ D = H\/EJ ,m]. Ukazte:

(a) Pokud [ =1, a; = 2- WEJ
(b) Pokud [ =2, as = 2- L\/EJ
(c) Pokud [ =3, a1 =ayaaz=2- L\/EJ

(d) Pro obecné [ ukazte, ze plati a; =a;_; proi=1,...l—laa =2- {\/EJ

6.8 Pellova rovnice

1.

2.

! Reste rovnici 22 — 2y = 1 v Z? a najdéte alespon dvé konkrétni feseni (z,%)
takové, ze x > 0, y > 0.

! Ukazte, Ze nésledujici rovnice nemaji v Z? fesenf:

(a) 22 — 3y? = —1;
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10.

11.

12.

13.

(c) 2?2 —Ty* = —4.
IV Z? teste rovnice:
(a) =% —3y* = 1;
(b) z? —5y* = 1;
(c) 22 — Ty = 1.

2

Ovéite, Ze mnozina vsech feSeni Pellovy rovnice z2 — my? = 1 tvoii grupu.

. Dokazte, Ze pokud (z, %) je feSenim Pellovy rovnice 2% — my? = 1, pak x + y/m >

1l <= z,y>0.

Dokazte, ze pokud mé feseni Pellova rovnice 22 —my? = —1, pak ma fesen{ i rovnice
2?2 —my? = 1.

Necht B € Z, m € N, /m ¢ Q. Dokaite, Ze pokud mé zobecnénd Pellova rovnice
2?2 — my? = B alespon jedno feseni, potom mé nekoneéné mnoho feseni.

Najdéte alespori ¢tyfi feseni (z,y), z > 0, y > 0 rovnice x* — 3y* = —2 v Z2.

* Vyfeste tuto rovnici.

. * Vyfeste rovnici 2% — 5y = 2 v Z2.

Véta: Necht m € N,\/m & N. Necht [ € N je minimalni takové, ze /m =
[ao, a1, -, i1, 2a0]. Oznacme £ n-ty sblizeny zlomek cisla \/m.

(a) Pokud je [ sudé, tak rovnice 2> —my? = —1 nem4 feSeni (x,y) € Z* a minimaln{
feSeni (z,y) rovnice 22 — my? = 1 je rovné (p_1, q_1)-

(b) Pokud je [ liché, tak minimaln{ fesen{ rovnice z2—mgy? = —1 je rovné (p;_1, qi1)
a minimaln{ feSeni rovnice #2 — my? = 1 je rovné (pa_1, q—1). Navic plati, ze
pai—1 + quo1vm = (pi—1 + q-1/m)*.

! V Z? feste rovnice:

(a) 22 — 10y? = +1;

(b) 22 — 41y? = +1;

(c) 22 — 14y* = +1;

(d) z? — 17y* = +1;

(e) 2 — 23y* = +1;

(f) x® — 13y* = £1;

(g) % —29y* = £1;

(h) z* — 61y* = +1.
* Bud m € N, /m ¢ Q. Piedpokladejme, Ze rovnice z* — my? = —1 mé fesend.

Bud a + by/m, a,b > 0, minimdln{ feseni. Dokazte, 7e pak +(a + by/m)*, k € Z,
dava viechna fesen rovnice 22 — my? = %1.

* Najdéte vsechny celociselné hodnoty A € (—+v/41,4/41), pro které existuji z,y €
7, 7e x* — 41y = A.

Reste v Z rovnici 22 + y* — 1 = 4ay.
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(n+1)

Najdéte vechna pfirozend ¢isla n, pro ktera je == ¢tverec.

Ukazte, Ze existuje nekonecné mnoho n € N, ze n + 11 3n + 1 jsou druhé mocniny
prirozenych cisel.

* Bud (z,y) celociselnym feSenim rovnice x? — 2y = 1. Ukazte, Ze 6 | xy.

6.9 Dobré aproximace

1.

N

! Urcete vsechny dobré aproximace cisel

[S23]

wlot

1= Slw

87

! Najdéte tetézovy zlomek a vSechny sblizené zlomky ¢isla %. Urcete, které z nich
davaji dobré aproximace.

Necht n € N, a € R, {a} # 0,5, n > a > 0. Necht o = [ag,a1,..] an—a =
[bo, b1, ...]. Ukazte, ze pak plati:

(a) bp =n—ag—1;
(b) a1 =1 < {a} € (3,1) < b >2
(c) % je dobra aproximace o <= n — £ je dobra aproximace n — a.

! Urcete vSechny dobré aproximace ¢isla a € R, pokud {a} = 0, nebo {a} = 1.

5. ! Vyjadiete /10 jako nekoneény fetézovy zlomek a naleznéte prvni dvé dobré apro-

ximace tohoto ¢isla.

Naleznéte prvnich 5 ¢lenu fetézového zlomku m = 3.1415926... a prvnich 5 jeho
dobrych aproximaci.

Necht n > 0 a necht £z je n-ty sblizeny zlomek ¢isla o € R\ Z, a > 0. Pak kazdy

q dn

>‘a—@

jiny zlomek § s jmenovatelem ¢, 0 < q < ¢,, splnuje, ze ’oz — L

* Ukazte, ze jeden z libovolnych dvou po sobé jdoucich sblizenych zlomku ¢éisla

1

a > 0 spliuje ’04 — 5) <3z

* Ukazte, ze pokud {a} > 3, pak sblizené zlomky %,n > 1, jsou vsechny dobré
aproximace .

6.10 Gaussovska cela c¢isla

1.

! Urcete, cemu se rovna:

5i .
(a) Fio5;

(b) N(4 + 3i);
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(¢) 7—8i.
2. 1 V Z[i] rozlozte na prvocinitele ¢isla 7 a 5 + 1.
3. ! Ukazte, ze pro libovolné «, 5 € Z[i] plati N(a - 5) = N(a) - N(B).
4. ! Ukazte, ze prvek a € Z[i] je invertibilni pravé tehdy, kdyz N(a) = 1. Najdéte

v8echny invertibilné prvky v Z[i].

5. ! Ukazte, ze pokud je N(«a) prvocislo, pak je a prvocinitel v Z[i].

6. Necht a, 8,7 € Z[i]. Rozhodnéte o pravdivosti ndsledujicich tvrzenf a své tvrzenf
dokazte.

(a) Pokud « | B, pak N(«) | N(p).
(b) Pokud N(a) | N(8), pak a | 5.
(c) Pokud v = a? + %, pak 7 nenf prvocinitel v Z[i].
7. V'V Z[i] plati 5 = (1 +2i)(1 — 2¢) = (24 7)(2 — ). Rozmyslete si, pro¢ to neni spor
s tim, ze Z[i] je gaussovsky obor.
8. Ukazte, Ze « je prvocinitel v Z[i] pravé tehdy, kdyz @ je prvocinitel.
9. ! Ukazte, Ze pro a,b € Z plati, ze a déli b v Z prave tehdy kdyz a déli b v Z[i].
10. Ukazte, ze pro n € Z a a + bi € Z[i] plati, ze n|(a + bi) <= n|a a n|b.
11. !V Z[i] rozlozte na prvocinitele ¢isla 15, 544, 12 + 214 a 3 4 214.
12. V Z[i] urcete NSD(12 + 214, 3 + 211):
(a) z rozkladu na prvocinitele;

(b) pomoci Euklidova algoritmu a urcete Bézoutovy koeficienty.

13. Popiste, které ¢isla v Z[i] jsou délitelné 1 + 1.

6.11 Diofantické rovnice

1. ! V Z? feste rovnici 22 + 1 = o5,

2. ! Dokazte, ze obor Z [\/ﬂ je euklidovsky.
3. 'V Z3 feste rovnici 22 + y? = 22

4. V'V 72 feste rovnici 22 + 1 = 32,

5. ! Dokazte, ze obor Z [\/—_2} je euklidovsky.
6. ! V Z? feste rovnici 22 + 2 = ¢3.

7. ! Najdéte vsechny jednotky (¢ili invertibilni prvky) v oboru:
(a’> Z [V —2 )
(b) 2 [V2],

(c) Z[V79),
(d) Z[V58].

. 'V 72 teste rovnici 22 + 8 = .

© 0o

.V Z? feste rovnici 2% + y? = 2 pro xz,y nesoudéln4.
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10. V Z? teste rovnici 22 + 4 = ® pro:
(a) x liché,
(b) * x sudé.
11. V Z? feste rovnici 22 + 4 = 3y pro:
(a) x liché,
(b) x sudé.
12. V Z? feste rovnici 2% + 36 = 3°.
13. * V Z? feste rovnici 2 — 2 = y3. (Pozndmka: Rovnice 1 = a® + 3a*b + 6ab?® + 2b*
md v Z?* jediné feseni (a,b) = (1,0).)
14. * V Z? feste rovnici 2% — 1 = 33,
15. Ukazte, ze obor Z[v/—3] neni euklidovsky, dokonce ani gaussovsky. Najdéte iredu-
cibilni prvek, ktery neni prvocinitel. (Napovéda: Zkuste rozlozit 4 na soucin.)

16. * Bud R =7 |75/ —z[eF].

=

(a) Dokazte, ze R je euklidovsky s normou danou N(x + y/—3) = 2% + 3.
(b) Urcete vSechny invertibilni prvky v R.
(c) V Z? feste rovnici 2% + 3 = y5.

6.12 Kvadratické zbytky a Legendreovy symboly

1. ! Najdéte vSechny kvadratické zbytky modulo n, kde n =4,7,8,9,17.
2. Necht z,y, z € Z a plati 2% +y? = 22. Ukazte, Ze potom je aspon jedno z ¢isel x,y, 2
delitelné 3, aspon jedno je délitelné 4 a aspon jedno je délitelné 5.

3. ! Urcete hodnotu vyrazu

(2) (3),

(b) (),
() (3),
(d) (31),
(e) (3)
() (35):
(g) (%)
(h) (3).
1) (357)-

4. 'V zavislosti na prvocisle p urc¢ete hodnotu vyrazu
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Bez pouziti kvadratické reciprocity spoctéte (137) a (%)

! Urcete kolik fesenf m4 kongruence z? = 31 (mod 71) a x* = 293 (mod 347).

! Najdéte vsechna prvocisla p, pro ktera existuje a € Z takové, ze p | a® + 7.
Ukazte, Ze pokud 3 | a® + b%, pak 3| a a 3| b.

Ukazte, 7ze pro liché n plati 8 | n? — 1.

Najdéte viechna celoéiselnd feseni rovnice 22 + y? = 4z — 1.

Ukazte, ze rovnice 22 + y? = 82 + 6 nemd 7zadné celociselné feseni. Najdéte dalsi
rovnici o tfech neznamych, kterd nemé zadné celociselné reseni.

Najdéte vsechna prvocisla p, pro které plati: Pokud je x kvadraticky zbytek modulo
p, pak je i —x kvadraticky zbytek modulo p.

* Ukazte, ze pokud p > 3 je prvocislo, pak p déli soucet vsech kvadratickych zbytku
modulo p.

* Bud p prvocislo, a € Z5, b € Z. Ukazte, ze Zi;(l) (m;z;) =0

* Bud p liché prvocislo a 0, aq, ..., a po1 vSechny kvadratické zbytky modulo p. Kolik
z ¢isel ay + 1, ..., ap-1 + 1 jsou taky kvadratické zbytky modulo p?

* Ukazte, ze pokud n € N je kvadraticky zbytek modulo kazdé prvocislo, pak n je
Ctverec.

6.13 Charaktery a Gaussovy soucty

1.

2.
3.

4.

! Urcete vSechny charaktery modulo n a jejich fady v grupé X (Z}) pro
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Nemusite vy¢islit hodnoty na jednotlivych prvcich, ale néjak je jednoznacné popiste.
! Pro kazdy charakter modulo 3 spoctéte jeho Gaussuv soucet.

Ovéite, ze X (Z}) s operacemi definovanymi vyse tvoii grupu.

! Oznacme S, := {e% tk=0,...,n— 1} mnozinu vSech n-tych komplexnich od-

mocnin z 1.
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(a) Ukazte, ze S,, s operaci nasobeni (jako v C) je grupa. Které grupé je S, izo-
morfni?

(b) Ukazte, ze generatory grupy .S, (¢ili primitivni n-té odmocniny z 1) jsou prave
® pro které NSD(k,n) = 1. Urcete fad zbylych prvkii.

(c¢) Ukazte, ze soucet vSech prvki S, je 0.

(d) Necht y je charakter modulo n. Ukazte, ze jeho obraz Im(x) := {z € C*: Ja € Z}; x = x(a)}
je podgrupa Sy ().

(e) Popiste vsechny charaktery modulo 11, jejichz obraz je celd Si.
(f) Necht a je kvadraticky zbytek a x charakter modulo n. Popiste, jaké hodnoty
muze nabyvat x(a).
5. Ukazte, ze Legendretv symbol (%) je charakter modulo p (p prvoéislo). Najdéte
véechny charaktery y modulo p takové, ze x? = ¢, kde € znaéf trividln{ charakter.
6. Urcete hodnotu ., (.
7. Spoctéte Gaussuv soucet néjakého netrividlniho charakteru modulo
(a) 5,
(b) 7.
8. Ukazte, ze pro charakter x plati g(x) = x(—1)g(x).
9. ! Bud p prvocislo, p =3 (mod 4), a bud S kvadraticky Gaussuv soucet. Podrobné

.p—1

ukazte, ze S € iR, tedy ze S =1 2z -r pro néjaké r € R.
10. * Ukazte, ze X(Z}) ~ Z.
11. * Ukazte, ze pokud k € N,a,n € Z;, pak plati:

1 _ 0 pokud n # a (mod k)
o(k) Z x(n)-X(a) = {1 pokud n = a (mod k)

6.14 Jacobiho symboly

1. ! Urcete hodnotu vyrazu

2. ! Reste kongruenci 22 = 53 (mod 77).

3. ! Vysettete vztah Jacobiho symbolu a kongruenci. Konkrétné:

(a) Rozhodnéte, jestli maji kongruence z? = 18 (mod 127) a 2% = 14 (mod 127)
reseni. (127 je prvocislo.)
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(b) Reste kongruenci 2 = 58 (mod 209). (209 = 11 - 19)
(c) Rozhodnéte, jestli ma kongruence 2% = 58 (mod 65) Fesent.

(d) Reste kongruenci 2 = 2 (mod 1081). (1081 = 23 - 47)

4. !V zavislosti na lichém prvocisle p urcete hodnotu (%)

5. ! Necht n je liché piirozené &islo. Pomoci vztahti pro (_71) a (%) urcete explicitné
hodnotu (_71) , (%) a (_72) v zavislosti na n mod 4, resp. 8.

6. Vysetiete vztah Jacobiho symbolu a kvadratickych zbytki. Konkrétne:

(a) Ukazte, ze pokud n = p; - - - py, je prvociselny rozklad ¢isla n, pak kongruence
r? = a (mod n) m4 TeSeni pravé tehdy, kdyz m4 feseni kazdd z kongruenci

2? = a (mod py),..., 2> = a (mod pg).

(b) Odvod'te, ze pokud (%) = —1, pak a neni kvadraticky zbytek modulo n.
(c) Najdete priklad, kdy (9) =1 a a neni kvadraticky zbytek modulo n.

n

7. Necht aq, ..., a; jsou lichd celd ¢isla. Pak plati:

(a) ‘”Tfl + ...+ a’“Q_l = “1""'2‘”“_1 (mod 2),

a?—1 a?—1 ay-....a)?—
(b) Ut 4 . 4 Gl = (et ol (6 g),

8. Vyzkousejte si testovani prvocéiselnosti pomoci Solovay-Strassenova testu:

(a) Ukazte, ze 15 neni prvocislo.

(b) Ukazte, ze 7 je prvocislo.

6.15 Prvocisla specialnich tvaru

1. Dokoncete dukaz tvrzeni 2.18 ve skriptech:

a azte ¢ éjici implikaci: Pokud pro prvocislo p > ati p = a“° + TO
(a) Uk hybéjici implikaci: Pokud pro prvoéislo p > 2 plati p = a® + 2b% p
néjakd a,b € Z, pak plati p = 1,3 (mod 8).

(b) UkaZte, Ze pro prvocislo p plati: p = a? + 2b? pro néjaké a,b € Z, prave kdyz
p neni prvocinitel v Z[v/—2].
2. Uvazte obor Z [%‘73} s normou danou N (z + yv/—3) = 22 4+ 3y*.

(a) Vyjadrete normu prvku a + b#, a,b e Z.

(b) * Ukazte, ze tento obor je eukleidovsky.

(c) Najdéte vsechna prvocisla p takova, ze kongruence 2 = —3 (mod p) m4 fesend.
)

(d) * Charakterizujte vSechna prvocisla, kterd jdou napsat ve tvaru a® — ab + b,
kde a,b € Z. Postupujte podobné jako v dukazu tvrzeni 2.18 ve skriptech.
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6.16 Rozklad na soucin cyklickych grup

1. ! Rozlozte nésledujici grupy na soucin cyklickych grup:

2. ! Rozlozte grupy Zis,, Zse, a Zjy, na soucin cyklickych grup, jejichz rady jsou
mocniny prvocisel.
3. ! Necht R a S jsou komutativni okruhy s jednotkou. Dokazte:
(a) (Rx S)"=R"x 5",
(b) R= S = R*= S*.
¢) Pomoci Cinské véty o zbytcich dokazte: Pokud n = p¢* - ... - p* je rozklad na
y y 1 K J

prvocisla, pak Zy = Zj e X ... X L <.

4. Ukazte, ze Z3, % Z; x Zg. Rozlozte Z3, na soucin cyklickych grup.

6.17 Primitivni prvky

1. ! Najdéte vSsechny primitivni prvky modulo 5, 11, 13 a 19.

2. ! Najdéte primitivni prvek modulo n, pro

(a) n =125,
(b) n = 250,
(c) n =17,
(d) n =49,
(e) n =281,
(f) n =26,
(g) n =98,
(h) n=145
3. ! Které z nasledujicich grup jsou cyklické?

(a) Zj,

(b) Zi,,

(c) Zis,

(d) Z3;.

4. ! Najdéte alespon dva primitivni prvky modulo 49, 121. Urcete celkovy pocet pri-
mitivnich prvka modulo tyto ¢isla.
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Urcete pocet primitivnich prvki modulo p, kde p je prvocislo.

Najdéte izomorfismus mezi mnozinou {1, —1,7, —i} s ndsobenim a Zj.

* Najdéte vsechny n € N takové, ze grupa Z je cyklicka.

Bud G(-) konecnd grupa a P jeji podmnozina, kterd je uzaviend na nésobeni. Pak
je P podgrupa.

Dokaite, ze pro e > 3 je 52" =14 27! (mod 2°).

Ukazte, ze mnozina P = {1 +4a| 0 < a < 272} C Zi. je cyklickd podgrupa Zs.
generovand prvkem 5 a jeji fad je roven 2°72

Necht G je podgrupa grupy Z?, generovand prvky 9 a 11. Kolik mé grupa G prvku?
Je cyklicka? Pokud ano, najdéte néjaky jeji generator.

Ukazte, ze pokud p, ¢ jsou prvocisla a ¢ = 4p+1, potom 2 je primitivni prvek modulo
q. (Ndpovéda: Zamyslete se, jaky fad mize mit prvek 2 v grupé Z;, a vylucte zbylé
piipady.)

Necht @ je primitivni prvek modulo prvoéislo p. Ukazte, Ze a neni kvadraticky
zbytek.

Necht x je charakter a a primitivni prvek modulo prvoéislo p. V zdvislosti na fadu
x(a) v grupé S,_; urcete |Im(x)|.

6.18 Reseni kongruenci pomoci primitivnich prvku

1.

! Vyfteste kongruence

(a) 2 =1 (mod 13),
(b) 2° =1 (mod 13),
(c) #1° =1 (mod 13),
(d) 2* =3 (mod 13),
(e) ° =2 (mod 13),
(f) 2° =8 (mod 11),
(g) z* =9 (mod 11),
(h) 2% =4 (mod 11),

) = _

) =

6.19 Carmichaelova cisla

1.
2.
3.

4.

! Ukazte, ze 561 je Carmichaelovo cislo.

! Ukazte, ze 1105 je Carmichaelovo ¢islo.

* Zformulujte obecné kritérium, kdy je souc¢in ruznych prvocisel Carmichaelovo
¢islo.

* Bud' p prvoéislo. Dokazte, ze pak ¢islo p* neni Carmichaelovo é&islo pro libovolné
ke N.
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5. * Necht p a ¢ jsou dvé ruznd prvocisla. Ukazte, Ze ¢islo p - ¢ neni Carmichaelovo
¢islo.

6.20 Involuce

1. Dokazte, ze pro sudé n obsahuje grupa 7, pravé jednu involuci a pro liché n neob-
sahuje Z,, zadnou involuci. Rozmyslete si, co z toho lze vyvodit pro cyklické grupy.

2. ! Najdéte vSechny involuce v Zj; a dokazte, ze tato grupa neni cyklicka.

3. ! Najdéte vSechny involuce v grupé
(a) Z3,
(b) Z3;,
(c) Zz,
(d) Zz;.
4. Necht p > 2 je prvocislo. Pak —1 je jedina involuce v L.

5. * Najdéte vsechna n € N takové, ze vsechny prvky Z! \ {1} jsou involuce.

6.21 Mijeni prvkua

1. ! V grupé Z,5 najdéte vSechny prvky, které miji prvek
(a) 5,
(b) 2,
(c) 3.

2. 'V grupé Zgy najdéte vsechny prvky, které miji prvek

5. Necht A, B jsou grupy, (e, f) € A x B, a € A. Pokud a miji e v A, pak pro kazdé
b € B prvek (a,b) miji prvek (e, f) v A x B.

. * Najdéte obecné kritérium, kdy se v Z,, miji prvky a a b.

=
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6.22 Rabin-Millerovi svédci a lhari

1. ! Najdéte néjakého lhate riuzného od 1 a nesoudélného svédka pro

(a) N =51,
(b) N =221,
(c) N =39,
(d) N =121.

Pozndmka: Cisla 1 a N — 1 budou lhafi vzdycky, podobné éisla soudélnd s N budou
vzdycky svédci.

2. ! Najdéte a takové, ze a je 1har pro 9.

3. ! Najdéte néjakého lhare (jiného jako 1) pro ¢islo 85 a nesoudélného svédka pro
¢islo 85.

4. ! Najdéte vsechna 0 < a < N takovéd, ze a je 1har pro N pro:

(a) N =15,
(b) N =21,
(¢c) N =27,
(d) N = 35,
() N=77

5. ! Pomoci Rabin-Millerova testu ukazte, ze 7 je prvocislo.

6.23 RSA

1. ! Uvazte p = 19, ¢ = 31 a zpravu a = 123. Zvolte si vefejny a soukromy kli¢ pro
sifru RSA a zasifrujte tuto zpravu. Ovérte, ze je zpravu mozné rozsifrovat pomoci
soukromého klice.

2. 'V této uloze poslete zpravu zasifrovanou pomoci RSA nékomu (spoluzakovi, nebo
klidné i nékomu jinému), kdo ji nésledné vylusti.

(a) Zvolte si néjaka dvé prvocisla p, ¢ < 100.
(b) Spoctéte N =pgam =nsn(p—1)(¢—1).

(c) Najdete néjaka dvé éisla e, d tak, aby ed = 1 (mod m). Je mozné nejprve
zvolit néjaké e nesoudélné s m a dopocitat inverz d pomoci rozsireného Euk-
leidova algoritmu. Cisla N, e tvoif vefejny kli¢, ¢slo d je vasim soukromym
klicem. Vetrejny kli¢ dejte spoluzdkovi, ktery vam pomoci néj posle zasifrovanou
zpravu. Na oplatku dostanete jeho vetejny klic, pomoci kterého zasSifrujete
ZPravu vy pro néj.

(d) Zvolte si néjakou zpravu = (vase oblibené ¢islo od 1 do N — 1). Pomoci ciziho
verejného klice ji zasifrujte a poslete (k vypoctu pouzijte software, pripadné
rychlé mocnéni).

(e) Pouzijte svij soukromy kli¢ k vylusténi zpravy, kterd vam prisla.
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3. ! Odpovézte na zpravu z predeslé tlohy. Svou odpovéd podepiste pomoci svého
soukromého klice. Co musi osoba na druhé strané udélat, aby ovérila vas podpis?

4. ! Muj vetrejny klic (modul N) je 667 a exponent (¢islo e) je 47 | prisla mi zprava
420 zasifrovana pomoci RSA. Vylustéte tuto zpravu.

5. ! Necht N = pq pro prvoéisla p, ¢. Rozmyslete si, jak mtiZzeme pomoci hodnot ¢isel
N a ¢(N) urcit hodnoty p a ¢. * Uméli byste to pomoci hodnot N a exponentu
monoidu Zy(+) (napf. s pomoci poéitace)?

6. Dokazte lemma 3.13 ze skript: At jsou pi,...,p, po dvou ruzné lichd prvocisla.
Nejmensi mozny exponent monoidu Z,,..,,, (+) je nsn(py — 1,...,p, — 1).

7. ! Spoctéte 2% mod 121. (Ndvod: Napiste si exponent v dvojkové soustavé. Pomoct
mocnéni na druhou spoététe 2! mod 121, 22 mod 121, 2* mod 121, ..., 25 mod 121.
Vynésobte mezi sebou vhodné vysledky z predchozi ¢ésti.) * Zobecnéte a odhadnéte
pocet kroku potfebnych na vypocet k mod n v zavislosti na k.

8. Obecné se véri, ze rozlozit ¢islo na prvocisla je vypocetné slozité. Pokud je vsak
¢islo néjakého specialniho tvaru, lze jej obcas rozlozit jednoduse. Zpusob znamy
jako Fermatova metoda vyuziva vzorce x° — y* = (v + y)(z — y).

(a) Rozlozte ¢islo 249919 tak, Ze jej napiSete jako rozdil ¢tvercu.

(b) Ukazte, ze kazdé ¢islo 1ze zapsat jako rozdil ¢tvercu.
jako soucet dvou étvercii dvéma riznymi zpusoby, t.j. mame N = a? +b? = ¢ + d?,
kdea>b>0,c>d>0a N jeliché.

(a) Ukazte, ze v tomto tvaru nejde napsat zadné N = 3 (mod 4).
(b) Ukazte, ze v tomto tvaru nejde napsat zadné prvocislo p = 1 (mod 4).

(c) * Ukazte jak pomoci tohoto zapisu najit néjaky rozklad N.

6.24 Cyklotomické polynomy

1. ! Spoctéte n-ty cyklotomicky polynom pro 1 <n < 6 a pron = 12, 18.

2. ! Rozlozte polynom x™ — 1 na soucin ireducibilnich polynomu v Q[z] pro

(a) n=7,

(b) n =12,
(c) n =15,
(d) n =18,
(e) n = 20.

3. Spoctéte osmy cyklotomicky polynom a vypoctem ukazte, Ze je ireducibilni v Q|x].
4. Dokazte, ze ti(x) = Zﬁ:& 2" pro kazdé prvoéislo p a k € N.
5. Dokazte, ze to,(—x) = t,(x) pro kazdé liché n > 1.



6.25. DIRICHLETOVA VETA O PRVOCISLECH 75

6.25 Dirichletova véta o prvocislech

1. Rozmyslete si nékteré specidlni piipady Dirichletovy véty:
(a) Pripomente si Eukleiduv dukaz, Ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel.

(b) Upravte ho a ukazte, ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel tvaru 4k + 3 nebo
6k + 5.

(c) Vysvétlete, pro¢ predchozi postup nefunguje pro prvocisla jiného tvaru, naptiklad
4k + 1, nebo obecné ak — 1 pro néjaké a € N.

(d) Ukazte, ze pokud pro liché prvoéislo p plati p|n? + 1 pro néjaké n € N, potom
p musi byt tvaru 4k + 1.

(e) Pomoci predchozi tlohy a Fukleidova dukazu ukazte, Ze existuje nekoneéné
mnoho prvocisel tvaru 4k + 1.

(f) Ukazte, ze pro prvocislo p je (‘f) = 1, pravé kdyz p je tvaru 8k + 1 nebo
8k + 3.

(g) Podobneé jako v ¢ésti e) odvod'te, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel tvaru
8k + 3.

(h) Najdéte vsechna prvocisla p, pro kterd je 5 kvadraticky zbytek modulo p.

(i) Preved'te vysledek predchozi tlohy na podminku modulo 10 a pomoci toho
ukazte, ze existuje nekoneé¢né mnoho prvocisel tvaru 10k 4 9.

2. Ukazte, ze Dirichletova véta je ekvivalentni tvrzeni, ze pro kazdé a € N, b € Z, pro
které NSD(a,b) = 1, existuje alespon 1 prvocislo p = b (mod a). Uvédomte si, ze z
toho neplyne, Ze z existence jednoho prvocisla p = 5 (mod 11) je takovych prvocisel
nekonecné mnoho.

6.26 Jiné

1. * Ukazte, ze pro n > 1 vyraz y_,_; 1+ nikdy nenf celé éislo. (Ndpovéda: Pouzijte
Bertranduv postuldt, ze mezi n a 2n vzdy existuje aspon jedno prvocislo).

2. * Rozhodnéte, jestli existuje néjakd mocnina 2, jejiz cifry lze presklddat tak, aby
vznikla jind mocnina 2.

3. * Ukazte, ze kazda grupa, jejiz vSechny prvky maji fad 2, je komutativni.

4. * Dokazte, ze pro n > 1 plati nf 2" — 1.

5. * Ukazte, ze pokud c¢isla a, b jdou zapsat jako soucet dvou ¢tvercu, pak jde takto
zapsat i ab. Pomoci toho charakterizujte vSechna takova ¢isla.



7. Vysledky a reseni vybranych
prikladua

Tato kapitola obsahuje vysledky, ndavody ¢i podrobna feseni vybranych ptikladu z predchozi
kapitoly, které sepsal Martin Raska.

7.1 Zaklady

1. (a) Plati.
(b) Neplati.

(c) Plati. Pro spor pfedpoklddejme, Ze néjaké prirozené ¢islo déli zaroven a™ a b™,
BUNO je to prvoécislo p. Poté ale p déli i a a b, nebot jejich mocniny maji ve
svém prvociselném rozkladu stejna prvocisla. To je chtény spor..

(d) Neplati.

2. Ne.
7. Funguje naptiklad (n + 1)! +2,(n + 1)1 +3,.. ..

7.2 Valuace

1. (d) v9(170) =1, v5(170) = 1, v17(170) = 1, v,(170) = 0 pro ostatni prvocisla p,

(e) v2(360) = 3, v3(360) = 2, v5(360) = 1, v,(170) = 0 pro ostatni prvocisla p.

3. (a) Uvédomime si, ze p-valuace odpovidaji exponentum v prvociselném rozkladu.
Tedy a=* HP prvocislo pvp(a)’ b=+ Hp prvocislo pvp(b) aab==+ HP prvocislo pvp(ab).
Pronasobenim prvnich dvou vztahu dostaneme ab = + Hp prvocislo prr(@v®) 7
jednoznacnosti prvociselnych rozkladu uz dostaneme chténou rovnost.

(b) Protoze je ™ celé cislo, tak n déli m a muzeme psat m = nk. Potom

0y (%) = vplk) = (k) + () = vy(n) = v, (k) — vy (m) = v (m) = vy(n).

4. Napiiklad a=b=1ap=2 (v(1) =0 awv(l+1)=1).
6. (d) 24.

76



7.3. EULEROVA A MALA FERMATOVA VETA 7

7.3 Eulerova a Mala Fermatova véta
7.4 Cinska zbytkova véta

7.5 Cyklické grupy

4. Postup resent jak najit vsechny generdatory:
Zys = {0,1,...,11}. Ziejmé a € Z,5 generuje Zjo pravé tehdy kdyz Zio = {na |
n € Z}. Vzhledem k tomu, ze navic 12a = 0, tak se ekvivalentné ptame, kdy
Zyy ={na|n=0,1,...,11}.
Déle si vSimnéme, ze pokud d = NSD(a,12) > 1, tak d | na pro vSechna n, tedy
se nikdy nemuze stat na = 1 a a negeneruje celou Z5. Zbyva dokazat, ze vSechny
zbylé a € Zy3, NSD(a,12) = 1 jsou generédtory Zs.
Ziejme (1) = Zi. Pro a € {5,7,11} si jde bud vypsat celou mnozinu {na | n =
0,1,...,11} (napft. pro a = 5 vyjde 0,5,10,3,8,1,6,11,4,9,2,7, tedy (5) = Z12),
nebo muzeme najit odpovéd na otdzku, zda méd kongruence na = b (mod 12) fesen{
n € Z pro libovolné b € 7Z.
Pro a = 5 z Bézoutovy rovnosti diky NSD(5,12) = 1 najdeme n,m € Z, ze 5n +
12m =1, tedy 5n = 1 (mod 12). Neboli 5 m4 inverz modulo 12 a kongruence 5n = 1
(mod 12) m4 feseni. Rovnéz pak mé feseni i kongruence b = 5(nb) (mod 12), a tedy
<5> = Zlg.
Rozmyslete si, ze podobny argument 1ze pouzit i pro a = 7,11. Tento argument jde
zobecnit pro libovolné 7Z,,.

Generatory Zio jsou 1,5,7,11.

7. Najdeme vSechny homomorfismy.
Pii uréovdni homomorfismi je klicové pozorovani, ze pokud a* = 1, tak 1 = ¢(1) =
o(a*) = pla-a---a) = ¢(a)® neboli pokud ma prvek a ¥dd k, tak ¥ad prvki ¢(a
deéli k. (Pro séitaci grupy jde tohle pozorovani prepsat jako na = 0 = ne(a) = 0.)

(a) Uvazujme néjaky homomorfismus ¢ : Zs — Zg. Vidime, ze Z3 = (1), jako
dusledek tak ¢(a) = ap(1) pro libovolné a € Zs. Pokud tedy uréime ¢(1), tak
uz mame vynucené podminky pro to, jak musi celé zobrazeni vypadat. Déle
si véimnéme, ze 3-1 =0 v Zs (fad 1 v Z3 je 3), a tedy podle vyse uvedeného
pozorovani rovnéz 3p(1) = 0 v Zg (neboli ¢(1) mé v Zg fad 1 nebo 3). Rovnost
3n = 0 v Zg spliuji pouze prvky {0,2,4}, a tedy ¢(1) € {0,2,4}.

Dostavame, tak tii potencialni zobrazeni:

1. o ©o(0) = po(1) = ¢o(2) = 0, coz je trividlni homomorfismus,

. @9 pa(0) =0, pa(l) =2, pa(2) =2-2 =4,

. @40 a(0) =0, pa(1) =4, ps(2) =2-4=2.
Ovérte si, ze skuteéné vSechna tato tfi zobrazeni jsou dobie definované ho-
momorfismy (tj. vztah (g - h) = ©(g) * ¢(h) je zachovdn po slozkich pro

viechna g, h € Z3). Bud to jde vylozené po prvcich nebo si uvédomte, jak jsou
homomorfismy definované pomoci ¢(1).
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Dohromady tak mame trividlni homomorfismus (ten existuje vzdy) a dva ne-
trivialni.

Podobné jako v a) si uvédomime, ze 1 je generdtor Zs a ¢ je uréené obrazem
©(1). Vzhledem k tomu, ze ¥dd 1 v Zs je 5 (5-1 = 0), tak mame, ze 5-p(1) =0
neboli f4d (1) v Zg déli 5. Prvek ¢(1) m4 tedy bud tad 1 (pak p(1) = 0
a dostdvame trividlni homomorfismus), nebo méa dd 5. Nicméné v grupé Zg
neni zddny prvek fddu 5, nebot z Lagrangeovy véty musi idd prvku délit iad
grupy (|Z¢| = 6). Tento pripad tak nemuze nastat.

Jediny homomorfismus mezi zadanymi grupami je trivialni.

©(1) se musi zobrazit na prvek fadu 1, 2 nebo 4, tedy ¢(1) € {0,2,4,6}.
Vsechny tyto moznosti daji homomorfismus definovany po prvcich jako p(a) =
ap(1). (To, Ze jsou to skuteéné homomorfismy je tieba ovérit — bud ruéné, nebo
to dokazat obecné).

Podobné jako vyse se ¢(1) musi zobrazit na prvek fadu 1, 2 nebo 4. Prvky
radu 4 v Zg nejsou, pro ostatni dostaneme moznosti ¢(1) € {0,3}, oba opét
daji funkéni homomorfismy.

Podobné jako vyse se ¢(1) musi zobrazit na prvek fadu 1, 2 nebo 4. Nicméné
z téchto fadu existuje v Z; pouze prvek radu 1 (je jim 0), a tedy dostaneme
pouze moznost ¢(1) = 0 a trividlni homomorfismus.

Protoze 11 je prvocislo, tak z predndsky vime, ze grupa je cyklickd. Pojdme
tedy najit néjaky primitivni prvek. |Z3,| = 10, ¥ad libovolného prvku a € Zj,
tak z Lagrangeovy véty déli 10, tedy je to jedno z ¢isel 1 (jednotka), 2, 5 nebo
10 (primitivni prvky). Takze na ovéfeni, Ze je a primitivni prvek, staci ukdzat,
7e a,a®,a® # 1.

Zkusme napifklad ¢ = 2. Pak a =2 #1,a*> =22 =4 # 1 ad®> =10 # 1. Rad
2 je tak nutné 10 a 2 je primitivni prvek.

Z§ ={1,3,5,7}, hleddme prvek fadu 4. Nicméné 1 ma ad 1 a pro zbylé prvky
plati 32 = 52 = 72 = 1, a tedy maji idd 2. Vidime tedy, ze zaddny prvek
negeneruje celou Zg a grupa neni cyklicka.

Zis = {0,1,...,17}. Analogicky k predchozimu pro a € Z;s plati, ze po-
kud NSD(a,18) > 1, tak NSD(a,18) | na pro viechna n a (a) C Z;s. Pro
NSD(a,18) = 1, tedy a € {1,5,7,11,13,17}, lze stejné jako v predchozich
ulohach ukazat, ze skutecné generuji celou Zig.

Pokud pro a € Z, plati d = NSD(a,n) > 1, tak d | na pro vsechna n,
1 & (a) € Z1s a a tak negeneruje celou Z,,.

V névaznosti na ¢ast b) si rozmyslime, Ze vsechny prvky spliujici NSD(a,n) =
1 uz jsou generatory. Jde o piimé zobecnéni dukazu provedeného v piikladu 4.
Na to, aby byl ¢ homomorfismus, tak musime ukézat, ze pro vSechna a,b € Zg

plati
o((a+b) mod 6) = (¢(a) + ¢(b)) mod 3.

Z definice ¢, tak chceme ukazat, ze

((a+b) mod 6) mod 3="((a mod 3)4+(b mod 3)) mod 3 =a+b mod 3.
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Pokud si oznacime ¢ = (a +b) mod 6, tak chceme vlastné fict, ze ¢ = a + b
(mod 3). Nicméné vime, ze a + b = ¢ (mod 6) a protoze 3 déli 6, tak i a +
b= c (mod 3). Tedy se skuteéné jednd o homomorfismus. (Podminku bychom
ptirozené mohli ovéfit i po prvcich, ale to je zbyteéné pracné.)

(b) V tomto piipadé nejde o homomorfismus. Specidlné si muzeme vSimnout, ze
napiiklad

0=0(0) = @(1+4) # o(1) + (4) = 2.

13. a) Z Lagrangeovy véty plati, ze fady prvku jsou bud 1 nebo 7. Ocividné jediny
prvek fadu 1 je 0 (jednotka v této grupé) a ostatni prvky budou mit fad 7.
b) Z3 je cyklickd, jak vime. Bud muzeme fady spocitat pro kazdy prvek zvlast,
nebo si pro zjednoduseni prace muzeme najit néjaky primitivni prvek modulo 7. S
trochou snahy zjistime, Ze je jim naptiklad 3. Kazdy prvek jde potom tedy zapsat
ve tvaru 3% a hleddme nejmensf n takové, ze (3%)" = 1 neboli nk = 0 (mod 6),

nebot 3% = 1. Z toho uz snadno odvodime, Ze n = NSDER

Specidlné tak vidime, ze ¥ad 1 mé piesné 3° = 1, fdd 2 m4 presné 3% = 6, fad 3
maji presné 3% = 2, 3* = 4 a ¥dd 6 maji 3! =3, 3> = 5]
14. Cyklické jsou prave Zi (generdtory 2,3), Z¢ (generdtor 5) a Z§ (generatory 2,5).
Grupa Z3, naopak cyklickd neni, nebot v nf vSechny prvky maji fdd nanejvys 2.
16. (a) 3 (primitivni prvek 2)
5 (primitivni prvky 2, 3)
7 (primitivni prvky 3,5)

(b) Hleddme homomorfismus, ktery bude zaroven bijekce. Protoze jsou velikosti
grup shodné, tak staci ukazat, ze bude homomorfismus na celou grupu Zg. Toho
1ze docilit tim, ze zobrazime generator Z3 (primitivni prvek modulo 7, napf. 3)
na generator Zg (napt. 1). Checeme tak ¢(3) = 1 a definujme tedy po prvcich
bijekci ¢(3%) = k pro k € {0,...,5}. Zbyva ovéiit, Ze je to homomorfismus.
17. Staci si uvédomit, ze to jsou presné prvky Zz s fadek 6, coz jsme uz v tuloze 13.
urcili, ze jsou 3 a 5.
Obecné, pokud uz zvladneme najit jeden primitivni prvek (v tomto piipadé napriklad
3), tak z postupu z piikladu 13. vyplyvd, Ze ostatni ziskdme presné tak, ze tento
prvek umocnime na ¢isla nesoudélnd s fadem grupy. Specialné v nasem piipadé
chceme umocnit 3 na éisla nesoudélnd s 6, coz jsou presné 3! =3 a 3° = 5.

7.6 Fareyho zlomky

1. Vime, ze NSD(a,b) = 1. Diky tomu z Bézoutovy rovnosti existuji =,y € Z, ze
bxr — ay = 1. Pro kazdé teseni (x,y) rovnice bxr — ay = 1 jsou fesenim i dvojice
(x1,11) = (x + ra,y + rb) pro libovolné r € Z. Muzeme tedy najit r takové, ze
0<n—-b<y <n.

Jisté NSD(z1,1y1) = 1 (jako feseni té rovnice vyse). Déle dostaneme - — ¢

Y1 b~
% = ﬁ > 0. Tedy bud oL € F, nebo 7+ > 1. Tak jako tak 7+ > ¢, nebot je £
dalsi prvek v F,.
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[

Pokud by pro spor % > <. Tudiz x1d — cyy > 1, nebot je to celé ¢islo. Podobné
bc — ad > 1. Dohromady dostaneme

1 T, a X1 C

xld—cy1+bc—ad> 1 I b+ n

a
b dn bd — dy  bd bdy,. by,

C
—_—— — + —
mb oy b oy d d

Tudiz d > n. To je ale spor s tim, ze ¢ € F},. Predpoklad tak byl mylny a musi

nastat il = ¢. Z toho, ze je ale (1, yl) feSenim rovnice bx — ay = 1 uz dostavame

chtény Vztah bc —ad = 1.

01 1 11213 2 3 451 < :
2. {I’E75’17375’575’5’1’5’6’T} Jedna sS€ O pahndrom.

4.1+ 37" ¢(n), kde ¢(n) je Eulerova funkce

7.7 Retézové zlomky

] 131 43 102
© 410 300 47

2. (a) [1,3],

(b) [3,1,1,3],

(c) [4,2,6,7].
4. F;; L kde F}, je Fibonacciho posloupnost zacinajici Fy = F; = 1.
6. ( ) —7+f

(e) %2

7. n =2 [1 2], sblizené zlomky 1, 2, £

7275
n=31[1,1,2],1,2 2
n=11 3503, 1. %
T1 11 A 7
?"L_: [3 717 176]7 37 47 2
8. 1]

9. (b) k+\/21€2+4

(C) 27k+\/k2+2k

10. F”“ , kde F je Fibonacciho posloupnost zacinajici Fy = F; = 1. (obecné jmenovatel
i mtatel spliuje rekurentni vzorec a,,o = ka,y1 + a,, odkud lze najit explicitni

vzorec)

11. [k,2k], [k —1,1,2k — 2]

13. Pokud oznacime § = [0,a4,...,an, 1] dany fetézovy zlomek koncici 1, tak vedlejsi
zlomky budou prave [0,aq,...,a,] a [0,a1,...,a,-1].

7.8 Pellova rovnice

1. Minimaln{ fesenf (3, 2), mnozina vsech fesent: {(a,b) | a + bv/2 = £(3 4+ 2v2)", n € Z}.
Dalsf explicitni fesenf napiiklad (3 + 2v/2)? = 17 + 12v/2, tj. (17,12).

2. Uvazte rovnice modulo 3, resp. modulo 7.
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3.

D.

6.,7.

10.

12.
16.

(a) minimdln{ feenf (2, 1), mnozina viech fesent: {(a,b) | a +bv/3 = £(2+ V3)",n € Z}
(b) minimaln{ fesenf (9, 4), mnozina viech fesent: {(a,b) | a + bv/5 = £(9 +4V5)",n € Z}
(¢) minimaln{ fesenf (8, 3), mnozina viech fesent: {(a,b) | a + bv/7 = £(8 + 3V/7)", n € Z}

(hlavni myslenka) Implikace zprava doleva je jasnéa (z > 1, y > 1). K opacéné impli-
kaci uvdzime vztah (x+yy/m)(x—yy/m) = 1, ze kterého vzhledem k predpokladum
plyne, ze 0 < x — yy/m < 1. Z téchto nerovnost{ lze pii uvazeni x < 0 nebo y < 0
dostat spor.

Uvazme (z1,y1) a (22, y2), kterd jsou fesenimi (zobecnénych) Pellovych rovnic 3 —
my? = Aazi—mys = B. Jak bylo ukdzano na cviceni, pokud oznacime z3+yz/m =
(z1 + y1v/m)(za + yar/m), tak x3 — ysv/m = (x1 — y1v/m)(ag — yg\/_) (lze Overit

rozndsobenim). Po vyndsobeni téchto dvou rovnost9 dostaneme, ze 23 —my3 = AB.

Pokud tedy médme dvé netrividln{ feseni x1 + y11/m, xa + y24/m (klidné stejnd) rov-
nice z2 —my? = —1, tak jejich soucin je fegenfm rovnice 2% —my?* = 1 (rozmyslete si,
7e netrivialni). Podobné z jednoho feSeni rovnice z? —my? = B umime vygenerovat
nekoneéné mnoho prendsobenim fesenimi klasické Pellovy rovnice 22 — my? = 1

(rozmyslete si, ze takto dostaneme nekonecné ruzngch teseni).

(b) V41 = [6,2,2,12], minimaln{ feseni (2049, 320) a (32,5)

(e) V23 = [4,1,3,1,8], miniméln{ feseni (24, 5) a neexistuje

(f) V13 = [3,1,1,1, 1, 6], minimélni feseni (649, 180) a (18, 5)

(g) V29 = [5,2,1,1,2,10], minimaln{ fesenf (9801, 1820) a (70, 13)

(h) V61 =[7,1,4,3,1,2,2,1, 3,4, 1, 14], minimaln{ feseni (1766319049, 226153980)

a (29718, 3805)
+1,+4,+5
Z pifkladu 1. vime, Ze viechna fesenf jsou tvaru { (a,b) | a + bv/2 = £(3 4+ 2v/2)",n € Z}.
Kdyz uvazime binomickou vétu, tak dostaneme
15]
a = Z gn—2i (2\/5)21"
i=0

n—1
2

bV2 =) 3l (2v2)

Odtud vidime, ze b je vzdy délitelné 2 a pokud je n liché, tak je a délitelné 3, a
naopak pokud je n sudé, tak je b délitelné 3.

7.9 Dobré aproximace

1. (a) {0,1 2,5
(

)
b) {2,2
(c) {0,3 3> 10
(d) {1, %

I

4. «a, |a], fcﬂ
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7.10 Gaussovska cela c¢isla

—_

o a) Y2 b) 25, ¢) T4 8i

13
a) Z tvrzeni z prednasky (nebo faktu, ze v Z[i] neexistuje prvek normy 7) je 7
prvocinitel v Z[i].

b) N(5+1i) = 26, hledame tedy rozklad 5+ na prvocinitele normy 2 a 13 (plati, ze
a | b implikuje N(a) | N(b) a z charakterizace prvocinitelu na prednasce pak i tito
prvocinitelé musi existovat). Prvocinitel normy 2 je az na asociovanost pravé jeden
(napf. ¢ + 1) a po vydéleni zjistime, ze 5 +i = (1 +¢)(3 — 2¢). Oba tyto prvky uz
jsou prvocinitelé, nebot maji prvociselnou normu (pifklad 5).

Cisté z definice rozndsobte oba vyrazy.

4. Pokud je N(a) = 1, tak aa = 1 a a je tak inverz. Naopak pokud « || 1, tak

11.

12.

13.

N(a) | N(1) =1, coz v Z[i] implikuje N(«a) = 1.

Pouzijte, ze prvocinitelé jsou v gaussovskych oborech shodni s ireducibilnimi prvky.
Jaké normy muzou mit délitelé a?

Ano, ne, ano.

Prvky souc¢intu jsou navzdjem asociované, takze to neni spor (v gaussovskych obo-
rech je rozklad jednoznaény az na asociovanost).

Implikace zleva doprava je zfejmé. Pro tu druhou to jde bud napiimo rozepsat,
nebo pouzit, Ze z norem dostaneme a? = N(a) | N(b) = b?, coz uz nad Z implikuje
a|b.

15=3-5=3-(24+14)(2—1)

12+ 210 =3(4+7i) = 3(2 +14)(3 + 2i)

34+21i=3(1+7i) =314 +2:)(2—1)

Z predchoziho ptikladu vidime, ze NSD je 3. Euklidovym algoritmem dostaneme
3=(3+2i)(12+21i) + (—4 — 1)(3 + 214).

1+ |z + yi prave tehdy, kdyz 2 | y — x.

7.11 Diofantické rovnice

1.

(0, 1).

Predpokladejme ze dvojice (z,y) Fesi zadanou rovnici a uvazme rozklad (z+1)(x —
i) = y° v gaussovském oboru Z[i]. Nejprve ukdzeme, ze x + 1 a x — i jsou v Z][i]
nesoudélnd. Pokud by je pro spor néjaky prvocinitel 7 délil, tak musi délit i jejich
rozdil, tj. | 20 || 2 || (1+4)* (nebot i je jednotka a vime, jak v Z[i] vypadd rozklad
2). Protoze jsme v gaussovském oboru, tak uz nutné 7 || (1+ ) a BUNO mizeme
predpokladat # = 1 4 ¢ (v daldim postupu a pii uvazovani délitelnosti nebude
prendsobeni jednotkou podstatné). Specidlné tak dostaneme v Z[i] délitelnost

2| A+0)* =7 | (@ +i)(z —i) =y

Tedy 2 déli y° v Z[i]. To nicméné podle ptikladu 6. z minulého cviceni implikuje, ze
2 déli 5 i v Z, a nutné pak 2 | y (nebot je 2 v Z prvocinitel). Kdyz se nyn{ podivéame
na rovnici modulo 4, tak dostaneme x2 = 3 (mod 4). To se nicméné nemize stat
pro zadné x € Z a tak mame spor. Prvky z 41 a x — i jsou tak skutecné nesoudélné.
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Nyn{ uvazme rozklady na prvocinitele vyrazu (z + i)(x — i) = y°. Pro vSechny
prvocinitele p jsou p-valuace éfsla y® ndsobky péti, to stejné tak musi platit i pro
(r 4+ i) a (z — 1), nebot pokud by se mocniny né&jakého prvocinitele netrividlné
rozdistribuovali mezi oba prvky, tak by to byl spor s nesoudélnosti. Muzeme tak
psat x +i || (a + bi)® pro néjaké a,b € Z. Specidlné tedy = + i = €(a + bi)® pro
nekteré ¢ € {41, +i}, coz jsou vechny jednotky v Z[i]. Abychom si nyni ulehéili
praci s rozborem, tak si muZeme vSimnout, ze € = € a tedy pokud oznacime
e(a+ bi) = ¢+ di pro vhodnd ¢,d € Z, tak dostaneme

z+i=cla+bi)’=c"(a+bi)° = (e(a+bi))® =

= (c+di)® = & + 5cdi — 103d? — 102 d®i + 5ed* + dPi.
Porovnanim redlnych a imagindrnich ¢ast{ dostaneme z = ¢® — 10c3d? + 5cd* a
1 = 5c*d — 102d® + d° = d(5¢* — 10c*d? + d*). Nutné tedy musi platit d | 1, coz
povoluje pouze d = +1.
V pifpadé d = 1 z druhé rovnice dostaneme 1 = 5¢* — 10¢? + 1, coz implikuje ¢ = 0
a z prvii rovnosti tak mame = = 0. Dosazenim do zadani zjistime, Ze jediny mozny
vysledek je v tomto pripadé (0,1).
V pifpadé d = —1 se snadno piesvédéime, Ze rovnice 1 = 5¢td — 10c¢?d® + d° nem4
nad Z feSeni.

Jediné teseni je tak (z,y) = (0,1) (které zéroven spliuje zkousku).

3. AZ na zdménu z,y jsou viechna kladnd riznd feseni tvaru x = (a® — b*)c, y = 2abc,
z = (a® + b?)c pro libovolné celé ¢ > 0 a libovolnd celd a > b > 0, kterd jsou
nesoudélnd a opacné parity. Libovolné feSeni, kdy je néjaka z proménnych zaporna
dostaneme zménou znamének z téchto. Pokud je alespon jedna z proménnych 0, tak
lze mnozinu feSeni popsat jednoduse.

Na zacatku si uvedomme, ze muzeme predpokladat, ze x,y,z jsou po dvou ne-
soudélnd cisla. Pokud by totiz néjaké prvocislo p délilo dvé z nich, tak ze zadané
rovnosti musi délit i to tfeti. A muzeme si vSimnout, ze vedle trojice (z,y, z) je pak
FeSenim i trojice (%, %, z
vat i vSechna soudélnd tak, Ze je jednoduse prendsobime vhodnym kladnym celym

¢islem. Zaroven piedpoklddejme, Ze jsou z, ¥, z nezdporné, nebot jsou proménné v

rovnici v druhé mocniné a libovolné zaporné hodnoty by byly fesenim taky. Pokud

je jedna z proménnych nula, tak si snadno rozmyslime, ze dostavame feSeni tvaru

(0,0,0), (a,0,a) a (0,a,a) proa > 0,a € Z. Odted se tedy omezme pouze na kladna

nesoudélna teseni.

). Tedy z nesoudélnych feseni muzeme nazaveér vygenero-

Nyni uvazme v Z[i] rozklad (z +iy)(z —iy) = 2%. Na zacdtek opét ukdzeme, Ze jsou
¢leny x 4 1y a x — iy nesoudélné. Pokus by je pro spor délil néjaky prvocinitel ,
tak déli i jejich soucet a rozdil, tedy « | 2z a 7 | 2iy || 2y. Rozeberme dva pripady:

(a) 7| 2. Podobné jako v pfipadé —2 muzeme BUNO piedpokladat, ze 7 = 1 + i
a dostaneme, ze 2 | 22 + y? = 22 a tedy 2 | 22, jak v Z[i], tak v Z. Tedy 2 | z
a pti pohledu na puvodni rovnici modulo 4 dostaneme x* + y* = 0 (mod 4).
Ovsem vzhledem k tomu, ze druhé mocniny muzou modulo 4 davat zbytek
pouze 0 nebo 1, tak to implikuje, Ze 2% = 3*> = 0 (mod 4). TudiZ jsou z i y
sudé a dostavame spor s jejich nesoudélnosti.
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(b) m t 2 Pak z vySe uvedeného 7 | z a 7 | y. Jde si ale rozmyslet (napiiklad
ptres Bézoutovu rovnost nebo prvoéinitele), ze dvé celd ¢isla jsou v Z[i] ne-
soudélnd prave tehdy, kdyz jsou nesoudélna v Z. Tedy opét dostavame spor s
predpokladanou nesoudélnosti.

Vidime tedy, Ze x +1y a x — iy jsou nesoudélné a analogicky plati x + iy = e(a + bi)?
pro né&jakéd a,b € Z a jednotku e. Specidlné si muzeme vsimnout, ze —e(a + bi)? =
e(i(a + bi))?. Staci tedy uvazovat € € {1,:}. Tyto pifpady rozeberme:

(a) e = 1. Pak porovndnim dostaneme x = a* — b? a y = 2ab, coz po dosazeni
zpétky do zadani dd z = a® + b2

(b) € =i. Pak x = —2ab a y = a® — b?, coZ opét po dosazeni dd z = a? + b2

Vidime, ze oba piipady se lisi pouze prohozenim proménnych z a y a zaménou
znamének. Predpoklddejme tedy BUNO 7 = a2 — b2, y = 2ab a z = a® + b?. Zbyva
rozebrat, za jakych podminek jsou z a y kladné a nesoudélné. Ne pfilis slozitym
rozborem vyjde, zZe se to stane pravé tehdy kdyz a > b > 0, a a b jsou nesoudélna
a maji ruznou paritu. Zaroven jde ovérit, ze pro fixni z a y uz jsou a,b za téchto
podminek urcéena jednoznacné, a tak jsou vsechna tato nalezend feSeni vzdjemné
disjunktni. Abychom dostali i soudélnda teseni, tak jednoduse muzeme prondasobit
vSechny proménné néjakou konstantou ¢ > 0, kterda bude udavat jejich vysledného
nejvétsiho spoleéného délitele.

Dohromady tak dostavame, ze vSechny disjunktni kladné feSeni jsou praveé tvaru
z = (a* — b*)e, y = 2abc a z = (a® + b*)c pro libovolné ¢ > 0, a > b > 0, kde a, b
jsou nesoudélné a ruzné parity.

Jedinym fesenim je (0, 1).
(a) a) £1

(b) Jednotky jsou piesné viechna fegeni Pellovych rovnic 22 — 2y? = £1. Jdou tak
souhrné zapsat jako #(1 4+ v/2)", n € Z, nebot 1+ /2 je minimélnim fesenfm

rce x2 — 2y* = —1.
.o = ala® — 3%, y = b(3a® — V?), z = a®> + V7, pro a,b € Z nesoudélnd a opacéné
parity.
(a) (£11,5)

(b) (£2,2). Pokud jsou x a y obé sudé, tak jsou ¢initelé nalevo v (x+2i)(x —2i) =
y3 soudélni. V takovém pifpadé se rovnice po substituci z = 21, y = 2
pievede do tvaru (x; +4)(z; — 1) = 27 + 1 = 2y} pro lichd xq,y;. Jde ukézat,
ze nejvetsi spolecny délitel zavorek nalevo je pravé 1+14 s pomoci ¢ehoz uz jde

tloha vyftesit (””fﬁ musi byt v dusledku tfet{ mocninou néjakého prvku Z[i]).

Nema feSeni.

(#1,1). Reste v oboru Z[v/2]. Ten sice obsahuje nekonecné jednotek, ale pro & =
+(1 4+ v2)",n € Z staci u vyrazu e(a + bv/2)? uvazovat pouze ¢ = (1 + v/2)*,
k € {0, 1,2}, zbytek se schové do tfeti mocniny.

(0,—1), (£1,0), (£3,2). Rovnice jde s trochou snahy a trpélivosti vytesit piimo
nad celymi cisly.
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7.12 Kvadratické zbytky a Legendreovy symboly

1.

3.

Modulo 4: {0, 1}, modulo 7: {0,1,2,4}, modulo 8: {0,1,4}, modulo 9: {0, 1,4, 7},
modulo 17: {0,1,2,4,8,9, 13,15, 16}.

Postup: Uvédomme si, ze (an + b)* = a*n? + 2abn + b* = b (mod n). Kdyz tedy
chceme spocitat vsechny kvadratické zbytky modulo n, tak se staci ve skutecnosti
omezit jenom na druhé mocniny prvku v okruhu Z,. Stejné tak si jde uvédomit, ze
2? = (—z)? (mod n), tedy sta¢i mocnit jenom polovinu prvk.

Napifklad pro n = 4 tak dostaneme praveé zbytky 02 =0, 12 =1 a 22 =0 (mod 4).
Podobné pro n = 7 dostaneme zbytky 0° =0, 12=1,22=42a3?>=2 (mod 7).

(a> _17
(b) —1,
(c) 1,

(d) -1,
(e> _17
(f) -1,
(g) —L.

0 pokud p = 3,
(—) =491 pokud p=2nebop=+1 (mod 12),
—1 jinak (pokud p=5,7 (mod 12)).

. 0 pokud p =7,
(—) =41 pokud p=2nebop=1,3,919,2527 (mod 28),
—1 jinak (pokud p =5,11,13,15,17,23 (mod 28)).

13 0 pokud p = 13,
(—) =<1 pokud p=2mnebop=1,3,4,9,10,12 (mod 13),
P —1 jinak (pokud p=2,5,6,7,8,11 (mod 13)).

Postup pro p = 3:

Radi bychom pouzili kvadratickou reciprocitu a prevedli ilohu na problém s uréenim

(g), coz je daleko pristupnéjsi. K jejimu pouziti ale potiebujeme, aby p bylo liché

prvocislo rizné od 3. Na zacatek tedy zvlast vyiesime pifpady p = 2 a p = 3.
- 17 3 3

Snadno vidime (5) =0a (5) =1

Nyni muzeme ptredpokladat p # 2, 3. Pouzitim kvadratické reciprocity dostavame

()= e (-0 )

Jak je zndmo (a jde jednoduse ovérit), tak (—1)% jerovno 1 prop =1 (mod 4) a
—1 prop = —1 (mod 4). Podobné (z toho, jak vypadaji kvadratické zbytky modulo
3) dostédvame, ze (%) =1prop =1 (mod 3) a (’—5) = —1 pro p = 2 (mod 3). Z
Cinské zbytkové véty tak méme, Ze hodnota vyrazu napravo je tak jednoznaéné
urcend tim, jaky zbytek dava p modulo 12 = 3 - 4.
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Pokud tedy napriklad chceme urcit vsechny pripady, kdy (%) = 1, tak dostavame
moznosti:

p—1

(a) (-1)7 = (&) =1,tedyp=1 (mod 4) ap =1 (mod 3). Snadno nahlédneme,
ze to splnuji pravé vsechna prvocisla p =1 (mod 12).

1

(b) (-1 = (&) = —1, tedy p = 3 (mod 4) a p = 2 (mod 3). Vypoctem

ziskdme, Ze tohle spliuje prave zbytek p = 11 (mod 12).

Podobné bychom mohli ovérit, ze zbylé dvé moznosti (—1) 2 = — (g), pro které
vyjde (%) = —1, prislusi pravé prvocislum, kterd davaji zbytek p = 5,7 (mod 12).

Dohromady tak dostavame

3 0 pokud p = 3,
(—) =<1 pokud p=2nebop=+1 (mod 12),
b —1 jinak (pokud p=5,7 (mod 12)).

17\ _ (5 —

(5) = (%) =-1

Staci si uvédomit, ze zadani se vlastné pta, kdy (%) = 1. Podobnym postupem
jako v 1loze 4. pro licha prvocisla odhalime, ze je to pravé tehdy, kdyz (%) = 1.
Resenim je tedy p = 2 a viechna prvocisla tvaru p = 1,2,4 (mod 7).

Uvazte, jaké zbytky muzou dévat a? a b? modulo 3. V jakych piipadech muze byt
jejich soucet délitelny 37

Uvazte modulo 8.

Plati to pravé prop =2 ap =1 (mod 4). Prepiste si zadani do tec¢i Legendreovych
symbolu a uvazte jejich multiplikativitu. Kdy je —1 kvadraticky zbytek modulo p?
Zkuste si uvédomit, co se stane s mnozinou vsech kvadratickych zbytku, kdyz
je vynasobime néjakym fixnim kvadratickym zbytkem. Pomoci tohoto pozorovéani
vyjadrete chtény soucet dvéma ruznymi zpusoby a ty porovnejte.

Nejprve si uvédomime, ze ka + b ve skutecnosti neiteruje pres nic jiného nez ptes
vSechny prvky Z,. Pak uz se jenom staci zamyslet nad poctem zbytku a nezbytku.
Nejedna se vlastné o nic jiného nez o fesenf kongruence z% = y*+ 1 (mod p). Ta je
splnéna pravé tehdy, kdyz  — y a x + y jsou navzdjem inverzni prvky. Zamyslete
se, jak obecné vypadaji vSechny dvojice navzdjem inverznich prvka v Z; a z toho
ulohu doreste.

7.13 Charaktery a Gaussovy soucty

1.

NizZe jsou popsané charaktery, jejich rady jsou rozebirany pouze pron = 7.
(a) Existuji praveé 2 charaktery modulo 3. Trividlni (1) = £(2) = 1 a netrividlni
definovany po prvcich jako x(1) =1, x(2) = —1.

(b) Existuji praveé 4 charaktery modulo 5. Pokud si je oznaéime yi, ..., x4, tak je
muzeme definovat po prvcich napiiklad jako y,,(2%) = ¢¥™ pro 0 < k < 3.
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(c) Existuje pravé 6 charakteru modulo 7. Pokud si je ozna¢ime xi,...,xs, tak
je muzeme definovat po prvcich napifklad jako x,,(3%) = (8 pro 0 < m <5
(je to plnd definice, protoze 3 je primitivni prvek modulo 7 a tak 3* postupné
prochézi véemi prvky v Z?%). Postup viz v feseni nize. R4d charakteru ., je

roven presne m.
(d) Existujf pravé 2 charaktery modulo 4. Trividlni (1) = £(3) = 1 a netrividlni
definovany po prvcich jako x(1) =1, x(3) = —1.

(e) Existuji praveé 4 charaktery modulo 8. Muzeme je zadat napiiklad po prvcich

tabulkou:

L [1][3 ][5 [7]
xt || 1] 1 1 1

xe | 1] 1 | —=1]-1
xs|1]—-1] 1 | -1
xa | 1] —-1]-1|1

(f) Existuji prave 4 charaktery modulo 12. Muzeme je zadat napiiklad po prvcich
tabulkou (pro postup viz reseni nize):
[l [ 7 [0

il 111
ol 1] 1 [ —1]-1
sl 1] =1 1 | -1
all 1] =1 -1 1
(g) Existuje pravé 16 charakteru modulo 17. Pokud si je ozna¢ime xi, . . ., 16, tak

je muzeme definovat po prvcich napifklad jako x,,(3%) = (5™ pro 0 < k < 15.

Postup pron =17, n =12:

Na zacatek si obecné uvédomime klicové pozorovani o fadech prvka. Pokud pro
néjaky prvek a € Z* plati a* = 1, tak

nebot x je homomorfismus. Specidlné tak dostavame, ze x(a) je néjakd k-t4 odmoc-
nina z 1. Protoze z Eulerovy véty mame v Z* pro libovolny prvek rovnost a?™ = 1,
tak je specidlné y(a) néjaka ¢(n)-t4 odmocnina z 1 pro kazdy charakter modulo n
a kazdé a € Z.

b) n = 7. Véimneme si, Ze 3 je primitivn{ prvek modulo 7, nebot vsechny mocniny
3,3%,...,3% jsou ruzné od 1. Z toho dostédvame, Ze kazdy prvek a € Z% lze zapsat
ve tvaru 3% a plati y(a) = x(3*) = x(3)*. Volba x(3) ndm tedy jiz jednoznaéné
definuje cely charakter. Pro x(3) mame podle vyse uvedeného pozorovani nanejvys
6 moznych voleb a jsou jimi pravé 6-té odmocniny z 1 (¢f* , 0 < m < 5). Pro
tyto volby pak muzeme dodefinovat zobrazeni jedinym pripustnym zpusobem jako
Xm(3F) = ¢F™. Jak dokazuje Lemma 4.5. ze skript, tak toto jiz skute¢né jsou dobie
definované charaktery modulo 7.

Je tedy presné 6 vysSe popsanych charakteru modulo 7.

Pokud chceme urcit tady téchto charakteru, tak myslenka feSeni je takovd, ze z
definice rddu v grupé hleddme nejmensi prirozeni ¢islo r takové, ze x|, = € v grupé
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charakterti. To v prekladu znamen4, Ze chceme 1 = (x,,(3%))" = (5™ pro vSechna

0 < k < 5. To se ziejmé stane pravé tehdy, kdyz 6 | kmr, z ¢ehoz uz plyne

pozadovany vysledek M+M'

¢) Pron = 12 mame Z3, = {1, 5,7, 11}. Neexistuje zde primitivni prvek, nicméné si
muzeme vsimnout, ze 5% = 72 = 112 = 1. Vsechny x(5), x(7), x(11) jsou tedy bud
1 nebo —1. Jisté taktéz x(1) = 1 (to plati pro kazdy charakter). Navic si muzeme
véimnout, ze 5-7 = 11, tedy x(5)x(7) = x(11). Z toho vidime, Ze sta¢i ur¢it pouze
hodnoty x(5) a x(7) a ty ndm uz jednoznacné urci zbytek. Mame tak pouze ¢tyfi
nize uvedené moznosti, jak je zvolit a snadno se jiz presvédéime, ze kazda z nich
skutecné definuje homomorfismus.

L 115 7 1]
vi[1] L[ 11
o | 1] 1 | =1]—-1
all Ll =1 1 | -1
ol 1| =1 —-1] 1

. Pro trividln{ charakter vyjde g(¢) = (3 + (3 = —1. Pro jediny netrividln{ charakter

modulo 3 dostaneme g(x) = (s — (2 = iv/3. (Trividlni charakter jde vypocitat stejné
jako ve skriptech za pouziti Zaezp ¢, = 0 nebo si jde uvédomit, ze (3 = —% + Z\/Tg

a i =G)

Jednak je nutné oveérit, ze takto po prvcich zadefinovany soucin a inverz charakteru
je skutecné opét charakter modulo n (tj. homomorfismus ze Z! do C*). Grupova
asociativita pak bude plynout z asociativity nasobeni komplexnich ¢isel. To, ze je
jednotka je snadné a funkcénost inverzu plyne z toho, ze pro prvky C na jednotkové
kruznici plati 7 = 271

Legendreuv symbol zfejmé dobte definuje zobrazeni ze Z; do C*. To, Ze je to ho-
momorfismus (a tedy charakter modulo p), plyne z multiplikativity Legendreova
symbolu.

Pro druhou ¢ést si nejdiive rozmysleme, ze € a (%) jisté zadanou rovnost splnuji.

Navic plati, Ze jsou to jediné takovéto charaktery. To plyne z toho, ze charakter
je jednoznacné urcéen obrazem néjakého primitivniho prvku g modulo p. Nicméné
x(9)? = 1, takZe mame pouze dvé moznosti y(g) = %1 a existuji tak pravé dva

charaktery spliiujici x? = . Nutné to tedy jsou pravé € a % . Muzete si rozmyslet,
proc¢ plati (%) = —1 pro libovolny primitivni prvek g.

Dukaz je ve skriptech na konci sekce 4.2. Zasadni myslenka je takova, ze kdyz
prendsobime sumu néjakou n-tou odmocninou z 1, tak se mnozina s¢itanctu nezméni
(a tedy ani vyslednd suma.)
(a) gx1) = 1-€% +ie's + (=i)es —1-e% = i/—15+ 20i. Dojit k to-
muto vysledku je pomérné pracné, jedna mozné cesta (moznd ne nejsnazsi)
je napiiklad napfimo spocitat sin(z) a cos(x) pro x = 2* za pouziti (cos(z) +
isin(z))® = cos(bx) + isin(5z).

(b) Muzeme se podivat napiiklad na charakter prislusici Legendreovu symbolu
x(a) = (%) Dostaneme g(x) = (7 + (¢ — G + (7 — (2 — ¢£. Muzete si zkusit
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spocitat tuto hodnotu napiimo. Z prednasky nicméné vime, ze vyjde presné

iv/7 (konec sekce 4.3).

11. Nejdiiv si uvédomte, ze x(n)x(a) = x(na™!). Nedélalo se na predndsce né&jaké
tvrzeni, které by na tuto sumu slo napasovat?

7.14 Jacobiho symboly

1. (a) Budeme postupné pouzivat vlastnosti Jacobiho symbolu, viz véta 4.14 ze
skript.

() () () ) - ()
e () (E) - () )

Vsimnéte si, ze jsme se pii vypoctu tplné vyhnuli rozkladu na prvoéisla (kromé
délitelnosti 2).

2. Diky éinské zbytkové véteé je zadany problém ekvivalentni s dvojici podminek z? =
(mod 11) az? = 4 (mod 7). Snadno ovéifme, Ze obé tyto kongruence uz maji fesent.
Prvni z nich konkrétné z = £3 (mod 11) a druhd z nich x = 42 (mod 7). Nyni
akorat potfebujeme zpétné najit odpovidajici zbytky modulo 77.

(a) =3 (mod 11) a x =2 (mod 7). To odpovidd prvkam z = 58 (mod 77).
(b) 2 =3 (mod 11) a x = —2 (mod 7). To odpovidd prvkum z = 47 (mod 77).
(¢) =—-3 (mod 11) ax =2 (mod 7). To odpovidd prvkum = = 30 (mod 77).
(d) = -3 (mod 11) ax = —2 (mod 7). To odpovida prvkum = = 19 (mod 77).

Resenfm tedy jsou = 19,30, 47,58 (mod 77).
(Reseni 30 a 19 jsme mohli najit uz z piedchozich znalost{ jako —47 a —58.)
3. (a) Jacobiho symboly v tomto piipadé splyvaji s Legendreovymi a pomoci nich
muzeme zjistit, ze prvni kongruence ma teseni, zatimco druha ne.

(b) x = 39,94,115,170 (mod 209)

(c¢) Ackoliv Jacobiho symbol vyjde 1, kongruence nem4 reseni.
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7.15 Prvocisla specialnich tvaru

7.16 Rozklad na soucin cyklickych grup

1.

() Zigy = Zo X Lo X Loy X Lz X Ly.
(b) Zy x Zy X Zs,

(¢) Zg X Ly X Ly X Zs,
(d)

)

d
(e

7.17 Primitivni prvky

1.

2.

Postup pron = 11:

Zkusime ovérit zda je 2 primitivni prvek. |Z3,| = 10, z Lagrangeovy véty maji prvky
fad této grupé fad, jez deli 10, tedy 1,2,5 nebo 10. Vidime, 7e 28 #£ 1,22 =4 # 1 a
2% = —1 # 1. Z toho uz plyne, 7Ze iad 2 je 10 neboli Ze 2 primitivni prvek. Podobné
bychom mohli vyzkouSet pro vSechna ostatni ¢isla, zda jsou to primitivni prvky.
Ukazme si ale chyttejsi zpusob vyuzivajici toho, ze jeden generator jsme jiz nasli.
Z toho, ze 2 je primitivni prvek, tak muzeme explicitné popsat izomorfismus Z,o =
73, tak, ze prvku a € Zy piitazuje 2% € Zj,. Vime, Ze generatory Z, jsou prave
¢isla nesoudélna s 10, tedy 1,3,7,9, a zaroven izomorfismus musi zobrazovat ge-
neratory na generatory. Z toho dostavame, ze primitivni prvky modulo 11 jsou
prave 2! =223 =827 =7a 2% =6.

(a) Vypocet bude piimo kopirovat dukaz véty 5.5.a) a explicitné popiseme izo-
morfismus Zy X Zs2 = Z3,5. Proto tento postup v principu funguje pouze pro
mocniny lichych prvocisel. Z diukazu véty plyne, ze uvedeny izomorfismus ¢islu
(a,b) piifadi 2% - 6°, kde z je libovolny pevny prvek iddu 4 a 6 je zvoleno jako
5+ 1 (125 = 5%). Zbyva ndm tedy urcit néjaky prvek radu 4.

Z dukazu plyne, ze se sta¢i podivat na néjaky primitivni prvek modulo 5,
ten bude mit v Zj,; fad délitelny 4, a tudiz po jeho vhodném umocnéni
uz néjaky prvek fadu 4 najdeme. Primitivni prvek modulo 5 je naptiklad 2.
|Z05| = 100 = 2% - 52 tedy Fad 2 musi délit 100. Po vyzkouseni vsech délitelu
zjistime, Ze tad je 100 (pro potvrzeni staci ovérit 259 # 1, 220 £ 1, ostatni
mensi délitelé nékterého z téchto déli). Mohli bychom tady skonéit a prohlasit,
ze 2 je primitivni prvek modulo 125. Dokoncéeme ale konstrukci uvedeného
izomorfismu. Protoze m4 2 tad 100, tak 225 = 57 m4 ad 4.

Vyse uvedeny izomorfismus, tak muze byt tvaru (a,b) — 5796°. V Z4 X Zs-
umime generdtory zase jednoduse popsat (v obou soutadnicich musi byt ¢islo
nesoudélné se zakladem), jednim z nich je naptiklad (1, 1), jako dalsi primitivni
prvek modulo 125 tak dostaneme 57 - 6 = 92.

(b) Zis = 7ty x 75, kde tento izomorfismus je dén z Cinské véty o zbytcich tak,
ze Cislo modulo 250 prifadi jeho zbytky po déleni 125 a 2. Prvky Zi,; x Zj
jsou véechny tvaru (a, 1) a protoze 2 je primitivni prvek modulo 125, tak (2, 1)
bude generator. Zbyva tedy urcit, jaky prvek Zj., prislusi této dvojici neboli
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jaké cislo dava zbytek 2 po déleni 125 a 1 po déleni 2. Snadno nahlédneme, ze
je 127 a dostali jsme tak primitivni prvek modulo 250.

(h) neexistuje
3. Které z nésledujicich grup jsou cyklické?
(a) Ano.
(b) Ano.
(c) N
(d) N

5. ¢(p(p) =pp—1)

7.18 Reseni kongruenci pomoci primitivnich prvku

1. (a) Pokud z splnuje rovnici, tak jisté x # 0 (mod 13), tj. (x (mod 13)) € Zi,
Jak vime z predchozich cviceni, primitivni prvek modulo 13 je napiiklad 2.
Prvek 2 tak mé fad 12 a vSechny prvky Zj, lze zapsat ve tvaru 2¢, 0 < a < 11.
Resfme tedy kongruenci (2)* = 2% = 1 (mod 13), coz je splnéno pravé tehdy
kdyZ 12 | 3a neboli 4 | a. Dostavame tak fegeni z = 2° 2% 2% (mod 13) ¢ili
r=1,3,9 (mod 13).
Poznamka: Pokud by se na pravé strané zadané kongruence nevyskytovala 1,
ale jiny prvek Z7,, mohli bychom si ho vyjadrit pomoci primitivniho prvku ve
tvaru 2* pro vhodné k a situace by se fesila obdobné.

(b) z =1 (mod 13)
(¢) z =41 (mod 13)
(d) #=2,3,10,11 (mod 13)
(f)
(g) ©=5,6 (mod 11)

Tato kongruence nema feseni.

7.19 Carmichaelova cisla

7.20 Involuce

2. Hledéme tedy prvky = € Zj; takové, ze 22 = 1 ax # 1. Mame tak 22 = 1 (mod 15),
coz lze prepsat na soucin

(x—=1)(z+1)=0 (mod 15).

To je splnéno pravé tehdy, kdyz 2 = £1 (mod 3) a x = +1 (mod 5) (3 a 5 jsou
prvocisla, a tedy uz musi nékterou z uvedenych zévorek délit). To muzeme rozdélit
na 4 ptipady, které vytesime pomoci ¢inské zbytkové véty:

(a) z =1 (mod 3) axz =1 (mod 5). To odpovidd prvku 1 € Z3;, o kterém ale
vime, Ze neni involuci.
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(b) 2 =1 (mod 3) a z = —1 (mod 5). To odpovidd prvku 4 € Zj; (skutecné
42 =16 =1 (mod 15)).
(¢) =—1 (mod 3) ax =1 (mod 5). To odpovida prvku 11 € Z;..
(d) z= -1 (mod 3) az =—1 (mod 5). To odpovidd prvku 14 = —1 € Zj.
Vsechny involuce v Zj; jsou tedy 4, 11, 14.
Jak vime, tak v cyklickych grupach (tj. Z,(4) pro néjaké n) existuje nanejvys jedna
involuce (plyne z fesitelnosti rovnice 2x = 0 (mod n)), grupa Zj; tak nemuze byt
cyklicka.
3. (a) 11,19,29,
(¢) 16,35, 50.

5.n=2,3,4,6,8,12,24

7.21
1. (a)

(b)
()

2. (a)
(b)
()
(d)

Mijeni prvku

Na Z,5 se divame jako na sc¢itaci grupu, hledame tedy vSechny prvky a € Zys,
ze neplati ani jedna z rovnosti a = 5n a 5 = an pro zadné n. Z prvni podminky
vidime, ze pokud 5 | a, tak 5 nemiji a. Podobné si muzeme rozmyslet, ze pokud
NSD(a,45) =1 (tj. @ ma inverz modulo 45), tak existuje n takové, ze an =5
(mod 45) — jednoduse staci zvolit n = 5a~!. Tyto prvky tedy taky nemiji 5.
Zbyvé nam piipad 51 a a 3 | a. Ukdzeme, ze vSechny tyto prvky skutecné uz
a miji. Jisté a # 5n, nebot 5 { a. Podobné ale vsechny prvky tvaru an jsou
delitelné 3 (coz se v Zgs zachovéa nebot 3 | 45), coz 5 nespliuje. Tedy préave
v8echny prvky mnoziny 3Z4s5 \ 5Z45 = {3,6,9, 12,18, 21,24, 27,33, 36, 39, 42}
miji 5.

Nebot je 2 nesoudélnd s 45, tak je v Z,5 invertibiln{ a generuje celou Zy; = (2).
Nemiji tedy zadny prvek.

Situace je o¢ividné velmi symetrickd ¢dsti a) a analogickymi argumenty plati,
ze prvky a, které miji 3 jsou pravé takové, ze 31 a a5 | a neboli NSD(a,45) =
5. Takové prvky jsou prave {5, 10,20, 25,35,40}.

Nemiji zadny prvek.

(3ZGO U 5Z60) \ 2Z60

(3Z60 U 5Z60) \ 4Z60

(4Z0 U 5Zg0) \ 6Zgo

7.22 Rabin-Millerovi svédci a lhari

1. ! Najdéte néjakého lhate riuzného od 1 a nesoudélného svédka pro

(a)

N =51=3-17, N —1 = 2-25. Lhaii tedy budou pravé 0 < a < 51 splnujici
a® = 41 (mod 51). Mohli bychom zaéit ndhodné zkouset ¢isla, trefili bychom
se bud do lhéfe nebo svédka a postupné bychom nasli pifklad od obojiho.
Zkusme ale ukazat sofistikovanéjsi postup, jak lhafe najit. Rozebereme po-
stupné dva mozné pripady:
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i. a® =1 (mod 51)
Vidime, zZe je to z ¢inské zbytkové véty ekvivalentni dvojici podminek
a*® = 1 (mod 3) a @¢® = 1 (mod 17). To za pomoci Malé Fermatovy
véty muzeme ekvivalentné upravit na @ = 1 (mod 3) a @ =1 (mod 17).
Podminka a® = 1 je ovem ekvivalentni a = 1 (mod 17) nebot 9 nedélf fad
grupy Zj, (viz minulé cviceni 12). Tedy tato vétev postupu dava pouze
lhéafe @ =1 (mod 51), kterého jsme nechtéli.

ii. a* = —1 (mod 51)
Stejné jako v predchozim piipadé ziskdame dvojici kongruenci a = —1 = 2
(mod 3) aa® = —1 (mod 17). MiZzeme si v§imnout, ze druhou z podminek
splnuje napiiklad (a pouze) a = —1 (mod 17). Dohromady tak dostaneme
lhafe a = 50 = —1 (mod 51).
Pokud bychom naopak chtéli svédka, tak musime nesplnit alespon jednu
z podminek a = —1 = 2 (mod 3) a @ = —1 (mod 17). Muzeme tedy
zvolit napiiklad @ = 1 (mod 3), tj. napiiklad a« = 4 a dostaneme svédka
slozenosti 51.

(b) 221 =13-17, N — 1 =220 = 2255

Lhéfi tedy v tomto pifpadé musi spliiovat nékterou ze tif podminek a® = 1
(mod 221), a®® = —1 (mod 221), a'® = —1 (mod 221).

Analogicky jako v predchozim piipadé (prevedenim na kongruence modulo
prvocisla za pouziti CZV, aplikaci MFV a uvazovani nesoudélnosti exponentu
a fadu grupy) dostaneme, ze prvni dva piipady odpovidaji presné lhaium
a = +1 (mod 221). Treti podminku muzeme obdobné analogicky upravit na

a* = -1 (mod 13) a a* = —1 (mod 17).
K nalezeni svédka si muzeme napiiklad vsimnout, ze volba ¢ = 1 (mod 13) a
a = —1 (mod 17) nespliuje ani jednu z téchto tif podminek a dostdvame tak

svedka a = 118.

K nalezeni lhare bychom opét mohli pouzit 221 — 1 = 220 z druhé podminky,
nebo se muzeme pokusit splnit podminku tfeti podminku. To uz je ovsem
pouze jednoduché feseni kongruenci (viz minulé cvic¢eni) a funguje mimo jiné
napiiklad volba a = 8 (mod 13) a a = 13 (mod 17), coz nam d4 lhére a = 47.

(c) Jedini 1hafi jsou 1,38. Svédka lze zvolit jakkoliv jinak.
(d) Napiiklad 2 je svédek a 81 je lhaf. Resenf je vice.
2.a=1,8

7.23 RSA

7.24 Cyklotomické polynomy

2. (a) 2" —1=(@-D)a*+2°+2'+ 23+ 22+ 2+ 1),
b) a2 —1=(z—-D(@+1)(@*+z+1)(z*+1)(2® —z + 1)(z* —2® + 1),

(c) P —1=(x—1)(2®+ax+1)(2*+ 23+ 22 +2+1)(2a® — 2"+ 25—t + 2% — 2+ 1)
3. Vyjde z* + 1. Jde si vSimnout, Ze nemd racionalni kofen a napiiklad vypoctem

ovérit, ze neexistuje rozklad na dva polynomy stupné 2.
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7.25 Dirichletova véta o prvocislech

7.26 Jiné
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