3. cviceni z algebry (11. biezna 2009)

Co jsme délali?

Definovali jsme délitelnost v obecném (komutativnim) okruhu, invertibilni prvek
a asociované prvky. Mnozina vSech invertibilnich prvki libovolného okruhu je
grupa. Tyto pojmy jsme si ukdzali na nékolika p¥ikladech okruhi: Z, téleso, R[z],
R[[z]] pro OI R.

Dale to byly nejriizngjsi iselné okruhy — Z[i], Z[v/—2], Z] =£Y=3], Z]\/2]. V nich
se ¢asto hodi definovat si normu jako N(«a) = aa, kde @ znaéi komplexné sdruzené
¢islo. Takot definovana norma je celé cislo; jde-li ale o podokruh realnych cisel
(t¥eba Z[v/2]), je pot¥eba ji definovat trochu jinym, ale také pi¥irozenym zptisobem.

Piiklady

Vsechny okruhy jsou opét komutativni.

-1. Najdi invers k 1 + z v Z[[z]].

0. Jaké jsou invertibilni prvky okruhu Z[i?

1. Najdi invers k 1 + 2z v Z[[z]].

2. Jaké jsou invertibiln{ prvky okruhu Z[v/—2]?

3. Najdi invers k 1+ z + 2% v Z[[z]].

4. Oznacme w = _1%‘/__3 Dokaz, ze Z|w] je okruh, spo¢ti normu N(a + bw) a
popis vSechny invertibilni prvky.

5. Najdi okruh R takovy, 7e (R[z])* # R*.

6. a) Dokaz, ze (T[[z]])* = {3  a;zt|ag # 0} pro téleso T

b) Doka, 7e pro kazdé f € T|[[z]] existuje k € Ny takové, ze f|z*.

7. Je-li R konecny OI, jde o téleso.

8. Popis invertibilni prvky v Z[v/2].

9. Popis invertibilni prvky v Zg4[z].



