2. cviéeni z algebry (4. bfezna 2009)

Co jsme délali?

Pripomnéli jsme si pojem oboru integrity a jeho charakteristiky. Pak jsme pra-
covali s polynomy a formalnimi mocninnymi fadami (zejména) nad komutativnimi
obory integrity.

Rekli jsme si, jak hledat racionalni kofeny celo¢iselnych polynomi (viz 10. p¥ik-
lad). Nad OI jde kazdy polynom vydélit monickym polynomem se zbytkem.

Priklady

Ve v8ech prikladech predpokladame, Ze v8echny okruhy (a obory integrity) jsou
komutativni.

1. Najdi viechny kofeny polynomu z* — 22 + z + 2 € Z[z].

2. Af R je obor integrity, f € R[z] a a € R. Dokaz, 7e f(a) = 0, pravé kdyz
z — alf(z).

3. Dokaz, 7e je-li R obor integrity, je R[x| také obor integrity.

4. Do polynomu z* + 23 + 22 + x + _ vepidu na volna mista v libovolném
poradi ¢isla 1, -2, 3, 4, -6. Dokaz, ze vznikly polynom ma v Z vzdy koten.

5. Najdi vSechny racionalni kofeny polynomu 2x3 — 22 + 3.

6. Dokaz, ze polynom stupné n nad oborem integrity ma nejvyse n kotent.

7. Najdi okruh, kde tvrzeni z 6. prikladu neplati.

8. Najdi okruh R a polynomy f, g nad R takové, Ze f nejde vydélit g se zbytkem.

9. Mgjme f(z) € R(x). Dokaz, ze vSechny koeficienty u lichych mocnin z jsou
nula, pravé kdyZ pro vSechna z € R plati f(z) = f(—=). Jak je tomu u polynomi
nad obecnym OI?

10. Necht ma f(z) = apa™ + -+ + a1 + ag € Z[z],a, # 0 raciondlni kofen
r/s,r € Z\{0},s € N, NSD(r, s) = 1. Pak r|ao, s|ay,.

11. Dokaz, Ze je-li R OI, je také R[[x]] OL.

12. Bud R nekonecény OI. Méjme f, g € R[x] takové, 7e pro vSechna x € R plati
f(z) = g(x). Dokaz, 7e potom f = g.

13. Najdi koneény OI R takovy, ze existuji f,g € R[z|, pro vSechna x € R plati
f(x) = g(x), a piesto f # g.

14. Necht m4 f(z) € Z[z] raciondlni kofen r/s,r € Z\{0},s € N, NSD(r, s) = 1.
Pak pro v8echna celd ¢isla k plati r — ks|f(k).

15. At n € Nyn > 2. Dokaz, 7e neexistuji nenulové f,g,h € Z[z] takové, 7e
f™ 4 g™ = h™ (v feSeni miizes vyuzit velké Fermatovy véty, ktera ika, Ze neexistuji
celd ¢isla s uvedenou vlastnosti).



