
Komutativní okruhy: Cvi£ení 3
5. listopadu 2019

1. Pro t¥leso T a polynom f(x) ur£i: v²echna moºná ko°enová nadt¥lesa pro f nad T , roz-
kladové nadt¥leso pro f nad T , stupn¥ roz²í°ení v²ech t¥chto t¥les a také jejich Galoisovy
grupy nad T .

a) f(x) = x2 + 3, T = R
b) f(x) = x2 − 1, T = Q
c) f(x) = x3 − 1, T = Q

2. A´ je prvek α algebraický nad t¥lesem T a f ∈ T [x] je jeho minimální polynom. Pak
[T (α) : T ] = deg f .

3. Bu¤ R gaussovský obor a T jeho podílové t¥leso. Je-li u ∈ T celistvé nad R, pak u ∈ R.

4. Bu¤te T,U t¥lesa charakteristiky 0. Pak Q ⊂ T,U a kaºdý homomor�smus ϕ : T → U je
Q-homomor�smem.

5. M¥jme t¥lesa T ⊂ U ⊂ V . Je-li V algebraické nad U a U algebraické nad T , pak je také
V algebraické nad T .

6. Bu¤ T ⊂ U algebraické roz²í°ení t¥les a U ⊂ K (ne nutn¥ algebraické). Pak K je alge-
braický uzáv¥r U , práv¥ kdyº K je algebraický uzáv¥r T .

7. Ur£i okruh celistvých prvk· v t¥lese a) Q(i), b) Q(
√
2), c) * Q(

√
−3). (Pouºij cvi£ení 12.)

Dal²í p°íklady:

8. Pro t¥leso T a polynom f(x) ur£i: v²echna moºná ko°enová nadt¥lesa pro f nad T , roz-
kladové nadt¥leso pro f nad T , stupn¥ roz²í°ení v²ech t¥chto t¥les a (p°ípadn¥) také jejich
Galoisovy grupy nad T .

a) f(x) = x2 + 1, T = Q
b) f(x) = x4 − 1, T = Q
c) f(x) = x3 − 2, T = Q
*d) f(x) = xn − 1, T = Q (n ∈ N)

9. Prvek α je algebraický nad t¥lesem T , práv¥ kdyº T (α) = T [α].

10. Roz²í°ení t¥les kone£ného stupn¥ je nutn¥ algebraické.

11. M¥jme roz²í°ení t¥les V ⊃ U ⊃ T . Pak [V : T ] = [V : U ] · [U : T ].

12. Je-li R gaussovský obor, R ⊂ S a α ∈ S celistvý prvek nad R, pak minimální polynom α
nad R jde zvolit jako monický.

Pozn.: Minimálním polynomem nad oborem zde myslíme toto: Bu¤ T podílové t¥leso R a
m(x) minimální monický polynom α nad T . Minimální polynom α nad R pak de�nujeme
jako n ·m(x), kde n je nejmen²í spole£ný násobek jmenovatel· v²ech koe�cient· polynomu
m(x) (neboli n ·m(x) je primitivní).

13. �ádné kone£né t¥leso není algebraicky uzav°ené.

14. * Algebraický uzáv¥r nekone£ného t¥lesa T má stejnou mohutnost jako T .

15. A´ je obor S kone£n¥ generovaný okruh nad R. Pak S je kone£n¥ generovaný R-modul,
práv¥ kdyº S je celistvý nad R (neboli kaºdý prvek s ∈ S je celistvý nad R).

16. Pro která m,n ∈ Z jsou t¥lesa Q(
√
m), Q(

√
n) Q-izomorfní?

Úlohy s * jsou trochu t¥º²í.


