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1. Popi² v²echny ideály v okruhu Z/(150) a charakterizuj, které dvojice z nich jsou komaxi-
mální.

2. Najdi p°íklad uspo°ádané mnoºiny A, která obsahuje nespo£etný °et¥zec B (speciáln¥ tedy
takový, který nejde indexovat p°irozenými £ísly).

3. Pouºij d·kaz tvrzení 1.20 (zejména krok, kdy 1 = a1 + a2) ke konstrukci explicitního
izomor�smu

Z/(n)× Z/(m) ' Z/(mn)

pro n = 16,m = 35. Jaké známé v¥t¥ krok ze závorky odpovídá?

4. Bu¤ R okruh. Pomocí Zornova lemmatu dokaº, ºe kaºdý vlastní ideál je obsaºený v n¥ja-
kém maximálním ideálu.

5. A´ je R okruh a I1, . . . , In po dvou komaximální ideály v R. Dokaº, ºe pak máme izomor-
�smus multiplikativních grup

(R/(I1 · · · In))× ' (R/I1)
× × · · · × (R/In)

× .

6. Pomocí Zornova lemmatu dokaº, ºe kaºdá lineárn¥ nezávislá podmnoºina vektorového pro-
storu jde roz²í°it na bázi.

7. Bu¤ (M,≤) £áste£n¥ uspo°ádaná mnoºina. Dokaº pomocí Zornova lemmatu, ºe uspo°ádání
≤ jde roz²í°it na lineární uspo°ádání, £ili ºe existuje uspo°ádání � na M , které je lineární
a spl¬uje: x ≤ y ⇒ x � y pro v²echna x, y ∈M .

Dal²í p°íklady:

8. Bu¤ R okruh. R je obor, práv¥ kdyº R[x] je obor.

9. Bu¤K t¥leso. PakK[x, y] iK[x1, x2, . . .] (nekone£n¥ mnoho prom¥nných) jsou gaussovské,
ale K[x, y] není obor hlavních ideál· (ale je noetherovský) a K[x1, x2, . . .] není noetherov-
ský ani obor hlavních ideál·.

10. a) Bu¤ M noetherovský modul a N jeho podmodul. Dokaº, ºe pak je faktormodul M/N
noetherovský.

b) * Bu¤ M modul a N jeho podmodul. Pokud jsou N a M/N oba noetherovské, pak je
noetherovský také M (pouºij tvrzení 1.10).

11. Bu¤ R gaussovský obor a T jeho podílové t¥leso. M¥jme nekonstantní primitivní polynom
f ∈ R[x]. Pak f je ireducibilní v T [x], práv¥ kdyº je ireducibilní v R[x].

12. * Pomocí Zornova lemmatu dokaº, ºe pokud v okruhu R existuje vlastní ideál, který není
kone£n¥ generovaný, pak v n¥m také existuje prvoideál, který není kone£n¥ generovaný.

Úlohy s * jsou trochu t¥º²í.


