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8. °íjna 2019

1. Dokaº, ºe sjednocení °et¥zce (libovoln¥ mnoha) ideál· I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . . je ideál.

2. Pro ideály I, J de�nujme I + J := {a+ b|a ∈ I, b ∈ J}. Dokaº, ºe I + J je nejmen²í ideál

v R, který obsahuje I a J .

3. Bu¤ R okruh a M ideál v R. Dokaº:

a) M je maximální, práv¥ kdyº pro v²echna a ∈ R\M platí R =M + aR.

b) PokudM je maximální a a ∈ R\M , pak existují m ∈M a r ∈ R taková, ºe 1 = m+ar.

4. Ur£i Q[x]/(x+ 2),Q[x]/(x2 − 2),Q[x]/(x2 − 1),R[x]/(x2 − 2),Z[x]/(x2 − 2).

5. M¥jme ideály I, J,K okruhu R. Dokaº, ºe IJ ⊂ I ∩ J a I(J + K) = IJ + IK. Najdi

p°íklad, kdy IJ 6= I ∩ J .

Dal²í p°íklady:

6. Dokaº, ºe operace na faktorokruhu jsou de�nované korektn¥ a ºe jde o okruh (a dokaº

ostatní v¥ci z p°edná²ky, které jsme nechali jako cvi£ení).

7. Dokaº 3. v¥tu o izomor�smu (v¥tu 1.5).

8. Pro podmnoºiny A,B okruhu R de�nujme A � B := {ab|a ∈ A, b ∈ B} (pozor, toto

neodpovídá násobení ideál·). Bu¤ I ideál v R. Dokaº, ºe (a+ I)� (b+ I) ⊂ ab+ I. Platí
opa£ná inkluze?

9. Uvaºujme okruh Z a uvaºujme v n¥m ideály I = (168) a J = (288).

a) Jak vypadají v²echny maximální ideály a prvoideály v Z?
b) Ur£i I + J, IJ, I ∩ J, I2 + J .

c) Najdi v²echny prvoideály, které obsahují ideál I, J , IJ , I ∩ J , resp. J2.

10. Bu¤ R obor hlavních ideál· a a, b ∈ R.
a) Ur£i (a)(b), (a) + (b), (a) ∩ (b).

b) Jak vypadají v²echny maximální ideály a prvoideály v R?

c) Dokaº, ºe faktor R podle nenulového prvoideálu je t¥leso.

11. Uvaºujme obor hlavních ideál· Q[x] a ideály I = (x3+x2+2x+2) a J = (x3−2x2+2x−4).
a) Ur£i I + J, IJ, I ∩ J, I2 + J3.

b) Které faktory modulo hlavní ideál z bodu a) jsou obory?

c) Najdi v²echny prvoideály, které obsahují ideál I, J , IJ , I ∩ J , resp. J2.

Hinty:

Obecn¥: kdyº neví², zkus to sporem!

4. 1. v¥ta o izomor�smu.

7. Projekce π : R� R/I a její zúºení na ϕ : S → R/I. 1. v¥ta o izomor�smu pro ϕ.
8. Neplatí. Zvol R = Z a prvo£íslo v ab+ I.


