Komutativni okruhy: Cviceni 1
8. Fijna 2019

. Dokaz, ze sjednoceni fetézce (libovolné mnoha) idealti I; C Io C I3 C ... je ideal.

. Pro idealy I, J definujme I 4+ J := {a + bla € I,b € J}. Dokaz, ze I + J je nejmensi ideél

v R, ktery obsahuje I a J.

. Bud R okruh a M ideal v R. Dokaz:

a) M je maximalni, pravé kdyZ pro v8echna a € R\M plati R = M + aR.
b) Pokud M je maximéalni a a € R\ M, pak existuji m € M ar € R takova, ze 1 = m+ar.

. Urdi Q[z]/(z + 2),Qla]/(2? — 2),Qla]/(2? — 1), R[z]/(2? - 2), Z[z]/ (2* - 2).
. Mgjme idealy I,J, K okruhu R. Dokaz, ze IJ C INJ a I(J+ K) = IJ + IK. Najdi

piiklad, kdy I.J # I N J.

Dalsi priiklady:

6.

Dokaz, ze operace na faktorokruhu jsou definované korektné a ze jde o okruh (a dokaz
ostatni véci z pFednésky, které jsme nechali jako cvi¢eni).

. Dokaz 3. vétu o izomorfismu (vétu 1.5).

. Pro podmnoziny A, B okruhu R definujme A ® B := {abla € A,b € B} (pozor, toto

neodpovida nasobeni ideali). Bud I ideal v R. Dokaz, ze (a+ 1) ® (b+ 1) C ab+ I. Plati
opaénd inkluze?

. Uvazujme okruh 7 a uvazujme v ném ideédly I = (168) a J = (288).

a) Jak vypadaji vSechny maximélni ideély a prvoidedly v Z?
b) Uréi I+ J,IJ,1NJ, 1%+ J.
¢) Najdi vEechny prvoidealy, které obsahuji ideal I, J, I.J, I N J, resp. J2.

10. Bud R obor hlavnich idedlt a a,b € R.
a) Urdi (a)(b), (a) + (b), (a) N ().
b) Jak vypadaji viechny maximéalni ideély a prvoidedly v R?
c¢) Dokaz, ze faktor R podle nenulového prvoideélu je téleso.

11. Uvazujme obor hlavnich idealt Q[z] aideédly I = (23422 +22+2) a J = (2°—22%+22—4).
a) Urci T+ J,1J,INJ, I% + J3.
b) Které faktory modulo hlavni ideél z bodu a) jsou obory?
c) Najdi viechny prvoideély, které obsahuji ideal I, J, I.J, I N .J, resp. J2.

Hinty:

Obecné: kdyz nevis, zkus to sporem!

4. 1. véta o izomorfismu.

7. Projekce m: R — R/I a jeji ztiZeni na ¢: S — R/I. 1. véta o izomorfismu pro ¢.
8. Neplati. Zvol R = 7Z a prvocislo v ab+ 1.



