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Predmluva

Zacnéme tim, jak by se tento text mél pouzivat a pro koho je urcen. Vznikl jako studijni
opora pro vyuku obycejnych diferencialnich rovnic v programu matematika, ale i pro vyuku
studentti fakulty strojni a textilni, pripadné i jinych fakult Technické univerzity v Liberci.
Miize vsak byt pouzit kazdym, kdo chce ovladnout zakladni klasické vysledky o obycejnych
diferencialnich rovnicich a metodach jejich feseni i o soustavach linearnich diferencialnich
rovnic. Text vznikl jako pomiicka pro pripravu studentt TUL k praktickému resent linear-
nich diferencialnich rovnic n-tého fadu a soustav linearnich diferencialnich rovnic prvniho
radu. Teoretickd cast textu poskytuje minimalni nezbytné zazemi pro feseni konkrétnich
uloh, diraz je kladen na jejich praktické feseni. Text je rozvinutim starsich textd obou au-
torti a je doplnén fesenymi priklady i pfiklady k samostatnému procvi¢ovani. Terminologie
a nezbytna tvrzeni jsou vzdy pripomenuta v ivodnich ¢astech kapitol.

Po nezbytném tvodu do problematiky jsme se v prvni kapitole textu snazili ukazat,
jak lze dvoji kvadraturou fesit linedrni rovnice prvniho fadu, jaka je struktura jejich feseni
i jak rozmanité jsou ulohy, které lze jimi fesSit. Pravé Sirokd pouzitelnost a jista univer-
zalita ¢ini z diferencialnich rovnic ¢asto pouzivany nastroj napi. v aplikacich technického
charakteru.

Véty o existenci a jednoznacnosti reseni zakladni rovnice uvadime bez dikazu pouze
z odkazem, avsak navazujici vysledky dokazujeme ¢i alespon priblizujeme ctenafi jejich
dikaz. Zvladnuti téchto diikazi neni narocné a soudime, ze i pro techniky je to latka
inspirujici a cenna. Snazili jsme se zafadit vzdy dostatecny pocet feSenych tloh a také
cviceni; u nich jsou uvedeny vysledky a nékdy i navody k feseni. Text obsahuje i fadu
ilustrativnich uloh praktického charakteru. Pokud jsme je prevzali z jinych texti, jsou
zasazeny do naseho prostiedi a jsou eventualné doplnény aktualnim materialem.

Kapitoly tvori v jisté mife i samostatné celky, takze ¢tendf po zvladnuti zédkladd neni
vazan jejich poradim a muze je studovat i oddélené. Jako piiklad poslouzi napt. kapitola
o Laplaceové transformaci, jejiz pouziti se zdaleka neomezuje jen na oblast feseni diferen-
cidlnich rovnic. Dilezité pojmy, zejména noveé zavadéné, jsou graficky vyznaceny pomoci
tu¢ného pisma, zatimco kurziva je uzita pro zvyraznovani véci, které by nemély ¢tenari
uniknout ¢i z jinych divodi stoji za pozornost; v kurzivnim textu nebo ve sklonéném pismu
ma antikva analogickou funkci. Pro tisporu mista jsou Teseni tloh sazena drobnéjsim pis-
mem, neznamena to vsak, ze jsou méné dulezita. V idealnim piipadé je nutno je promyslet
a propocitavat. Timto pismem jsou sizeny i dopliujici informace. Obcas, zejména v tvodni
kapitole, pfipominame i stru¢né zdivodnéni a uvadime ho v hranatych zavorkach.

Cést textu je vénovana také piipomenuti pojmi a vysledki z linearni algebry. Vyklad
je veden tak, aby vynikly vzajemné souvislosti. Nékteré pocetni postupy, a to predevsim
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hledani vlastnich c¢isel a vlastnich vektor matic, jsou v konkrétnich prikladech sice jed-
praci studenti. K ziskani pocetni zrucnosti pti feSeni tloh nestaci pouhé pfecteni fesenych
uloh a cviceni a je proto vhodné jesté pouzit vhodnou sbirku tloh z matematiky, napt. [6].

Radi zminujeme podporu: Ucebni text vznikl v ramci projektu 3P - Praxe pro praxi,
reg. ¢. CZ 1.07/2.2.00/15.0097. Zaslouzil by si dikladnéjsi ovéfeni v praktické vyuce na
TUL, jeho casti jsme zkouseli v jediném skolnim roce. Na tomto misté bychom chtéli po-
dékovat studentiim za upozornéni na nedostatky a pripominky k textu. Zejména dékujeme
Be. Tereze Simkové, kterd cely text piecetla a pomohla ndm odstranit fadu nedopatieni. Za
chyby, které v textu ztistaly, odpovidaji autofi — v tomto sméru ocenime pfipominky (staci
je zaslat emailem). Historické pozndmky na konci textu ozfejmi ¢tenafi puvod nékterych
tvrzeni a dobu jejich objeveni.

Jak jiz bylo Teceno, text obsahuje celou fadu fesenych ptikladii, a pak i cviceni, ktera
by méla poskytnout ¢tenari dalsi moznost samostatného procvicovani latky. Text vznikl
prirozenym zptsobem z pfednasek, které autori méli jak na UK v Praze, tak i na TUL
v Liberci.

Liberec, listopad 2012
Miroslav Brzezina a Jifi Vesely

Poznamka : V této verzi jsme opravili nékolik nedopatieni s cilem zlepSit Citelnost textu.

Liberec, listopad 2014
Miroslav Brzezina a Jifi Vesely



Kapitola 1

Diferencialni rovnice prvniho radu

Tato kapitola mé charakter tivodu. Jsou v ni pfipomenuty zakladni pojmy a je

vvvvv

dussi diferencidlni rovnice mohou popisovat praktické tlohy, jejichz feSeni je pro
nas nejen zajimavé, ale i uzitecné.

1.1 Linearni rovnice — pripomenuti

Pii zavadéni exponencialy jste poznali, Ze tato funkce vyhovuje na R rovnici f/ — f = 0,
tj. rovnici

f'(x)— f(x)=0, zeR. (1.1)
Takova rovnice (1.1) se obvykle zapisuje ve tvaru (neznamé funkce se znaciva y)
y—y=0. (1.2)

Rovnici se snazime Tesit na co nejvétsim otevieném intervalu; v pfipadé rovnice (1.2) je to
interval (—oo, +00); nékdy ho budeme znacit R. Z rovnice (1.2) plyne, Ze y ma ve vSech
bodech R konec¢nou derivaci a proto je spojita. Snadno nahlédneme, Ze y méa spojité derivace
libovolného Fadu, tj. ze y € C(*)(R). Dosazenim zjistime, Ze jednim feSenim rovnice (1.2)
na R je funkce exponenciala exp; pro toto feseni je exp (0 = 1. Snadno ovéfime, ze i kazda
funkce tvaru C' - exp, kde C' € R je libovolnd konstanta, je feSenim (1.2). Tato funkce
nabyva v bodé 0 hodnoty C'.

Najit Feseni exp rovnice (1.2) a tim dokazat ezistenci FeSeni na R bylo v tomto pfipadé
velmi jednoduché, protoze je stacilo uhddnout a dosadit do rovnice. Odpovéd na zdsadni')
otazku, jestli ma rovnice (1.2) kromé uvedenych feSeni jesté néjaka dalsi feseni, spolu
s nalezenim podminky, kterd by kazdé takové feseni urcila jednoznacne, je slozitéjsi.

Potiebujeme k tomu vétu o prirtstku funkce, resp. jeji disledek : Funkce f, pro kterou
je f'(t) = 0 pro vSechna t € (c,d), je na (¢,d) konstantni. [ Zvolime-li libovolné xy € (¢, d)
a pak jakékoli x # xg, plyne z véty o prirtstku

f(@) — f(20)

r — X

= f(¢) =0,

1) Tato otézka je dillezita napft. z hlediska aplikaci. Pfedstavme si, Ze diferencidlni rovnice modeluje
néjaky proces, ktery bychom chtéli popsat jinym vztahem, ve kterém nevystupuji derivace. Tento vztah
nam poskytne feseni. Pokud neni jediné, vybirdme si takové, které je z praktickych divod nejlepsi. K tomu
ale potrebujeme znat vsechna feseni, jinak bychom nemuseli k optimalnimu feseni dospét.
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neboli f(x) = f(zo). Z toho viak vyplyva, Ze takovéa funkce je konstantni. Ctenaf si jisté
snadno uvédomi, jak je podstatné, Ze pracujeme s intervalem. |
Piedpoklddejme nyni, Ze y € CV(R) je né&jaké feseni rovnice (1.2). Protoze

( y )’:y’eXp—yeXP_y’—y:O

exp (exp)? ~ exp

je podil y/exp konstantni na R, tj. existuje konstanta C' € R tak, ze y/exp = C na R.
Kazdé feseni rovnice (1.2) na R ma tedy tvar Cexp, kde C' je néjakd konstanta a zadna
jiné FesSeni neexistuji.

Funkce y € C(R) je feSenim rovnice (1.2) na R, pravé kdyz ma tvar C exp, kde C' € R.
Jedinou konstantou C', pro niz mé feSeni v bodé 0 (pfedem danou) hodnotu yo € R, je
ziejmé C' = yy. Konstantu C' lze tedy jednoznacné urcit tim, Ze predepiseme, jakou hodnotu
ma Tesent nabyvat v bode 0.

Obecngji: Je-li [zg, yo | libovolny bod roviny R?, existuje zfejmé pravé jedna konstanta
C tak, ze yy = Cexp xo; je to konstanta C' = yy exp(—x¢). Kazdym bodem roviny prochézi
graf pravé jednoho feSeni rovnice (1.2). Proto obecnéjsi podminka, Ze graf reseni obsahuje
(predem dang) bod [xo,yo |, urcuje reseni rovnice (1.2) jednoznacné.

Snadno lze ovéfit, Ze FeSenim diferencialni rovnice 4" +y = 0 na R je funkce cos. Dalsim
feSenim na R je funkce sin a také kazda funkce tvaru Cjcosx + Cysinx s C7,Cy € R
[snadno se o tom presvéd¢ime dosazenim]. Viibec vSak neni zfejmé, zda lze kaZdé resent
rovnice y" + y = 0 vyjddrit v tomto tvaru. Naznacené otazky patii v teorii diferencidlnich
rovnic k tém jednodussim. Budeme je postupné fesit, avSsak v obecnéjsim kontextu.

Umluva 1.1.1. Zatim jsme nékteré pojmy chéapali intuitivné, pfipomenime proto termi-
nologii a bézné uzivané oznaceni. Neznama funkce se obvykle znaci y a jeji proménna se
pri zapisu zpravidla vynechava. Tak napt. piSeme ponékud nelogicky

y =11, x€(0,00), (1.3)
coZ je rovnice zndma z vysetfovani [ pfirozeného] logaritmu. Casto se téZ vynechava inter-
val, na kterém mame rovnici fesit. Pokud bychom v (1.3) vynechali z € (0,00), rozumi
se automaticky, ze hleddme FeSeni na vSech intervalech I C R\ {0}, tedy na vsech in-
tervalech, kde ma rovnice smysl. Poznamenejme jesté, ze ve fyzice a technice se ¢asto pri
derivovani funkce zavislé na case uziva k oznaceni derivace misto ¢arky tecka. My to také
nékdy pouzijeme.

Nejvyssi derivace neznamé funkce, ktera se v rovnici ,efektivné vyskytuje“, urcuje fad
rovnice. Objasnime to na prikladech: rovnice y” + 3 — y = 0 je diferencidlni rovnice
druhého tadu, rovnice 3" — 3" + ¢y — y = 0 je diferencidlni rovnice pruniho fadu, zatimco
rovnici ¢y — ¢y — y = 2z za diferencialni rovnici viibec nepovazujeme. V této kapitole se
budeme pfevazné vénovat zkoumani velmi jednoduchych, pro fyziku vsak znac¢né dulezitych
rovnic 1. fadu, které se uzivaji napf. k popisu radioaktivniho rozpadu, ale i k popisu ristu
populaci, atp. Jsou to rovnice tvaru

Yy +a(z)y=>bz), z€/(cd), (1.4)

kde a, b jsou spojité funkce na intervalu (c, d). [ VSechny spojité funkce na intervalu (c, d)
tvori linearni prostor C((c,d))]. S nékterymi rovnicemi tohoto typu jsme se jiz diive sezna-
mili.
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I kdyz jsme pii popisu metod hledani primitivnich funkci vyslovné o diferencialnich
rovnicich nemluvili, Ize lohu nalézt primitivni funkci k dané funkci f interpretovat jako
jednoduchou diferencialni rovnici. Dilezitym tvrzenim, které budeme velmi casto uzivat, je
a lze ho zalozit napf. na zékladnich poznatcich z teorie Riemannova integralu nebo na
stejnomérné aproximaci spojité funkce na uzavieném intervalu polynomy (Weierstrassova
véta) |.

Definice 1.1.2. Kazdou funkci ¢ definovanou na intervalu (v,9) C (¢, d), pro kterou
existuje derivace ¢’ na (y,0) a

¢'(z) +a(z)p(z) =bz), we(v,9),
nazyvame feSenim rovnice (1.4).

Poznamky 1.1.3. 1. ProtozZe predpokldaddme spojitost funkci a a b v intervalu (¢, d) a pro-
toze kazdé feSeni y rovnice (1.4) v intervalu (v,0) C (c¢,d) je spojité, plyne z identity
Y =0b—ay, ze y € CY((~,5)) [Linedrni prostor viech funkci f na (7, ), které maji spoji-
tou n-tou derivaci (a tedy vSechny derivace f*) pro k = 1,2,...,n), znaé¢ime C™((v,§))].
Vidime tedy, 7e staci hledat feseni pouze mezi funkcemi z CV((v,0)).

2. O rovnici (1.4) fikame, Ze je to linearni diferencialni rovnice 1. fadu s pravou stranou,
na niz stoji funkce b?2). Pfi feSeni této rovnice hraje vyznamnou roli téZ rovnice

v +alr)y=0, xz€(cd)), (1.5)

kterou z rovnice (1.4) dostaneme volbou b = 0. O ni zpravidla mluvime jako o rovnici
s nulovou pravou stranou nebo jako o homogenni rovnici. Ponékud absurdnimu (ale
nékdy uzivanému) terminu ,rovnice bez pravé strany“ se budeme zasadné vyhybat. Tato
tumluva ndm umoziiuje kratce a jednoduse se o obou rovnicich (1.4) a (1.5) domlouvat.
Obecné je nutno dévat pozor na kontext, nebof termin ,homogenni“ se v pfibuznych
matematickych disciplinach vyskytuje také v jinych vyznamech.

3. Termin linearni v tomto kontextu souvisi s tim, Ze oznacime-li

Lly) =y +a(@)y, yecCP((cd), (1.6)

je L linedrni zobrazeni z C™M((c,d)) do C((c,d)) [P¥ipometime, ze piedpokladdme spojitost
funkce a; jak se ukéze, je to dokonce zobrazeni na C((c,d))]. Zfejmé pro kazdé dvé funkce
y1, 192 € CH((c,d)) a viechna a1, ay € R je tedy

L(oqyr + agye) = a1 L(y1) + asL(y2) .

Linearita zobrazeni na levé strané rovnice znac¢né usnadiiuje nalezeni vSech jejich feseni;
pozdéji se ukaze, Ze stejnym zptisobem lze linearitu vyuzit i za mnohem obecnéjsi situace.

4. Pracujeme s funkcemi jediné redlné proménné a jejich derivacemi. Protoze mluvime o de-
rivacich a nikoli o parcidlnich derivacich, je zvykem oznacovat nami studované rovnice jako
obycejné diferencialni rovnice (ODR) a tak je odliSovat od parcidlnich diferencialnich
rovnic (PDR). Podobné zkratky se uzivaji i v anglicky psané literatufe, pti¢emz napi. ODE
zkracuje vyraz ,ordinary differential equation®.

2) Hlubsi pohled na diferencidlni rovnice ziska ¢tenai teprve po precteni dalsi ¢asti textu.
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Definice 1.1.4. Necht ¢ je pevné zvolenym FeSenim diferencialni rovnice (1.4) v intervalu
(7,0). Jestlize pro kazdé feSeni 1 rovnice (1.4) definované na intervalu (v1,d1) D (7,9)
plyne z rovnosti ¥|(7y,0) = ¢ i rovnost (v,d) = (71,01), nazyvéa se feSeni ¢ maximalni
feSeni (1.4). Jinak Feeno: maximalni feSeni neni netrividini restrikci zaédného jiného feSeni.
Systém vSech mazimdlnich Tesent rovnice (1.4) nazyvame obecné feseni rovnice (1.4).

Resit jakoukoli ODR znamend najit jeji obecné feseni. Neni-li obor vymezen pfesné,
fesime rovnici na vSech maximalnich otevienych intervalech, na nichz méa rovnice smysl;
to je imluva, kterou se fidime pii feseni piikladi, u kterych se ¢asto specifikace intervalu,
vici némuz obecné feseni hledame, vynechava. Poznamenejme jesté, ze kdyz mame najit
napt. takové maximdlni feseni rovnice (1.4), které vyhovuje pro danou dvojici [ g, 49 ] € R?,
xy € (¢,d), podmince y(z) = yo, je to jind tloha, s niz se setkime pozdéji.

Priklad 1.1.5. Mnozina funkci {log +C; C € R} je obecnym feSenim diferencidlni rovnice
y' =1/x, x € (0,00). Funkce log je charakterizovina touto diferencidlni rovnici spolu s dalsi
podminkou, napf. (1) = 0; takovym zpusobem se nékdy funkce (pfirozeny) logaritmus definuje.
Povsimnéte si, ze pracujeme s feSenimi vZdy na intervalu, podobny pojem pro obecnéjsi mnozinu
nezavadime. Pokud by nebyl specifikovan interval (0, c0), museli bychom nalézt téz obecné Feseni
rovnice na intervalu (—oo, 0).

Neékdy se setkate, napfr. v tabulkach, se vzorcem

d
/$:10g|x|+0.
T

Ten naznacuje, Ze vSechny primitivni funkce k funkci 1/z tvori systém { log|z|+C, C € R}, to je
vsak Spatné. Funkce vlevo i vpravo v této rovnosti jsou definovany na sjednoceni dvou disjunktnich
intervalii (—oo,0) U (0, +00). Spravné musi byt vzorec chapan tak, ze vSechny primitivni funkce
k funkei 1/z, z € (0, +00), tvoii systém {logz + C1; C1 € R}, z € (0,+00) a soucasné vsechny
primitivni funkce k funkci 1/z, z € (—00,0), tvofi systém {log(—xz)+Cy; C2 € R}, x € (—0,0).
Konstanty C, Cs jsou vSak navzajem zcela nezdvisle !

Vénujme se nyni rovnici (1.5). Dokadzeme, Ze pro ni je struktura feseni podobnd jako
u rovnice (1.2). Pfipometime, Ze pfitom podstatné vyuzivame Poznamky 1.1.3.

Lemma 1.1.6. Vsechna Teseni rovnice (1.5) definovand na intervalu (7, ) tvori linedrni
podprostor prostoru CV((v,0)). Dimenze tohoto prostoru je 1 3).

Dikaz. 7 linearity operatoru L z (1.6) plyne, Ze jsou-li y;, yo FeSenimi rovnice (1.5) na
(7,6) a 1,0 € R, je také 191 + coyo FeSenim rovnice (1.5) na (v, 0), tj. plati

L(ciyr + cay2) = 0.
K difikazu, Ze maximalni feSeni tvoii jednodimenzionalni podprostor prostoru CV((v,6)),

uzijeme podobného obratu jako vyse. Je-li A primitivni funkce k funkci a, tj. plati A" = a,
potom se lze dosazenim snadno presvédcit, ze funkce

y(x) = exp(=A(2)), x€(7,9), (1.7)

3) Pouzijeme-li znalosti z linearni algebry, je tento prostor jadrem Ker L operatoru L.
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je TeSenim (1.5). Z Poznamky 1.1.3 (3) plyne, ze pro kazdé C' € R je také funkce Cy
feSenim rovnice (1.5). Nyni dokdzeme, ze kaZdé Teseni rovnice (1.5) je ndsobkem funkce
exp(—A(x)). K tomu staci uvazit, ze pro kaZdé feseni y rovnice (1.5) na (v, d) plati

< y(x) )l _ y' () exp(—A(x)) + y(z) exp(—A(z))a(x)
exp(—A(z))

(—A exp?(—A(z))
Y@ ray)
exp(—A(z)) ’
takze je tento podil konstantni funkci na (v, ¢). Tim je diikaz dokonéen. ]

Poznamka 1.1.7. Maximalni interval, na némz existuje primitivni funkce k funkci a, pomoci
které popisujeme feSeni (1.5) vztahem (1.7), je interval (c,d) z (1.4).

Lemma 1.1.8. Je-li y; 7esend rovnice (1.4) na (v,0) a ya TeSent rovnice (1.5) na (v, 9),
pak je soucet y; + yo Tesenim rovnice (1.4) na (v, 9). Jsou-li y1, yo dvé Feseni rovnice (1.4)
na intervalu (vy,9), je jejich rozdil y; — yo TeSenim rovnice (1.5) na (v, 0).

Diikaz. P¥imy vypocet dava L(yi + y2) = L(y1) + L(y2) = b+ 0 = b. Podobné snadno
spoc¢teme L(y; — y2) = L(y1) — L(y2) =b—b=0. O

Teoreticky 1ze obecné feseni rovnice (1.4) uréit dvojim nalezenim primitivnich funkei ):
Je-1li y FeSeni této rovnice a je-li A néjaka primitivni funkce k funkci a v intervalu (¢, d), je

(y(x) @) = (y/(x) + a(z) y)e*™ = b(z) eA® = B'(z), (1.8)

kde B = B(r) je n&jaka primitivni funkce k funkci b(z) e*(*). Porovname-li prvni a posledni
vyraz v (1.8), pak z jiz zminéného disledku véty o stiedni hodnoté plyne pro vSechna
€ (¢,d) a vhodné zvolenou konstantni funkei C'

y(x) ™ = C + B(x); (1.9)
odtud snadno plyne
y(z) = (C+ B(x))e ) = Ce=4® 4 B(z)e ). (1.10)

V tomto tvaru lze napsat kterékoli feSeni rovnice (1.4). Obrécené: Ma-li funkce y na inter-
valu (c, d) tento tvar s libovolné zvolenou konstantni funkei C, je

y = (B'(z) — a(z)(C + B(x))) exp(—A(z)),
takze pomoci (1.8) dostavame
y' +a(z)y = B'(r)e 4™ = (b(z) ™) e @ = b(z);

funkce y popsand pomoci (1.10) je tedy FeSenim rovnice (1.4). Shrneme-li pfedchézejici
tvahy, mizeme zformulovat vysledek: Pri zavedeném oznacent je y tesenim rovnice (1.4),
prave kdyz plati (1.10), kde C' je konstantni redlnd funkce °). Popsany postup feSeni budeme
nazjvat metoda integraéniho faktoru. Integra¢nim faktorem je zde funkce e(®),

Je vhodné si jesté uvédomit, Ze je sice existence primitivnich funkei k funkci a(z) a
k funkci b(x)exp(A(x)), © € (¢, d), zarucena jejich spojitosti, ale tyto primitivni funkce
mohou nékdy byt jen velmi obtizné popsatelné pomoci tzv. elementarnich funkci, pfipadné
je to dokonce nemozné. Vysledky shrneme do nasledujici véty:

4) 'V dnes jiz neuzivané terminologii dvoji kvadraturou.
%) Zpravidla do zapisu vysledku ptidavame C' € R a chdpeme rovnost (1.10) ,bodové*.
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Véta 1.1.9. Je-li y; jakékoli mazimadlni fesent rovnice (1.4), je obecné feseni rovnice (1.4)
identicke s mnoZinou vsech soucti tvaru y; +y2, kde y2 je néjaké mazimdlni fesent rovnice
(1.5). Jinak teceno: abychom ziskali obecné teseni rovnice (1.4), staci ke vsem prvkim
obecného Teseni (1.5) pricdist jedno pevné zvolené mazimdlni Tesent yo rovnice (1.4).

N

(1.4) se zvolené (maximalni) feSeni y2 ¢asto nazyva partikularni feSeni rovnice (1.4).

Diikaz. Zvolme jedno maximdlni feSeni y; rovnice (1.4). Je-li y libovolné maximalni FeSeni
rovnice (1.4), plati y = y1 + (y — y1), 2z ¢ehoz pomoci Lemmatu 1.1.8 plyne tvrzeni véty. [

Poznamka 1.1.11. Zname-li tvar feseni rovnice (1.5), lze uréeni jednoho (partikularniho) fe-
Seni rovnice (1.4) do zna¢né miry ,zmechanizovat®“. Dalsi metoda Feseni rovnice, kterou pozdéji
zobecnime, se nazyva metoda variace konstant. V tomto pfipadé jde o jedinou konstantu, takze
vypocet je opét jednoduchy. Jiz vime, ze pro kazdé C' € R je

y(x) = Cexp(—A(z)), =€ (cd),
obecnym Fesenim (1.5), pokud A’ = a. Budeme nyni hledat feSeni rovnice (1.4) ve tvaru
y(a) = C(x)exp(=A(z)), =€ (¢d),

kde C je (néjaka) funkce, kterd ma vlastni derivaci pro vSechna x € (¢, d). Zderivovanim a dosa-
zenim do (1.4) dostaneme pro vSechna tato x

C'(x) exp(—A(x)) + C(x) exp(—A(x))(—a(z)) +
+ C(x) exp(—A(x))a(z) = b(x),

tj. plati (mame i zaroven jakousi kontrolu, ¢leny na druhém a tfetim misté na levé strané se vzdy
musi ,,zrusit*)

C'(x) = b(z) exp(A(z)) . (1.11)

Vpravo je funkce z C((c, d)), existuje tedy k ni (alespon jedna) primitivni funkce a ta po dosazeni
za C(z) da vzorec pro partikuldrni FeSeni rovnice (1.4). Uzitim (1.11) snadno nahlédneme, ze
funkee C je vzdy z CV((c, d)). Ctenéi si miize povsimnout, Ze pii tomto postupu hledame tytéz
dveé primitivni funkce, jejichz existenci jsme vyse dostali ze spojitosti. Ukdzkam praktického feseni
linearnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu je vénovan napi. § 30 ucebniho textu [10].

Priklad 1.1.12. Pro ilustraci feSme obéma metodami na R rovnici
Y + 2zy = 22° . (1.12)

Nejprve feSme pomoci integrac¢niho faktoru. Snadno nahlédneme, ze (acz)/ = 2z, takze
integra¢ni faktor je exp(x?). Ndsobime jim tedy celou rovnici a obdrzime

(y eXp(I2)>/ = (v + 2zy) exp(z®) = 22° exp(2?) = (exp(2?)(2® — 1))/, (1.13)

a tedy
yexp(z?) = exp(2?)(2* — 1)+ C. (1.14)

Odtud dostaneme jednoduchou tpravou

y=Cexp(—2®) +2° -1, CeR. (1.15)
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Resme nyni dlohu metodou variace konstant(y). Rovnice 3’ + 2ry = 0 mé4 pak obecné
feseni tvaru y(z) = C exp(—2?), o éem se lze presvédéit dosazenim. Je-li nyni C € CV(R)
a y(z) = C(x) exp(—2?), dostaneme po zderivovani a dosazeni do (1.12)

C'(z) exp(—2?) — 22C(z) exp(—2?) + 220(x) exp(—a?) = 22° (1.16)
z Gehoz dostaneme po uréeni (jedné) primitivni funkce k 223 exp(z?) napt.
C(z) = (#* — 1) exp(z?).
Obecné feSeni rovnice (1.12) je tedy podle Véty 1.1.9 tvaru

y(z) = Cexp(—a?) + 2> -1, C eR.

1.2 Ukazky pouziti

Nasledujici tti priklady ukazuji jednoduché modely situaci, které lze popsat pomoci diferencialnich
rovnic. Je uzitecné si uvédomit jiz nyni jistou univerzalitu : c¢asto prakticky stejny model popisuje
velmi rdznorodé jevy.

Piiklad 1.2.1 (exponencidlni rust). Populace bakterii v roztoku zavisi na ¢ase; oznac-
me P(t) pocet bakterii v ¢ase t. Necht AP := P(t+ At) — P(t) je pfirtistek poctu bakterii
za (kratkou) dobu At; z pozorovani je znamo, ze prirtstek AP je tmérny velikosti populace
P(t) a dobé At. To zapiSeme ve tvaru

AP ~ aP(t)At, resp. AP/At=~aP(t),

kde « je kladné konstanta. Je to poznatek podlozeny zkuSenosti z experimentt. Symbol
~ ma Ctenafe upozornit na to, ze jde o hypotetickou pfibliZznou rovnost. Po provedeni
limitniho prechodu pro At — 0+ vlevo v poslednim vztahu a nahrazeni ~ symbolem
= dostaneme matematicky model, popisujici jistou zjednodusenou situaci. Tento model je
popsan jednoduchou diferencialni rovnici

P —aP=0. (1.17)
Jak jsme vyse odvodili, obecné feseni této rovnice mé tvar
P(t) = Pye*, teR,

kde Py > 0 je velikost populace v ¢ase t = 0 9); piipad P, ktery déva trividlni feseni
P = 0 vSak neni zajimavy. Tento jednoduchy zakon ristu populace (nékdy nazyvany
malthusidansky zakon ¢ model) neni specificky pro populaci bakterii a je aplikovatelny na
lidskou populaci, populaci rostlin nebo zvirat urcitého druhu.
Zname-li kromé P, téz P, := P(t;) pro né&jaké t; > 0, muzeme vypocitat konstantu «;
ziejmeé z rovnosti P, = FPyexp at; plyne
1 P

= —log =L, 1.18
a=logp (1.18)

6) Zpravidla nas zajimé pouze chovani P od jistého okamziku, jemuz odpovid4 v matematickém modelu
obvykle ¢t = 0.
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Oznacme 0 Cas, za ktery se velikost populace zdvojnasobi. Snadno dostaneme

o PUt+0) _ Roe™™

P(t)  Byet

a tedy d = (log2)/a. Je pozoruhodné, Ze tento ristovy zakon i pres velké zjednoduseni
realné situace davéa pro urcita casova obdobi vysledky velmi blizké empiricky ziskanym
datim.

Poznamka 1.2.2. Statistickd data ukazuji, Ze se po dlouhou dobu pocet obyvatel na Zemi
zdvojnasobuje priblizné kazdych 35 let. Podle udaju OSN v r. 1986 Zilo na Zemi asi 5 miliard
lidi. Z téchto tdaji snadno ur¢ime potfebné konstanty, takze pro pocet lidi na Zemi dostavame
vzorec

P(1986 +t) = 5-10% - %02%,

Podle néj provedeme vypocet predpokladaného poctu obyvatel Zemé v budoucnosti; po zaokrouh-
leni piislusnych hodnot dostaneme tabulku 7)

Rok Obyvatel Zemé  U.S. Census B.

1986 5 miliard 4,935 miliard
2000 6,6 miliard 6,081 miliard
2050 18,0 miliard 9,224  miliard

2100 48,9 miliard
2300 2,7 biliénid
2501 148,7 biliéna

To by znamenalo, ze v r. 2501 bude mit kazdy obyvatel Zemé k dispozici cca 1 m?. I kdyz model
poskytuje v kratsich casovych intervalech vcelku pfijatelné hodnoty, posledni tidaj ukazuje, Ze
pouziti popsaného modelu pro dlouhé casové tseky dava absurdni vysledky. Pro zajimavost:
Dne 12. fijna 1999 symbolicky uvital generalni tajemnik OSN Kofi Annan prvniho obcana sedmé
miliardy obyvatel Zemé a prvni ob¢an osmé miliardy obyvatel Zemé prisel pry na svét 31. fijna
2011. Podle naseho jednoduchého vzorce dostaneme P(2011) = 5 - 109 - e¥° = 8,244 miliardy, a
to na konci roku 2011.

jako v predchézejicim prikladu.

Piiklad 1.2.3 (linearni dietni model). Hmotnost ¢lovéka zavisi na mnoha vécech, ale
v prvnim pfibliZzeni je funkci pfisunu energie v potravinach a jeji ,,spotfeby®; ta zavisi na
¢innosti, kterou ¢lovék vykonava, ale i na véku a pohlavi jedince, na metabolickych fakto-
rech apod. Denni spotfeba jedince ¢ini obvykle 30 az 40 kilokalorii (kcal) na kazdy kilogram
jeho vahy w. Pii primérném energetickém pfisunu 35 kcal denné na kazdy kilogram vahy
jedince lze ocekavat, ze se jeho vaha stabilizuje. Z pozorovani dospivame k predstavé, ze
zména vahy je pfimo tmeérna piebytku, resp. nedostatku, v energetickém piisunu. Podle
ni napi. ¢lovék o vaze 70kg pri denni konzumaci 70 x 35 = 2450 kcal nebude na vaze ani
pribirat, ani ubirat, avsak kazdych cca 7000 kcal prebytku v celkovém pfisunu vyvola na-
sledné zvyseni vahy o 1 kg. Tato predstava nas dovadi k modelu, popsanému diferencialni
rovnici
,  35(c—w) w’

tj. =
7000 0 O poe 0009,

") Posledni sloupec tabulky udava skuteény stav a také piedpovéd pro r. 2050 tak, jak byla uvedena
v mezindrodni databédzi U.S. Census Bureau (stav k 26. 4. 2005 ). Detailni a aktualni pohled na dnesni stav
uvadime v Kapitole 3.9 v Poznamce 8.2.2. Srov. [34].
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ve které jsme c oznacili vahu sledovaného clovéka, ktera by odpovidala ustalenému stavu
pri konstantnim dennim energetickém prisunu. Resenim této rovnice dostavame

w(t) = ¢+ (w(0) — ¢)e 0%,

Jestlize pan Tlusty, vazici 95 kg, omezi sviij celkovy denni prisun na 2625 kcal, bude jeho
vaha v zavislosti na case t vyhovovat vztahu

w(t) = 75 + 20 exp(— 0,005¢) .

V tom pripadé se podle naseho modelu bude vaha pana Tlustého postupné blizit 75 kg
(je totiz 2625 = 35 x 75), pricemz vahy 80kg (!) dosdhne teoreticky za 278 dni, tedy za
vice nez tii ¢tvrté roku®). Proto patrné tolik dobrych predsevzeti konéi fiaskem! (Srovnej
s [31].) V dalsim textu ukadzeme, Ze jednoduchy odvozeny model je pouZitelny i v dalsich
situacich s praktickym vyuzitim.

Priklad 1.2.4 (traktrix). Premysleli jste nékdy o tom, po jaké kiivce se bude pohybovat
vzpirajici se pes, kterého tahne na voditku za sebou jeho pan? Patrné ne. Je to vsak
tloha stard jako infinitesimalni pocet, Fesil ji totiz jiz Leibniz (viz Historické poznamky
v Kapitole 9).

Tato kfivka je zndma téz pod jménem psi
kfivka nebo stihaci kfivka a v obecnéjsi
formulaci popisuje drdhu bodu A, ktery se
pohybuje konstantni rychlosti r; vzdy ve
sméru k bodu B, pohybujicimu se konstantni
rychlosti r9 po pfimce p. AC jde zdanlivé
o hiicku, je zde souvislost napft. s letectvim.
Budeme se zabyvat jen piipadem trak-
trix. Bod A = [a,0] je pocateéni polohou
psa, bod B = [0,0] je pocate¢ni polo-
hou jeho péna (na ilustracnim obrazku je
a = 4). Je-li pan pii rovnomérném pohybu
,vzhiru“ v bodé B’, je pes na kiivce v bodé
A" a vzdalenosti AB a A’B’ jsou rovny
a, pricemz smér tusecky A'B’ je smérem
teény kiivky v bodé A’. Vyuzitim poznatki
elementarni geometrie tak dospéjeme k rovnici

, a2 — 2

Yy=—"—"—"""
X

Obr. 1.1

pficemz je zfejmé y(0) = 0.
Reseni: Reseni miizeme zapsat ve tvaru

y(x)__/a\/r .

t

8) Pro milovniky SI soustavy uvadime pievodni vztah 1 kcal = 4,186 kJ. Pro milovniky piva uvadime
jesté dalsi prevodni vztah 11 Gambrinusu 12° = 1860kJ. Podle tohoto modelu by tedy teoreticky pfi
konzumaci pouze 1 litru Gambrinusu denné dosahl pan Tlusty vahy 80 kg jiz za cca 38,5 dne.
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coz nam po integraci dava (znaménko ,—*“ odpovida pohybu péana ,doli“, tj. ve sméru zaporné

poloosy y; tak dostaneme druhou vétev kiivky)

y== (a log VT T a2 = x2) (1.19)

Pokud bychom chtéli traktrix vyjadrit parametricky, pak po substituci x = acost a upravé

dostaneme

1 int
xz(t) =acost, y(t)= ia(logﬂ

—sin t) .
Poznamky 1.2.5. Uvedme bez ditkazu péar zajimavosti: Systém ortogonalnich kiivek k traktrix
(nékdy téz trajektorii) je popsan diferencidlni rovnici

;o x
y - a2 — ,'L'2 b
je to tedy systém kruznic 22 + (y — C')? = a®. Obalkou teden traktrix (tzv. evolutou této kiivky)

je fetézovka o rovnici

)
z = acosh =
a

a obsah neomezeného obrazce mezi traktrix a kfivkou s ni symetrickou podle osy y je roven
a®. Se zaménou os, abychom dostali fetézovku v ,piirozené poloze“, a pfi volbé a = 1 vypada
prislusny obrazek takto:

Obr. 1.2

Lze ocekavat, ze nalezené vysledky o linearnich diferencialnich rovnicich bude mozno
dale zobecnit, napt. pro linearni diferencialni rovnice n-tého fadu a to v dalSim textu
skutecné udélame. Na zavér stoji snad za zminku, ze fadu dalsich zajimavych prikladi
nalezne ¢tenar v [3], jedné z ,nejctivéjsich“ ucebnic, které pojednavaji o diferencidlnich
rovnicich. Dalsimi knihami tohoto typu jsou [1] a [8].
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1.3 Cviceni

1. Ukaite, Ze funkee y(z) = Cz 4+ C(1 + C?)~1/2 je pro kazdé C € R FeSenim rovnice

/

’ Y
y -y = ———=!
VIt (y)?
2. Ukazte, Ze pro kazdé C € R je funkce y = C? + 2 C(x — C) feSenim rovnice
(v)? — 4z’ +4y = 0! ()

2

Je to obecné feseni rovnice (x) 7 Je funkce y = z* FeSenim (x) ?

3. Dokazte, Ze funkce (e** + e~ ") /2a + C je FeSenim rovnice
v = a1+ )P

4. Reste rovnici
y + 22y = 2ze " | [y(z) = (22 + C) e_‘r2] .
5. Reste rovnici
y —2zy=32> — 22! [y(z) = (23 7"+ C) S Cer] )
6. Reste rovnici

2y +(1—2x)y=ze"!

x C
[y(:c) =e” ( B + ;) ; vSimneéte si definiéniho oboru D, v zavislosti na C }

7. Reste rovnici

v + (y — 2sinx)cosz = 0! [y(m) — 9sinz — 2+Ce—sinx]

8. Reste rovnici

y oty =cosal [yle) = ST 4 e
9. Reste rovnici
y —2zy ==
DS e — 1
s pocateéni podminkou y(0) = 1! [y(x) = 5 }

10. Urcete obecné feSeni rovnice
(1+ 22y + zy = (1 4 22)>/?!

z° 223 1
[Rovnici nejprve délte virazem (1 + 22); y(z) = (— +—+4z+ C’) 7}

5 3 /1—|-932

11. Reste rovnici
! xT

yty=e
_e$+3e_$}

s po¢ateéni podminkou y(0) = 2! [ y(x) 5
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12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Reste rovnici
xT

y+y=e"
s pocate¢ni podminkou y(0) = 3! [ y(z) = (zx+1)e™®

Najdéte obecné feseni rovnice
2z
/

e

a pak urcete maximalni feSeni vyhovujici poc¢ateéni podmince y(0) = 1!

Y

[y(m) = (arctgz + C) (1 + 2?); y(x) = (arctgz +1)(1 +2%) na R
Najdéte obecné feseni rovnice
1
y'+—5y=0
x
a pak urcete maximalni feSeni vyhovujici poc¢ateéni podmince y(—1) = 2!
[Obecné feseni: y(z) = C1e'/?; x € (—00,0), C1 € R a y(z) = Cye/*, x € (0 + o),

Cy € R; piislusné maximélni feseni je tvaru y(z) = 2e(1+2)/%; 1 € (—00,0) ]

Najdéte obecné feseni rovnice

=0

/
v 1+=x Y
a pak urcete maximalni feseni vyhovujici poc¢ateéni podmince y(0) = 1!

[obecné fefeni: y(z) = C1(1 +2)7 Y o € (—o0,—1), C1 € R a y(z)=C(1+2)7L,

x € (—1,400), Cy € R; pfislusné maximalni feseni je tvaru

ylx)=(1+2)"'; ze€(-1,+00) ]

Najdéte obecné feseni rovnice
—sinz

/
Yy +ycosx =e
a pak uréete maximalni feSeni vyhovujici po¢ateéni podmince y(0) = 1!
[ Obecné feseni: y(z) = (z + C)e™"%; prislusné maximélni Fefeni je tvaru

y(z) = (z+e)e """, zeR]

Reste rovnici
y =cotgz, x€(0,m)!

[Obecnym feSenim rovnice na intervalu (0, 7) jsou funkce

y(x) =log|sinz|+C, kde CeR.

Pro kazdé C' € R dostaneme tedy jedno maximélni feSeni rovnice. ]



Kapitola 2
Zakladni pojmy

V Kapitole 1 jsme fesili jednoduché diferencidlni rovnice. I kdyz jsme potiebné po-
jmy ve specialnich pfipadech jiZz jednou definovali, udélame to nyni struc¢né v obec-
néjsi situaci znova. Budeme podstatné vyuzivat zakladni poznatky z algebry a
nékteré elementarni vlastnosti funkci vice proménnych, nebudeme je vSak dokazo-
vat. Vyklad bude mit navic volnéjsi popisnou formu, nebot striktni formalizace by
byla pro nase potreby pfili§ naro¢na a netcelna. Pokud nebude vyslovné feceno
néco jiného, pracujeme v této kapitole pouze s redlnymi funkcemi.

2.1 Uvod

Oznaceni 2.1.1. Obycejnou diferencialni rovnici budeme rozumét rovnici
F(z,y,y,...,y™) =0, (2.1)

kde F je funkce definovand na néjaké oblasti G C R"*2. Nejvyssi fdd derivace efektivné
vystupujici v rovnici nazyvame ¥ad rovnice. ReSenim rovnice (2.1), podrobnéji FeSenim
rovnice (2.1) na intervalu (¢, d), nazyvame kazdou funkci ¢ definovanou na intervalu (c, d)
takovou, Ze existuje jeji derivace ¢™ na (c,d), je [z,0(z),..., ™ (x)] € G pro viechna
x € (c,d) a
F(z,0(z),...,™(x)) =0, x € (¢,d).

Reseni rovnice (2.1) se nazjva maximalni Feseni (nckdy se uziva i termin aplné Fesent), je-
li definovdno na maximalnim intervalu, tj. neni restrikci feSeni rovnice (2.1), definovaného
na intervalu (¢, d’), pro né&jz (¢, d) C (¢/,d") # (¢, d). Mnozinu vSech maximélnich FeSeni
rovnice (2.1) nazyvame obecnym feSenim (2.1). Kazdé feseni rovnice (2.1) je tedy restrikci
néjakého maximalniho feseni, tj. jednoho prvku obecného feseni. Nebyva vétsinou obtizné
zjistit, zda je funkce Tfesenim dané diferencialni rovnice. VyTesit ji, tj. nalézt jeji obecné

vvvvv

Poznamka 2.1.2. Velmi ¢asto pracujeme s rovnicemi tvaru

y™ = flz,y,y, ...,y V), (2.2)

které jsou rozieseny vzhledem k nejvyssi derivaci. Jelikoz vlevo stoji derivace y™ ne-
znamé spojité funkce y(™®~), je tato rovnice fesitelnad pouze v piipadé, Ze i funkce f na
pravé strané v (2.2) je ,dostatecné rozumna“. My se v dalsim vykladu omezime na ptipad
spojite funkce f.

15
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Budeme nejprve vysetfovat jednodussi piipad diferencialni rovnice prvniho fadu se
spojitou funkci f. Uvedeme tlohu s predpoklady, se kterymi budeme nadéle pracovat.

Umluva 2.1.3 (dileZita). Resime-li diferencidlni rovnici

y' = f(z,y) (2.3)

s funkci f spojitou na oblasti (tj. oteviené souvislé mnozing) G C R? ktera je zaroven
defini¢nim oborem f, ¢asto pro [xg,yo| € G budeme hledat jeji feSeni ¢ definované na
néjakém intervalu (¢, d) C R obsahujicim bod xg, pro néz bude platit

e(x0) = Yo (2.4)

Podrobnéji: zadame, aby feSeni vyhovovalo podmince

¢'(x) = flz,p(x)), x€(cd),

(plyne z ni i inkluze {[z,¢(x)]; v € (¢,d)} C G) a soucasné spliiovalo rovnost (2.4).
S ohledem na nékteré fyzikalni aplikace, kde proménnou z byva casto cas, se tato tloha
nazyva pocatecni tlohou nebo také Cauchyho tlohou pro rovnici (2.3) . Obvykle uzivany
stru¢ny zapis ulohy je tvaru

y' = flz,y@), y(xo) =0,
kde rovnost y(x¢) = yo vyjadfuje tzv. pocateéni podminku.

P¥i geometrické interpretaci FeSeni jakozto ,kiivky“ popsané funkci ¢ (zde vSak pra-
cujeme s otevienym intervalem) hovoiime pak o FeSeni, prochazejicim bodem [z, ].
Pfirozené otazky, na které budeme hledat odpovéd, jsou dve:

(a) kdy existuje feSeni rovnice (2.3) vyhovujici po¢ateéni podmince (2.4) a

(b) kdy ke kazdym dvéma feSenim této tlohy existuje okoli U(z() bodu g, na kterém
tato TeSeni splyvaji.

V tomto smyslu také popsany problém chapeme jednak jako problém existence FeSeni
(2.3) prochazejiciho bodem [z, yy | a problém jeho jednoznaénosti.

Poznamka 2.1.4. Pro nizorné chapani feSeni uvedme jesté jednu interpretaci fyzikalné-geo-
metrického charakteru. Diferencilni rovnice (2.3) je jakymsi ,kompasem*, ktery v bodech [,y |
¢asti roviny zpravidla ukazuje, jakym smérem se z néj mame pohybovat. Vyfesit diferencialni
rovnici (2.3) pak znamend ,projit ¢asti roviny“ podle tohoto kompasu. Kfivka, po niz se pohy-
bujeme, je grafem (néjakého) feseni. Casto se v této souvislosti mluvi o smérovém poli uréeném
rovnici (2.3) a to se téz graficky znézornuje. Srovnejte se schematickym nacrtkem na nasledujicim
Obr.2.1.
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Obr. 2.1

Nacrt na obrazku by vSak nemél vzbudit ve ¢tenafi predstavu, ze chovani feSeni v blizkosti ,kraje
oblasti“ musi byt jednoduché, napf. Ze funkce popisujici feseni musi mit v krajnich bodech svého
definiéniho oboru limitu, nebo Ze se feSeni v néjakém bodé nemuize ,rozstépit.

2.2 Existenc¢ni véty

Nejprve dokazeme jednoduché lemma, jimZ po¢ateéni tilohu z predchazejici Umluvy 2.1.3 budeme
prevadét do jiného tvaru.

Lemma 2.2.1. Necht ¢ je v kontextu Umluvy 2.1.3 spojitd funkce na otevieném intervalu
I obsahugjicim bod xy. Potom ¢ je Tesenim pocdtecni ulohy na I, pravé kdyZ pro vsechna
x el jelx,p(x)] € G ap je TeSenim tzv. integralni rovnice

o) =+ [ ftov)d. (25)
o
Dikaz. Pripomenme jiz zavedené oznaceni: mame feSit rovnici

y = f(z,y) (2.6)

spolu s po¢ate¢ni podminkou (2.4), tj. y(zo) = yo. Pokud plati (2.5), pak integral ze spojité
funkce f(z,p(z)), € I [sklddame spojité funkce| v této rovnici vpravo je primitivni
funkei k integrandu, takze odtud zderivovanim [potfebujeme k tomu tvrzeni o derivovani
integralu podle meze] plyne (2.3). Pro x = xy dostaneme ¢(zo) = yo. Obrécené, z rovnice
(2.3) plyne integraci rovnost funkci

/xcp'(t)dt :/xf(t,cp(t))dt, xel;

integral na levé strané predchazejici rovnice je roven p(z) — p(z9) = ¢(x) — Yo, z ¢ehoz jiz
dostaneme (2.5) jednoduchou upravou. O

Nyni se seznamime s tvrzenim casto oznacovanym jako Peanova existenc¢ni véta. Na
zékladé prace, v niz bylo toto tvrzeni dokazano, ziskal r. 1886 italsky matematik Peano
doktorat. Casto se vsak cituje az jeho prace z r. 1890.
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Tvrzeni 2.2.2 (Peano 1886). Predpoklddejme, Ze v rovnici (2.3), tj. rovnici

y' = f(z,y),

je funkce f spojita na oblasti G C R? a Ze plati [z, yo| € G. Potom existuje a > 0 a funkce
¢ : (v — a,z0 + a) — R tak, Ze pro vSechna = z tohoto intervalu [z, p(x)] € G a plati

Spl(x) :f(x790<x))7 S (:L‘O—()é73170+04),
©(x0) = Yo , (2.7)

t3. pocdtecni uloha md alespon jedno 7esent.

Uvedend Peanova véta nezarucuje jednoznacnost feseni rovnice (2.3), a to ani lokalné.
To bude dobre patrné z nasledujiciho ptrikladu, ktery rovnéz pochéazi od Peana.

Piiklad 2.2.3 (Peano 1890). Resme rovnici

Y =3+v/12. (2.8)

Reseni: Kazdé feseni rovnice (2.8) je funkce neklesajici, protoze prava strana v (2.8) je neza-
porna. Pokud tedy pro néjaké feseni y a x1 < 9 nastavaji rovnosti y(z1) = y(z2) =0, jey(xz) =0
pro vSechna x € [x1,x2] [pfipoustime i degenerované intervaly, tedy ptipad, kdy =1 = x2]. Mno-
zina N (y) nulovych bodt feseni y je proto bud prazdnd, nebo je to interval obsahujici své krajni
body, pokud je v nich (spojitd) funkce y definovana.

Je-li feseni y v intervalu (v, ) vSude nenulové, je (2.8) v tomto intervalu ekvivalentni s rovnosti
(yl/?’), =1, a také, jak zjistime snadnym vypoctem, s rovnosti

y(z) = (z = C)°, (2.9)

kde C' € R nelezi v intervalu (v, d). Snadno se presvédéime, Ze rovnost (2.9) pro z € R definuje
feSeni v R; toto reseni je samoziejmé maximalni.

Jiz vime, ze N(y) je bud () (tento p¥ipad nenastava), omezeny uzavieny interval (to je dusledek
spojitosti y), nebo interval neomezeny. Je-li interval degenerovany, ozna¢me C' jediny nulovy
bod maximélniho fefeni y; existuji tedy C1,Cy € R, pro néz y(z) = (z — C1)3, z € (—o0, 0),
ay(z) = (x — Cq)3, 2 € (C,+00). Ze spojitosti v nulovém bodé C ale vyplyva C = C; = Cs a
toto maximalni feSeni jsme jiz nalezli. Je-li vSak C; < Cy, N(y) = [C1,Ca], dostdvame Teseni !)

(x—C)? pro =z € (—o0,C],
y(x) = 0 pro z € (Cy,Cy), (2.10)
(x —Cy)® pro =z €[Cy +00).

Tato feSeni jsou ,nova“, vzorec (2.9) lze mezi né zahrnout, nahradime-li na druhém Fadku
v (2.10) otevieny interval intervalem uzavienym a pfipustime moznost degenerace intervalu.
Zbyvéa vsak jesté ptipad, kdy intervaly N(y) nejsou omezené.

Podobnou tvahou dostaneme pro pripad N(y) = (—oo, C']

- 0 ro z€(—o00,C],
y(o) = { (x —C)? gro z € (C,+00), (2.11)

1) Diferencovatelnost tohoto feseni v bodech ,lepeni® je ziejm4, obé jednostranné derivace jsou v nich
rovny 0.
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a pro piipad N(y) = [C,+o0)

[ (x=0C)* pro z€(—00,C],
y(w) = { 0 gro x € (C,400). (2.12)

Piipad N(y) = R vede na jiz nalezené feseni y = 0. Protoze jsme vycerpali vSechny mozné tvary
mnoziny N (y), je jiz seznam nalezenych maximéalnich feSeni rovnice (2.8) uplny. Poznamenejme
jesté, Ze vzorec (2.10) formalné popisuje obecné FeSeni v zavislosti na parametrech C; < Co,
C1,Cy € R* [pfipadim C; > Cy a € = Cy = £00 zadnd Feseni neodpovidaji|.

Jestlize budeme zkoumat vSechna takové feSeni y rovnice (2.8), pro kterd je y(1) = 1, pak
tato feseni v néjakém okoli bodu x¢ = 1 splynou; v tomto ptripadé je vsak i takovych splyvajicich
mazimdlnich feseni nekoneéné mnoho. Podobnou vlastnost jako pravé zvoleny bod [1,1] maji
vSechny body v roviné€ kromé bodt osy z, tj. bodi, lezicich na pfimce o rovnici y = 0. Témito
body prochéazeji také grafy nekoneéné mnoha maximalnich Feseni (v8echna jsou definovédna na R),
avSak ke kazdému zp € R a kazdému jeho okoli U(xg) lze nalézt takova dvé FeSeni y1, y2 na R,
ktera na U(xg) nesplyvaji [napt. pro bod zg = 0 staci volit y1(x) = 0, z € R a ya(x) = 23, € R;
tato dvé feseni nabyvaji stejné hodnoty pouze v bodé zy = 0].

Poznamka 2.2.4. Uvedenéd Peanova véta nezarucuje jednoznacnost feSeni rovnice (2.3)
ani lokalné. Jestlize si ¢tenar jesté jednou projde predchéazejici Priklad 2.2.3, snadno na-
hlédne, Ze na libovolné malém otevieném intervalu obsahujicim bod xy; mohou existovat
dvé rizné feSeni (dokonce i nekoneéné mnoho) rovnice (2.3), spliujici podminku (2.4). Jiz
v 1. 1925 byl dokonce sestrojen piiklad takové rovnice tvaru (2.3) se spojitou funkei f,
ze dokonce kazdym bodem [xg,yo| € G prochazeji alesponi dvé FeSeni, kterd nesplyvaji
v zadném okoli bodu x.

Tvrzeni 2.2.2 nebudeme dokazovat, popiseme vSak v hrubych rysech postup jeho ditkazu. Nize
zminovand Ascoliho véta patfi svoji povahou do vykladu o metrickych prostorech.

(K1) Od pocate¢ni tlohy se nejdiive prejde k ,lépe zvladnutelné“ ekvivalentni tloze.
(K2) Zavede se pro € > 0 pojem tzv. e-ptiblizného FeSeni.

(K3) Pak se vytvoii pro &, — 0+ posloupnost &,-pfibliznych Feseni ¢,, na vhodném intervalu
I obsahujicim bod zy z poc¢ateéni podminky.

(K4) Vyuzije se dusledek tzv. Ascoliho véty a z posloupnosti {¢,} se vybere podposloupnost
stejnomérné konvergentni na I k ¢.

(K5) DokéZe se, Ze ¢ je hledangm FeSenim podétecni dlohy.
Véta 2.2.5 (Picard 1890, Lindelsf 1894). Necht 6 > 0 a necht
I = (zg — 20,0 + 20) X (yo — 20, yo + 29) .
Predpoklddejme, Ze v rovnici (2.3)
J = fe.), (23)

je funkce f spojitd na intervalu I a Ze existuje kladné cislo K takové, Ze pro wvsechna
x € (xg — 28,29 + 20) a pro vsechna y1,y2 € (Yo — 20, yo + 29) plati

’f($,y1) - f(l',yz)| < K‘yl - y2|

(struénéji rikame, Ze f(x, -) jsou pro x € (xg — 29,z + 20) (stejné) lipschitzovské v pro-
ménné y € (yo — 26, yo + 26)). Potom plati:
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(a) Existuje interval (c,d) a reSeni ¢ rovnice (2.3) na intervalu (c,d) takové, Ze je
xo € (¢, d) a v(xg) = yo, tj. TeSent vyhovuje poc¢ateéni podmince (2.4).

(b) Jestlize Tesent w1, @o spliugi podminku (2.4), ezistuje okoli bodu xq, na kterém tato
resent splyvayt.

Toto tvrzeni se zpravidla dokazuje jako aplikace tzv. Banachovy véty o pevném bodu,

vvvvvv

to je prostor vSech spojitych funkci na jistém uzavieném intervalu. Dikazy Véty 2.2.2
a Véty 2.2.5 lze nalézt napt. v [35].

2.3 Rovnice vyssich radu

v = fyy .yt Y)
muzeme formalné upravit. Polozime-li
y(@) =), @) =), y" (@) =yu(2),
prejdeme k ekvivalentni tloze feSit soustavu rovnic 1. fadu
Yi=Y2, Yo=Yz, Y= L0090, Yn)

Bez zjevného zvyseni obtiznosti lze vySetfovat soustavu tvaru

yi = fl(xvylvy%‘-'ayn)a
yé = f2(5573/17y27-~-73/n)7

y;L = fn(x7y17y27 s 7yn) .

Struénéjsi zapis této soustavy vyuziva vektorového oznaceni: y' = f(x,y). Vektorova
funkce

y=(y" ")
zobrazuje interval I na realné ose do R". Funkce f = (f', f2,...,f™) je definovina na

oblasti G C R™"! a zobrazuje G do R™. Pro funkci g = (¢',¢%,...,¢") na I se spojitymi
slozkami ¢g* definujeme v piipadé I = [a,b]

Hg ||m:max{sup{|gk(t)|;t€ [aab]}7 k= 17""n}'

Mnozinu v8ech takovych funkei oznaéime C,([a,b]); jde tedy vlastné o kartézsky soucin
n prostort C([a,b]). Zformulujme vétu obdobnou ptredchozi Vété 2.2.5:

Véta 2.3.1. Necht § > 0 a necht
I = (w9 — 20,70 + 28) X (y5 — 20, y5 + 26) x --- X (y& — 28, y5 + 20).
Nechty = (y*,...,y") a f = (f1,..., f"). Predpoklddejme, Ze v Tovnici

Y = f(z,y) (2.13)
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je zobrazeni f spojité v intervalu I. Ddle predpokldddme, Ze existuje kladné c¢islo K takove,
e pro vsechna (x,y,), (z,y,) € I plati ?)

(2, y1) = F(2,92) oo < K {[Y1 — 2 lle s
takZe f je (stejné) lipschitzovskd vici y pro vSechna v v (xg — 26,z + 26). Potom
(a) existuje reseni @ rovnice (2.13) na intervalu (c,d) obsahugjicim xo takové, Ze plati
o(10) = yy, (po slozkdch: " (zo) =y, k=1,...,n), (2.14)
3. reseni @ vyhovuje predchdzejici pocdtecni podmince;
(b) resent je urceno lokdlné jednoznacné, tj. kaZdd dvé takovd Teseni splyvaji na néjakém
okoli xg.

Dukaz tohoto tvrzeni se myslenkové nelisi od dikazu predchazejici Véty 2.2.5, je vSak technicky
teoreticky zaklad zkoumani obycejnych diferencidlnich rovnic a pripominame, ze dikazy lze nalézt
napf. v [35].

Pii praktickém ovéfeni podminky, ze vektorova funkce f je lipschitzovska vzhledem
k proménné y, je uzitecné nasledujici tvrzeni:

Lemma 2.3.2. JestliZe existuje konstanta M > 0 tak, Ze pro vsechna x z intervalu
(w0 — 26,30 +20) 0 y = (Y 0% o y"), ¥* € (s — 20,55 +20), k = 1,2,....n a pro
=" 2., f) plati pro vsechna i, j=1,...,n

oft

_(x7y17y27 R yn) S M7

dy;
pak jsou splnény predpoklady Véty 2.3.1 o funkci f (,lipschitzovskost® vzhledem k pro-
meénné y).

Priklad 2.3.3. VySetfime soustavu (uzijeme tentokrat oznaceni derivace teckou, které je
obvyklejsi ve fyzice)
jﬁ'l = 2.%'1 — T

By = 11 4 3wy (2.15)

Reseni: Ziejmé je fi(t, x1,22) = 2x1 — 2, fao(t,21,72) = 21 + 322 a tedy
0f1 df1

833'1( 7$17$2) B 8562( ,.’El,.’Eg) )
0f2 Jf2
81’1( ,.’L’l,.’BQ) ) ax2( ,.’El,.%'g) )
tj. ‘gTch <3 naR3 proi,j=1,2 a tedy vektorova funkce f = (f1, fo) je lipschitzovska vzhledem

k x na R3. Podle véty o existenci a jednoznac¢nosti feSeni Cauchyho tlohy mé tato tloha pro
soustavu (2.15), x(tg) = x, jediné feseni pro libovolné x° € R? a ty € R.

Jako dtsledek predchézejici véty dostaneme vétu pro poc€ate€ni Glohu pro rovnici
n-tého fadu; uzijeme oznaceni standardniho v ODE i za cenu ztraty pfimé souvislosti
s predchéazejicim oznacenim.

2) Oznaceni || - || zna¢i ,supremovou normu“, ale uzit4 norma neni podstatna. Proto se ¢asto index
o0 vynechava.
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Véta 2.3.4. Necht § >0, [x0,Y0,Y1,--->Yn1] € R*™ a necht
I = (33'0 — 26,1’0 —|—25) X (yg — 26,:(/0 + 2(5) X oo X (yn,1 — 2(5,3/”,1 —|—25) .
Necht ddle je funkce f v rovnici

v = flzy g y"Y) (2.16)

spojitd v intervalu I C R q (stejné) lipschitzovskd pro kaZdé x vzhledem k poslednim
n promennym. Potom plati:

(a) Existuje Tesent ¢ rovnice (2.16) takové, Ze je

p(xo) =vo, (@) =w1, v " (20) = yns,
tj. toto Teseni vyhovuje pocateéni podmince.
(b) Jestlize dvé teseni py1, o spliiuji 0bé pocdtecni podminku, shoduji se na néjakém
okoli bodu xy.

Vznika prirozend otazka, zda existuje néjaké mazrimaini teSeni, které vyhovuje pod-
mince (2.4). Odpovéd i na tuto otdzku je kladna. Reseni, jejichz existenci jsme dokazali,
se totiz ,daji slepit“. Dodejme na vysvétlenou, ze predpokladéame, ze ke kazdému bodu
[z,y] € G C R""! existuje interval I C G, ktery tento bod obsahuje a na kterém jsou
splnény pro tento bod a I predpoklady Véty 2.3.1. Protoze se v takovém bodé nemuze
feseni ,Stépit“, je tvrzeni intuitivné ziejmé. Ani toto tvrzeni vSak nebudeme dokazovat.

Véta 2.3.5. Necht G C R""! je oblast a necht funkce f v rovnici
y = f(z,9), (2.13)

je v G spojitd a lokdlné lipschitzovskd vici y. Potom

(a) existuje interval (c,d) obsahujici bod xo a na ném definované mazximalni Teseni
rovnice (2.13) takové, Ze plati
¢(r0) = Yo,
tj. toto mazimadlni veSeni @ vyhovuje pocatecni podmince (2.14);

(b) toto mazimdlni Teseni je uréeno jednoznacné.
Jako disledek Véty 2.3.5 dostaneme tvrzeni o existenci maximalniho feSeni pro rov-
nice n-tého radu.

Dusledek 2.3.6. Necht G C R"™! je oblast, [o,Yo,---,Yn1] € G, a necht funkce f
v TOUNICI

y™ = flz oy, oy ) (2.16)
je v G spojitd a lokdlné lipschitzovska viuci poslednim n promennym. Potom
(a) existuje interval (¢,d) obsahugjici bod xo a na (c,d) definované mazimdlni fesent ¢
rovnice (2.16) takové, Ze plati
p(w) =90, (o) =w1, ..., " (wg)=yn1,
t3. toto maximalni resent ¢ vyhovuje predchdzejicim pocatecnim podminkdam;
(b) toto mazximdlni Teseni ¢ je urceno jednoznacné.

Podali jsme prehled vét, které lze v rizné formé nalézt témér ve vSech ucebnicich vénovanych
ODR, a — jak jsme jiz nékolikrat zminili — téz v [35], kde se lze seznamit i s jejich dikazy.
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2.4 Separace proménnych

Ukazuje se, Ze neni obtiZzné formdlné feSit i slozitéj$i (nelinedrni) rovnice, pokud jsou
specialniho tvaru. Tak napi. obecné nelinearni rovnici se separovanymi proménnymi,
coZ je rovnice tvaru

y, = fl(x)f2(y)’ LS (a’ b)> y e (C, d)> (2'17)

kde fi1, fo jsou dané spojité funkce, fesime wve specidglnich pripadech bez vétsich obtizi.
Jednoduchost je vSak jen zdanliva; pokusime se o tom Ctenare presvédcit.
Formalni zptsob feseni spociva v tpraveé

v == @) ),

vedouci posléze k rovnosti

dy
f2(y) a

zde je primitivni funkce vlevo po zdméné y za y(x) funkci proménné = a na kazdém in-
tervalu, na némz rovnici feSime, se obé funkce lisi o konstantni funkci C'. Lze-li nalézt
explicitné obé primitivni funkce v (2.18), povazuje se v nékterych sbirkdch tloh vznikla
rovnice (2.18) za TeSeni (2.17); FeSenim v nasem smyslu obecné neni, ¢asto z ni neumime
funkci y = y(x) vypocitat.

Potize nastavaji v pripadé, kdy funkce fo ma nulové body. Poskytnuty navod je tieba
kriticky zhodnotit: pokud podle néj néco spoc¢teme, neni zdaleka jasné, zda jsme dostali
vSechna feSeni a pfi formélnich apravach je casto treba se presvédéit, Ze jsme dostali (né-
jaké) feseni dané rovnice, coZ lze provést derivovanim 3). Jsme tedy zpravidla dost daleko
od ideélniho stavu, ktery zada nalézt vsechna maximalni FeSeni rovnice, nebot o tom, zda
jsme opravdu ziskali vSechna maximalni feseni, nic nevime. Nebezpeci formalniho postupu
ukazuje nasledujici ptiklad :

/fl(:v) dz +C; (2.18)

Priklad 2.4.1. Reste rovnici
v =2y (2.19)

a naleznéte vSechna (maximalni) feSeni, ktera spliiuji podminku

(a) y(0) = -1, () y(1)=0;  (c)y(4) =1
Jde tedy o tfi Cauchyho tulohy, lisici se poc¢atecni podminkou.

Reseni : Takové feseni, které by vyhovovalo podmince (a), neexistuje. Obecnéji, zadnym bodem
poloroviny {[x,y] € R%?;y < 0} neprochézi feseni rovnice (2.19). V&imnéte si, ze formalné
ziskana feSeni jsou tvaru

y(x)=(z-C)*, weR,

kde C probihd vSechna redlnd éisla. Tyto funkce nejsou feSenimi rovnice (2.19) na R, protoze
kazdé reseni musi byt neklesajici funkci. Také zfejmé Teseni identicky nulové na R bychom pro
zéddné C' € R z tohoto vzorce neziskali.

3) Podobna strategie se asto uplatiiuje na stiednich skolach pti Feseni rovnic; uzivaji se ,neekvivalentni
Upravy® a pak se ovéfuje spravnost nalezeného vysledku.
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Pti pevné zvoleném C € R je (maximélnim) feSenim funkce

(2.20)

yolz) = { 0 pro z € (—o00,C),

(x—C)? pro x€[C,+0);

viz Obr. 2.2. Dalsim maximdlnim feSenim je funkce y = 0. Protoze je ¢y'(C) = 0 = 2,/y(C),
musime dokézat, ze pro popsana feSeni skuteéné y'(C') = 0. Snadno vSak nahlédneme, ze y je
spojité funkce v bodé C a ze y' (C) = 0. Je zfejmé

lim 3/(z)= lim 2(z—-C)=0=14(C
Jim /(@)= lim 2 - C) =0=4/(C),
takze y’ (C) = ¢/ (C) = 0, coz jsme potiebovali dokdzat. Kromé téchto jiz nalezenych maximal-
nich feseni zadna dalsi maximéalni feseni neexistuji.

Pro C' = 3 dostaneme pozadované maximalni feSeni, pro které je y(4) = 1. Na Obr. 2.2 jsou
schematicky zndzornéna nékterd feseni rovnice (2.19).

; y(z) = (- C)?
”‘% () (c)
-1 0 1 C2 3 4 X

Obr. 2.2

Symbolem (x) jsou oznacena ta feSeni rovnice, kterd nevyhovuji podmince (b), vSechna ostatni
feSeni nacrtnutd v Obr. 2.2 podmince (b) vyhovuji, ale pouze jediné z nich vyhovuje podmince
(c). To je oznaceno (c) a jeho graf je zvyraznén. VSimnéte si, ze kazdym bodem poloroviny
{[x,y] € R?; y > 0} prochazi jediné maximalni fegeni. Déle je zfejmé, Ze kazdym bodem piimky
p={[z,y] € R?; y = 0} prochazi nekoneéné mnoho maximalnich feseni; pro bod X = [xg,0]
jsou to vSechna FeSeni popsand vzorcem (2.20), pro néz C > xg. Pro kazdy z téchto bodu existuji
dvé feseni, kterd se neshoduji na libovolném otevieném intervalu obsahujicim tento bod: pro X
je to netrividlni maximalni feSeni s C' = z( a identicky nulové feSeni.

Priklad 2.4.2. ReSme rovnici

’ T
y =—=. (2.21)
y

Reseni: Na kazdém intervalu (7, d), na kterém feseni y rovnice (2.21) nenabyva hodnoty 0, je
rovnice (2.21) ekvivalentni s rovnici yy’ = — 2. Odtud dostaneme (y?(x)) = (—22), = € (v,9),
z ¢ehoz vyplyva

V(z)=—2>+C, z€(v,9).

7Z ptedchazejici rovnosti plyne C' > 0; pisme tuto konstantu ve tvaru 72, kde r > 0. Jestlize je
r = 0, dostavdme x = 0 a y(0) = 0; pro tento pfipad nema rovnice (2.21) smysl a ostatni body
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z R v defini¢nim oboru y lezet nemohou. Bodem [0,0] graf zddného feseni rovnice (2.21) tedy
neprochazi. Pro kazdé r > 0 existuji dvé maximalni feseni

yl(.%'):+ 7’2—[E2, .’BE(—T,T),

ya(x) = —\/m, x € (—rr).

Ctenaf by si mél poviimnout, Ze existuji maximaln{ feSeni rovnice s (mnoha) rtiznymi definiénimi
obory. Zadnym bodem tvaru [z,0], = € R, neprochézi feseni rovnice (2.21).

(2.22)

Ctenai se v této souvislosti setkd ve sbirkach piikladi s tim, Ze za FeSeni rovnice yy’ = —x
(a také dokonce i za FeSeni rovnice (2.21)!) se povazuje soustava kruznic o stfedu ,v pocatku*
{22 + 9% = r2;r € (0,00) }: Kazdym bodem [zg,y0] € R? \ {[0,0]} prochazi pravé jedna
kruznice, kterou lze lokdlné popsat jako funkci proménné x nebo proménné y, kromé (2.22) tedy
jesté pomoci

z1(y) =+vr2—y*, ye(-rr),

xo(x) = —/12—y?, ye(-rr).

(funkce popsané pomoci (2.23) jsou vSak feSenimi jiné rovnice). S jingym moZznym popisem soustavy

(2.23)

kruznic o st¥edu ,v poc¢atku“ {z? + 4% =r%; r € (0,00) } se jesté pozddji setkdme.

2.5 Rovnice pribuzné

Radu diferencialnich rovnic lze vhodnym obratem pfevést na rovnice, se kterymi jsme se
jiz setkali. Je-li pro kazdé t > 0 a né€jaké p € Ny

[tz ty) =t f(x,y),

nazyvame f homogenni funkce proménnych x,y stupné p. Tento pojem se ndm bude
hodit.

Ukazeme na jednoduchych ptikladech nékolik typt takovych rovnic, které lze formalnimi
tipravami prevést na rovnice se separovanymi proménnymi. Ze nas to vSak ¢asto pfiblizi jen
malo k (obecnému) feseni rovnice by mélo byt ¢tenaii alespori z¢asti patrné z predchéazeji-
cich prikladi. Nejdrive poskytneme ctenafi ,kucharku®, ktera se ¢asto objevuje v riznych
ucebnicich kalkulu.

(P1) Rovnice ,s homogenni pravou stranou®, tj. rovnice y' = f(x,y), na jejiz pravé strané je
homogenni funkce f proménnych z, y stupné 0. V pfipadé p = 0 je f(tz,ty) = f(z,y) a po
,déleni rovnice* proménnou z (timto krokem vnésime do problému dodateéné omezeni
x # 0, proto se budeme muset zabyvat pozdéji existenci feseni na intervalech obsahujicich
tento bod) mé jeji prava strana tvar g(y/z). Upravu na tento tvar nemusime délat, staci
jen rozeznat ,typ rovnice“ a provést substituci. Polozime y = ux. Pak v = xu'+wu a rovnice
po dosazeni ptejde na tvar zu’ + u = f(1,u), coz je rovnice se separovanymi proménnymi.
Vsimnéte si toho, Ze na intervalu, na kterém je funkce y feSenim rovnice, je funkce u = y/x
podilem dvou diferencovatelnych funkci a je tedy rovnéz (spojité) diferencovatelna.

(P2) Rovnice ,typuy’ = f(ax+by+c), a,b,c € R*; pokud ab = 0, je to rovnice se separovanymi
proménnymi. V pripadé ab # 0 pouzijeme substituci v = ax + by + ¢, pfi niz v’ = a + by/;
apravou dostaneme opét rovnici se separovanymi promeénnymi.
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aix+b c
(P3) Rovnice ,typu v = f (w

asx + bay + co
tory (a1,b1,c¢1) a (ag2,bz,c2) linedrné zavislé, jde o jiz FeSeny piipad. Nejsou-li za-
vislé a aj bg — ag by = 0, substituce u = asx + byy prevede tlohu na piipad (P1). Jestlize
ay by — ag by # 0, nalezneme bod [7, (], ktery je feSenim soustavy rovnic

), kde ap, by, cx € R, k = 1,2% jsou-li vek-

a1x + b1y +c1 =0,
asx +boy +c2 =0,

a zavedeme nové proménné pomoci rovnosti x = v+ 1, y = v + (. V novych proménnych
u,v je jiz vySetFfovana rovnice toho typu, ktery jsme vySetfovali v bodé (P1).

Priklady 2.5.1. S popsanymi typy rovnic a tuskalimi jejich FeSeni se nyni sezndmime pri
feseni jednoduchych priklad.

1. ReSme rovnici

, T
Yy =—. (2.24)

Y
Reseni: Tato rovnice je typu (P1), tj. ma na pravé strané homogenni funkci, a také typu (P3)
sap=by=1asay = cg = by = ¢ = 0 a identitou f. Je to uz rovnice se separovanymi

proménnymi, pfevod nemusime tedy délat. Na intervalu (v, d), kde je feSeni y vSude nenulové,
rovnici snadno upravime na tvar 2yy’ = 2z, resp. (yQ), = (22)". Odtud jiz snadno dostaneme

(y—2z)(y+x)=C,

kde je C € R. Dvé maximélni feSeni pii C' = 0 jsou zfejmé y = £z na (—o0,0) a dalsi
y = 2z na (0,+00). Dalsi maximalni feSeni jsou pro kazdé C > 0 funkce y = +/2%2+ C,
x € R, a pro kazdé C < 0 funkce y = +/22+C, |z| > / — C, definované na intervalech
(—o0,—y/ — () a (y/ — C,400). Uvédomte si rozdil mezi (2.24) a upravenou rovnici 2yy’ = 2.

2. ReS$me nyni rovnici
T (2.25)
Yy = —-. .
(z +y)?
Reseni : Kazdé feseni o rovnice (2.25) je ziejmé neklesajici funkce na kazdém otevieném intervalu
lezicim v definiénim oboru D,. Funkce y = 0 na intervalech (—o0,0) a (0,+00) jsou zfejmé
maximalnimi feSenimi rovnice, avSak zadné feSeni nevyhovuje podmince y(0) = 0. Obecnéji:
zddnym bodem piimky o rovnici z + y = 0 neprochazi (jakékoli) Feseni rovnice (2.25).
Jde o rovnici typu (P1), takZe dle ndvodu polozme y = zz. Zifejmé pak je y' = 2’z + z a rovnice

nabude tvaru ) 5
2z z+z
/
(14 2)2 (1+2)%’ ( )
ovsem za predpokladu z # —1, ktery vSak odpovida jiz vylou¢enym bodim pfimky = + y = 0.
Formalni tpravou dostaneme rovnici

(14 2)2 z’:—l
2(1+ 22) x’

a po rozkladu a prechodu k primitivnim funkcim rovnici
log|z|+2arctgz +log |z | =log C (2.27)

s C' > 0. Upravime ji na tvar
|z | = Cexp(—2arctg z) .
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Vratime-li se k pivodni proménné y, dostaneme formdlni feSeni rovnice (2.25) ve tvaru
Yy = Dexp(—?arctgy) , (2.28)
x
kde D € R (pfipad D = 0 odpovida zfejmému identicky nulovému feSeni rovnice (2.26)). Odtud je

rovnéz patrné, ze napi. maximalni feseni y = 0 jsou definovana na intervalech (—o0,0) a (0, +00).
Z tvaru (2.28) je vSak malo patrné to, co snadno vycteme z FeSené rovnice (2.25): kazdym bodem

primky o rovnici y = —z neprochézi zadné reseni.
3. Reste rovnici RN
= ) 2.29
Y rTH+y—2 ( )

Reseni: Nejprve najdeme feseni soustavy linedrnich rovnic

y+1=0,
r+y—2=0,
(jsou to ¢isla z = 3 a y = —1) a pak substituujeme z = y + 1, u = x — 3. Dostaneme tak po
upravé rovnici
z’:2( (z—1)+1 )2: 222
(ut+3)+(2—1) -2 (ut2)?’

kterou jsme jiz Tesili v odliSném oznaceni v pfedchazejicim prikladu. Pouzijeme-li vysledek, ktery
jsme nalezli, a provedeme-li zpétnou substituci, dostaneme forméalni feseni

1
(y+1)exp (2 arctg %) =C. (2.30)

Umite z (2.30) vypoéitat y v zavislosti na z ?

4. Reste jednoduchou rovnici typu (P3) (funkce f v (P3) je linerni)

, 2—:E+2y—3!

= 2.31
Y r+y—3 ( )

N 4

o rovnici x +y = 3 neprochézi feseni rovnice (2.31). Citatel a jmenovatel zlomku na pravé strané
(2.31) se anuluji pro x = 1 a y = 2. Polozme dale t = x — 1 a u = y — 2. Jednoduchou tpravou

dostaneme rovnici 5 ;
u —
/
2

- u—+t

a po substituci u = vt, v’ = v't + v a dalsi ipravé rovnici

)

v2 =30 +2

/
t:
v v+ 1

(2.32)
Tato rovnice méa dvé konstantni feSeni v = 1 a v = 2, kterym odpovidaji v R? piimky o rovnicich
y=z+1 a y=2x. (2.33)

Po rozkladu na parcialni zlomky a nasledné integraci obdrzime rovnici

%:c, C eR. (2.34)
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Prepiseme-li ji v ¢ a y, dospéjeme k rovnici implicitné popisujici feseni

—22)3
M =C. (2.35)
(y —z—1)?
Funkce, popisujici pfimky v (2.33), jsou maximalnimi FeSenimi na intervalech (—o0,1) a (1, +00),

bodem [1,2] neprochézi zadné feseni. Druhé z téchto feSeni popisuje rovnost (2. 35) pro C' =0,
prvni vSak rovnosti (2.35) popsat nelze.

2.6 Cviceni

1. Reste rovnici
! el'
Yy = 1t et

a urcete to jeji maximalni feSeni, které vyhovuje podmince y(0) = 1!

[y(x) = /1+2log €L | kde z € (log(2/v/e — 1), +00)); log(2//e — 1) = —1,546 ]

2. Urcete diferencidlni rovnici, jejimz obecnym feSenim je y(x) = ‘T C eR!

[zy —ylogy = 0]
3. Urcete diferencidlni rovnici, jejimz obecnym feSenim je (C7, Co € R)

yw) = ST [y - 2w = 0]

02—1—:1:.

4. Urcete obecné feSeni rovnice

y+y=20+1! [yl@)=Ce ™ +22—-1, C€R]

5. Urcete maximalni feseni rovnice
, (14 y?)sinz
y St
Yy

[ = \/2exp(—4sin(z/2)), kde x € (—a,a), a = 2arcsin(,/ log2/2)}

6. Urcete maximalni feseni rovnice

!

3
/ Yy

v V1t a2’
pro néz je y(0) = —1.

[Jde o rovnici se separovanymi proménnymi. Zde je struény navod k feseni: Po separaci

1
-5 =V1i+a2+C
a po pouziti poc¢atecni podminky C' = —3/2. Odtud obdrzite
1
3—2V1+a2

pficemz funkce vpravo se znaménkem ,+“ neni feSenim, nebot nesplituje poc¢ateéni pod-
minku. Toto feSeni je definovano na intervalu (—v/5/2, v/5/2). |

a integraci dostanete

y(x) = —
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Reste rovnici

y'sinz —xcosz =0!

[Snadno se dostanete k vyjadieni obecného feseni na intervalu (km, (k4 1)m) pro kazdé

ke
y(x):/:zrcosz:dx +C,

sin x

ale pfislusnou primitivni funkci na pravé strané rovnosti nelze vyjadrit pomoci elementar-
nich funkei (nékdy se ika, Ze ji nelze vyjadfit ,,v uzavieném tvaru“).]

Najdéte rovnice kiivek, jejichz vSechny normaly prochazeji jedingm bodem [xg, yo]!

rovnici
y:yo+($—$0)y,,

jejimz resenim dospéjeme k ,symetrickému® vyjadfeni
(=20’ +(y—w)*=C, C>0.]
Pokuste se urcit ODR popisujici vSechny elipsy tvaru

(v — 330)2 (y— yo)2
a? + b2

=1.

Reste rovnici

y = cotgx!

Jaky je rozdil mezi touto tlohou a Cvic¢enim 17 z Kapitoly 17

[Obecnym FeSenim rovnice na kazdém z intervalt (km, (k + 1)7), k € Z, jsou funkce
y(z) =log|sinz|+ C, kde C€eR.

Rozdil je v tom, ze v tomto piipadé podle piijatych imluv musime popsat vSechna maxi-
malni feSeni, tj. na vSech intervalech, kde ma dana rovnice smysl. |

Reste rovnici
1
/
’y = ‘

-1
[Snadno nahlédneme, ze je tfeba tulohu fesit v intervalech I) = (—o0,—1), Ir = (—1,1)
a Is = (1,400). Rozklad na parcidlni zlomky (miizete si ho osvézit v Odstavci 6.2, nebot
v Kapitole 6 bude velmi potfebny) da

111 1 1 +1 1
-1 22241 4x+1 4dz-1

Obecnym fesenim rovnice na kazdém z intervalt I1, Io a I3 je funkce

1 1 1
y($):110g|33—1|—Zlog|m+1|—§arctgm+0.]
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Reste rovnici s homogenni pravou stranou

! 2.%':1./ [

22 — 2
[Reéenimi jsou funkce, které popisuji ,horni“ a ,dolni“ oblouky kruznic:

ylx) =C++/C?—22, ze(-C,0),

s C' > 0. Déle jsou feSenimi funkce y(z) = 0, z € (—00,0) a y(x) = 0, z € (0,+00).
Pokud pfijmeme ,symetri¢téjsi pohled“, 1ze popsat v okoli bodu grafu funkce f(z) = |z|,
x € R\ {0}, grafy fefeni jako jiné oblouky kruznic o rovnicich 2%+ (y — C)? = C2, C > 0.]

Reste rovnici s homogenni pravou stranou

y/: xy |
2 +y2 :

[A¢ se zadani lisi pouze ve znaménku a faktoru 2 a rovnice je stejného typu, formalni

vysledek . )
- (3(2))

Pokuste se fesSit diferencidlni rovnici

je odlisny. |

2ayy —x? —3y2 =0

[ Pouzijte substituci y = za a upravte rovnici na rovnici se separovanymi proménnymi

, 2z 1

77— =—.
1+22 =z
Po tpravé a zpétném dosazeni dostanete reSeni v ,implicitnim tvaru“

P - K@+ =0, KecR]



Kapitola 3

Linearni diferencialni rovnice

V této casti se budeme zabyvat rovnicemi vyssich fadt, avSak pouze linedrnimi.
To nam umozni pomérné jednoduse popsat strukturu jejich obecného feSeni —
zobecnime pouze poznatky z Kapitoly 1. Pfesto vSak se kromé specidlnich pfi-
padi konkrétni rovnice fesit nenaucime, takze budeme nuceni sdhnout k dalsim
zjednodusenim.

3.1 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu

V dalsim se budeme zabyvat linearnimi diferencialnimi rovnicemi radu n. Jeji jednotliva
feSeni budeme odliSovat indexy w1, y2, atd., proto zménime oznaceni predepsanych hod-
not v poc¢ateéni podmince. Ctenafi doporucujeme, aby si pfipomenul jednoduché tvrzeni
z Kapitoly 1. Budeme pracovat s pevné zvolenym intervalem (c,d); funkce ay,...,a,,b
jsou spojité funkce na (¢, d). VySetfovana rovnice je tvaru (déle vSak oznaceni proménné
x budeme vynechévat)

Ly) =y + ar(2)y" Y + -+ an(2)y = b(z), @ € (c,d). (3.1)

Stejné jako v pripadé rovnice prvniho fadu i zde snadno nahlédneme, Ze feSenim rovnice
(3.1) je funkce z prostoru n-krat spojité diferencovatelngch funkci C™((c, d)). Terminologie
souvisi s tim, Ze leva strana rovnice (3.1) je linedrni zobrazeni prostoru C™((c,d)) do
C((c,d)): je zfejmé, Ze pro y, y1, Y2 z tohoto prostoru a o € R plati

L(yy +y2) = L(y1) + L(y2) ,  L(ay) = aL(y).
Kromé rovnice (3.1) budeme jesté uvazovat rovnici

L(y) = y™ + ar(x) y" ) + -+ an(2)y = 0, (32)
coZ je pfifazena rovnice k (3.1) s nulovou pravou stranou; nékdy se uziva i nazvu prira-
zend homogenni rovnice. Nas postup je zalozen stejné jako v pripadé rovnice 1.7adu opét

na myslence nalézt vsechna feseni rovnice (3.1) pomoci vSech FeSeni rovnice (3.2).
Funkce ay, ..., a, jsou spojité na (c,d) a tedy i lokalné omezené. Prava strana rovnosti

y " (2) = b(w) — an(2)y(@) — - = ar(z)y" V(@)

31
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uvazovana, jako funkce proménnych z, v, ...y Y vyhovuje pfedpokladtim Diisledku 2.3.6:
Je-1i totiz U(zx) okoli bodu z, jehoz uzaveér lezi v (¢, d), pro vSechna t € U(x) je

[6(t) = an(t)ur = - -+ = ax(B)un = (b(t) = an(t)vr = - - — as(t)va)| <
<sup{lar(t)|; k=1,2,....n, t €U@)}(Jur — v1] + -+ + |up — vs]) -
1)

Lze dokdzat, Ze maximalni FeSeni rovnice (3.1) jsou definovdna na intervalu (¢, d) a jsou
jednozna¢né urcena pocateénimi podminkami (pro rovnici 1. fadu jsme maximalni FeSeni
jednoduse primo spocetli). Zcela analogicky jako v pfipadé rovnice 1. fadu se dokéazi na-
sledujici jednoduché tvrzeni (dtikazy vynechédme):

Lemma 3.1.1. Je-li y; Teseni rovnice (3.1) na (vy,0) a yo Tesenim rovnice (3.2) na (7,0),
pak je soucet y, + yo TeSenim rovnice (3.1) na (v,9). Specidlné to plati pro mazimdlni
resent.

Lemma 3.1.2. Jsou-li y;, yo dvé Teseni rovnice (3.1) na intervalu (v,9), pak je jejich

rozdil y; — ya TeSenim rovnice (3.2) na (v,0). Specidlné to opét plati pro mazimalni resent.

Véta 3.1.3. Obecné tesent rovnice (3.1) obdrzime jako soucet jednoho pevné zvoleného
mazximdlniho TeSeni rovnice (3.1) a obecného Teseni rovnice (3.2). Jinak teceno: Pokud
je y1 mazximdlnim fesenim rovnice (3.1), pak pro kaZdé mazimdlni teseni y rovnice (3.1)
ezistuje maximdlni vesent yo rovnice (3.2) tak, Ze plati

Y=y +Yy2.

Tvrzeni 3.1.4. Vsechna mazimdlni fesent rovnice (3.2) tvori linedrni prostor.

Protoze nés tento (jak se ukaze kone¢nérozmérny — viz Tvrzeni 3.1.10) linedrni prostor
(podprostor prostoru C™((c,d))) zajima, budeme nejprve studovat linearni nezavislost
diferencovatelnych funkeci.

Definice 3.1.5. Necht yi,...,y, € C™ Y((c,d)). Potom funkci') definovanou na (c,d)
predpisem

(), s Yn(2)
(@), Yn ()
Wy, syn] () = det | : . z€(cd),
n—1 n—1

w @), s T @)
budeme nazyvat podle jejiho objevitele JOZEFA MARII HONE-WRONSKIHO (1776 —1853)
Wrénskiho determinantem funkci i, . . ., y,,, resp. kratce, avSak nespisovné, wronskianem
funkei yq, ..., Yn.
Plati o ném toto jednoduché
Tvrzeni 3.1.6. Necht yi,...,y, jsou linedrné zdvislé funkce z C™~V((c,d)). Potom

Wiy, .. yn () =0, =z € (c¢,d),

tj. wronskidn téchto funkci je roven identicky 0.

1) Stejné byva nazyvan i determinant v nasledujici rovnosti na pravé strané.
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Diikaz. Pokud jsou funkce yy,...,y, linedrné zavislé, existuji konstanty ci,...,c,, které
nejsou vesmes rovny 0 tak, ze plati

Ciyr+ -+ Cpyn =0

(jde o rovnost funkei na (c,d)!). Zderivujeme tuto rovnost (n—1) krat, ¢imz dostaneme
pro vSechna z € (¢, d)

cly}(x) + -+ cny7(x) = 0,
cly%(x) + e+ cnyn(:ﬁ) = 9, (33)
ay” @)+ e+ el V@) = 0.
Pro kazdé x mé tato soustava linedrnich rovnic s nezndmymi cy, cs, . . ., ¢, netrivialni fesent,

a to dokonce nezavislé na x. Odtud ale plyne, Ze matice soustavy musi byt singularni pro
kazdé x € (c,d), a proto plati

Wiy, .. ynl(@) =0, 2z € (cd).
Tim je diikaz dokoncen. ]

Pfipominéme Diisledek 2.3.6 (pozor na zménu oznaceni!), z néhoz plyne existence a jed-
noznac¢nost maximalniho feSeni rovnice (3.2) pro zy € (¢, d) a kazdou po¢atecni podminku
tvaru

y(mo) = 20, .., Y (w0) = 21 -

Zvolime-li nyni postupné napf.

(3.4)

y(l'()) = 07 y/(fEO) = 07 ey y(nil)(x()) =1 )

pak tomuto systému n pocatecnich podminek odpovidd n linedrné nezavislych feseni
Y1, .- -, Yn rovnice (3.2), protoze Wlyy,...,yn|(zo) # 0.

Tvrzeni 3.1.7. Necht yi,...,y, jsou linedrné nezdvislé funkce z C™((c,d)), které jsou
feSenimi rovnice (3.2). Potom plati pro vSechna = € (c,d)

Wiy, .. ya] (x) #0.
Diikaz. Necht existuje né&jaké zq € (¢, d) tak, ze
Wlyt, .. yn] (z0) =0.
Potom ma soustava (3.3) pro x = z netrivialni feseni (cy, ..., c,). Polozme
yoi=ay o+ Cln -
Ziejmé je y*(xo) = 0. Jestlize vSak jsou yi, ..., y, Teseni (3.2), je i y* FeSenim (3.2) a

y'(w0) =0, () (w0) = 0,..., (y") "V (xo) = 0;
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podle véty o jednoznac¢nosti je y*(x) = 0, tj. y* je nulové feSeni. Je tedy
Gy + -y =0

a tato rovnost plati v§ude v (¢, d). Odtud plyne, ze W{yi, ..., y, | nemiize nabyvat hodnoty
0 v Zzddném bodé x € (¢, d), pokud jsou FeSeni yi, ..., ¥y, nezavisla. ]

Dusledek 3.1.8. Neni-li wronskidn funkci yy,...,y, 2z C™"Y((c,d)) identicky roven 0,
jsou tyto funkce linedrné nezavislé, coZ plyne z jiz drive dokdzaného tvrzeni. Predchozi
turzeni ukazuge, Ze pro yi,...,yn € C™((c,d)), které jsou fesenimi (3.2), nastdvd prdvé
jedna z moznosti:

1. Wlyi,...,yn](x) = 0 pro vSechna x € (c,d), nebo
2. Wlyt,...,yn|(x) # 0 pro vsechna x € (c,d) .

Poznamka 3.1.9. Tvrzeni podstatné zavisi na vété o jednoznacnosti: jsou-li y1,...,y, pouze
(dostateéné hladké) funkce, pro které je wronskidn nulovy, pak neplyne z podminky 1. jejich
linearni zavislost. Doporucujeme Ctenafri, aby se pokusil nalézt vhodny ilustrativni priklad.

Tvrzeni 3.1.10. Dimenze prostoru véech maximdlnich Teseni obecné rovnice n-tého radu
(3.2) je prdavé n.

Diikaz. Vime jiz, jak lze napf. pomoci (3.4) nalézt n linedrné nezavislych maximélnich
feSeni rovnice (3.2). Nyni dokdzeme, Ze tato FeSeni tvoii bazi linedrniho prostoru vsech
maximalnich feSeni rovnice (3.2): Jestlize je y libovolné feSeni rovnice L(y) = 0, pak zvolme
xg € (c,d) a oznacime

2o ‘= y(fEO) y 1= y,(l’o) yeee s Ap—1 T y(n—l)(xo) :

Nyni ze soustavy rovnic

ayi(ze) + 0+ ayalze) = 20,
1 —1
V@) + o+ e @) =z
urc¢ime koeficienty ¢y, ..., c,. Matice soustavy je totiz ziejmé regularni, takze koeficienty
c1,...,Cy jsou urceny jednoznacné. Potom je

y(x) = () + -+ cayn(z), 2 € (. d),

protoze leva i prava strana jsou maximalnimi FeSenimi (3.2) se shodnymi pocéatecnimi
podminkami v bodé z. [l

Rovnice (3.2) ma tedy pravé n linedrné nezavislych maximalnich FeSeni, kterd tvori
béazi prostoru vSech maximdlnich FeSeni (3.2); je vhodné si vSak uvédomit, ze pouze vime,
Ze tato Teseni existuji, ale nemame obecné zadnou metodu, jak je spocitat.

Definice 3.1.11. Kazda n-tice linearné nezavislych feSeni rovnice (3.2) definovanych na
intervalu (7, d) se nazyva fundamentalni systém feseni rovnice (3.2) na (7, 9).
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Ulohu fesit rovnici (3.2) jsme pievedli na tilohu nalézt jeji fundamentalni systém mazi-
malnich feSeni; potom lze kaZdé Feseni rovnice (3.2) vyjadiit jako restrikci vhodné linedrni
kombinace funkeci z tohoto fundamentalniho systému. Obecné feseni rovnice (3.2) je tedy
tvaru

Yy=cyr+ -+ cpln,

kde {y1,...,yn} je n&jaky fundamentdlni systém maximalnich FeSeni rovnice (3.2)
acy,...,c, jsou libovolné (redlné) konstanty.

Pti hledani obecného feSeni rovnice (3.1) postupujeme analogicky jako v pfipadé rovnice
1.7adu, podle tvrzeni z Lemmat 3.1.1, 3.1.2 a Véty 3.1.3. Odtud ihned plyne prakticky
navod: obecné feSeni rovnice (3.1) je souctem obecného feSeni rovnice (3.2) a jednoho
libovolné zvoleného FeSeni rovnice (3.1); tomuto Feseni se opét Fika partikularni FeSeni.

Poznamka 3.1.12. Uréeni obecného feSeni rovnice (3.2) neni v obecném piipadé lehké. Tak
napf. pro rovnice prvniho Fadu umime tlohu zredukovat na hledédni vhodné primitivni funkce.
Umime-li néjaké partikuldrni feSeni rovnice (3.1) uhodnout, lze feSeni nékdy pfevést na FeSeni
rovnice nizsiho fadu. Nékdy je rovnice (3.2) specidlniho tvaru, a pak ji lze diky tomu rovnéz
vyresit. Tyto metody nebudeme podrobnéji rozebirat a ¢tenare, pokud by se tyto metody chtél
naucéit, odkazujeme napf. na [3], [18], [33] a dalsi ucebnice.

Znédme-li obecné Feseni rovnice (3.2), existuje metoda, pomoci niz lze ur¢it potfebné
partikuldrni feSeni rovnice (3.1). Je zobecnénim metody, se kterou se ¢tenéf setkal v Po-
znamce 1.1.11 a ktera je zalozena na predpokladu, Ze se toto partikularni feseni da vyjadrit
ve tvaru linearni kombinace fundamentalniho systému feseni s koeficienty, které jsou funk-
cemi na (¢, d), tj.

y(x) =)y () + -+ cn(@)yn(z), x € (c,d). (3.5)

Provedeme nyni nasledujici vypocet: derivujeme y ve tvaru (3.5) a ve vyjadfeni y’ po-
lozme soucet ¢lenti obsahujicich ¢}, .. ., ¢, roven 0; pak poc¢itame y” a postupujme obdobné,
atd. Klademe vyrazy ve druhé az predposledni rovnici zcela vpravo v zavorkach, obsahujici
derivace ¢}, ..., d,, vzdy rovny 0, ¢imz dostaneme (n — 1) rovnic pro nezndmé ¢}, ..., c.

Formalni tiprava dava dobrou predstavu o podstaté véci, pro stru¢nost vynechavame pro-
meénnou :

yzclyl+"'+cnyn>
Y =ay+ ey, + (A + -+ )
=)+ 4yl + (dyr + -+ )

y(n—l) _ Clygn—l) bt Cnyr(Ln_l) + (Cllygn—Q) IS C;zyfr(:l_m) :

Upravme predchézejicich (n+ 1) rovnic tak, Ze vynasobime prvou rovnici funkei a,,, druhou
rovnici funkci a,_; atd. Pfedposledni rovnici nasobime funkci a;. VSechny takto ziskané
rovnice v¢etné posledni neupravované se¢teme. Protoze vy, ..., y, jsou FeSenimi (3.2), do-
stavame po snadné tpravé s pfihlédnutim k (3.1)

L(y) = eiL(yn) + -+ + eaLyn) + Ayt 4+ D = b,
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Prvych n séitanci se ziejmé anuluje; dostaneme tak posledni, tj. n-tou rovnici

Gy A Y = b

Nalezené soustava

dyi + -+ dy, = 0,
Ay  + o+ qun =0,
Ayt 4 dut ™) =,
pro neznamé funkce ¢}, ..., ¢, ma regularni matici, proto se problém redukuje na nalezeni

n primitivnich funkci k n spojitym funkcim, ¢imz ziskdme potfebné partikularni feseni.
Podotykame, Ze zde uzivime Cramerovo pravidlo znamé z algebry, pomoci kterého vyja-
dfujeme ¢}, ..., c, ve tvaru podilt spojitych funkei (délime wronskidnem fundamentalniho
systému FeSeni).

Popsand metoda se nazyva metoda variace konstant. Jeji aplikace na konkrétni pii-
pady mtze byt velmi pracné, zejména pokud ji provadime ,rucné.

Poznamka 3.1.13. Vratme se k problému urceni fundamentélniho systému feseni rovnice (3.2).
Ve specialnim ptipadé, kdy ma rovnice (3.1), resp. (3.2), za koeficienty ay, . . ., a,, konstantni funkce
na (¢, d), mizeme prevést tlohu nalézt fundamentédlni systém feSeni rovnice (3.2) na ryze alge-
braickou tlohu. Zdiraznéme, Ze nasim cilem je najit pro ptipad takové rovnice (3.2) s koeficienty
ai,...,ap € R redlné funkce (na R), tvorfici fundamentalni systém feSeni (3.2). To budeme, ale-
spon v jednoduchych ptipadech, umét.

3.2 Redukce fadu rovnice

Linearni diferencialni rovnice maji jesté jednu jiz zminénou zajimavou vlastnost. Jestlize
fesime algebraickou rovnici P,(x) = 0, kde P, je polynom stupné n > 2, pak znalost jed-
noho kofene polynomu P, ndm umoziiuje pievést tuto tilohu na feSeni rovnice P,_1(z) = 0,
tj. snizit ¥ad rovnice o 1. Podobnou vlastnost maji i linearni diferencidini rovnice. Resime-li
rovnici L(y) = 0, kde L je linearni diferencialni operator fadu n a znadme jedno (nenulové)
feSeni rovnice u, polozime y(z) = v(x)u(z) a dosadime do FeSené rovnice. Obdrzime line-
arni diferencialni rovnici fadu n. Jelikoz vSak Cu(x) je FeSenim rovnice L(y) = 0, musi mit
nové vznikla rovnice feseni v(z) = C, takZe v ni bude ¢len fadu 0 chybét. Nové vznikla rov-
nice je rovnici fadu (n—1) pro nezndmou funkei v'(z). Postup nézorné ukazuje nasledujici
trivialni priklad (podrobnéji se problému snizeni fddu vénovat nebudeme) :

Priklad 3.2.1. Reste rovnici
(22 — 32%)y" + 4y + 6y =0, (3.6)
vite-li, Ze jednim feSenim rovnice je polynom P(zr) = z? — 2.

Snadno zjistime, Ze polynom P je skutecné feSenim rovnice (3.6). Podle postupu pro snizeni fadu
rovnice dosadime do (3.6) y = v(z)(2? — 2) a obdrzime rovnici

v (=325 + 823 — 4x) + v/ (—62° + 422 + 42 —8) +v-0=0,
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kterd po substituci v' = z ptejde v linedrni rovnici 1. fadu
2/ (=325 + 823 — 4x) + 2(—623 + 42® + 42— 8) = 0.

Tu jiz fesit umime; zbyva podotknout, ze timto zptisobem najdeme druhé na P linedrné nezavislé
feSeni, ¢imz ziskdme bazi prostoru FeSeni rovnice (3.6) a Ze tato linedrni nezavislost je zarucena
pfi tomto postupu i v obecnéjsim pripadé.

3.3 Rovnice s konstantnimi koeficienty
Predpokladejme, ze rovnice (3.2), L(y) = 0, s konstantnimi koeficienty, tj. rovnice
y(n) +a1y(n_1) + _|_a/ny: 07

ma FeSeni tvaru

y(x) = e, (3.7)

a pokusme se nalézt podminky charakterizujici volbu takovych «. Po zderivovani a dosazeni
do (3.2) obdrzime

L(eaa:) — eaaf (Oén + alan_l “+ .4 anao) = O . (38)

Jelikoz plati e** 2 ( pro vSechna «, x € R, musi byt roven 0 druhy cinitel. Staci tedy nalézt
a € R, které je kofenem tzv. charakteristické rovnice piislusné k (3.2)

Pla)=a"+aa"  +---+a,=0 (3.9)

a mame jedno (redlné) feSeni tvaru (3.7). Timto zptisobem pfifazujeme operatoru L cha-
rakteristicky polynom P.

Avsak rovnice (3.9) nemusi vitbec mit redlné koreny: zakladni véta algebry o existenci
kofene kazdé algebraické rovnice tvaru P(z) = 0, kde P je polynom stupné st(P) > 1,
nam jako diisledek dava pro rovnici stupné n, n > 1, existenci pravé n obecné komplexnich
koreni, poc¢itanych véetné jejich nasobnosti. Vznikaji pfirozené otazky:

1. Je-li charakteristicka rovnice pfifazena operatoru L z rovnice (3.2) tvaru
P(a) =0, (3.10)

pak jeji vicenasobné koteny davaji pouze jedno ,prirozené feSeni“; jak lze nalézt cely
fundamentalni systém FeSeni rovnice (3.2)?

2. Co délat s komplexnimi kofeny rovnice (3.10) v ptipadé, ze hledame fundamentélni
systém, jehoz ¢leny jsou rediné funkce (P je polynom s redlnymi koeficienty)?

Vysledky jsou priihlednéjsi, interpretujeme-li je z hlediska komplexnich funkci readlné pro-
ménné. Jsou-li ay, ..., a, (obecné komplexni) kofeny (3.10) a jsou-li tyto kofeny navzajem
rizné, jsou funkce

Q1T QT anT

N I
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feSenimi (3.2) a jsou navzadjem nezavislé, tj. tvori fundamentélni systém. Pro jejich wron-
skidn dostaneme snadnym vypoctem

1 1 1
) ) . ’
a1’ a2, ey Oén
WleM?®, ... e ] = elatrtanr | . (3.11)
—1 n—1 n—1
041 P a2 ) Y an

pricemz determinant vpravo je tzv. Vandermondiv determinant; neni tézké dokazat, ze
jeho hodnota je rovna soucinu vsech dvojélent (a; — ax) pro 1 < j < k < n, a je tedy
nenulova. Jsou-li tyto kofeny vesmés realné, ziskdme tak fundamentalni systém slozeny
z n realnych funkci.

Poznamka 3.3.1 (dulezitd). Ma-li charakteristicky polynom P v (3.9) pouze rediné ko-
eficienty ay, ..., a,, pak s kazdym kofenem a mé téz koten a (¢islo komplexné sdruzené).
Jestlize totiz je P(a) = 0, je také

0=Pla)=a"+aa" '+ - +a,=(@)" +a(@)" "+ +a,, (3.12)
protoze aj = ay.

Kdyz nékteré koteny charakteristické rovnice pfislusné k (3.2) nejsou redlné, dostavame
feSeni rovnice (3.2) tvaru e** | kterd jsou pro komplexni o komplexnimi funkcemi realné
proménné. Ta jsou nad R nezavisla. Je-li totiz a = #+1v, je a = 3 — iy a feSeni (3.2) jsou
tvaru

e’ (cosyx +isinyz) , e’ (cosyx —isinyz) .

Ptejdeme-li k jejich vhodnym linedrnim kombinacim, které daji redlnou a imaginarni cast,
dostaneme realnd feseni (3.2)

e’ cosyr, e sinyx.

Z ptedchazejici ivahy nebo piimym vypoctem snadno ovérime, zZe jsou to linearné nezavislé
funkce: z rovnosti

B

c16% cosyx + e’ sinyx = 0

dostaneme délenfm e’* # 0 a pak zderivovanim a délenim ~ # 0 dvojici rovnic:
c1cosyxr + cosinyr = 0,
—cy1sinyx + cpcosyr =
Determinant matice této soustavy je roven 1 a tak ma tato soustava pouze trivialni reseni
Cl = Cy = 0.

Poznamka 3.3.2. Zbyva vyiesit piipad vicendsobnjch kofend. Motivaci ndm bude tvaha:
Jestlize jsou oy # g reédlna Eisla, kterd jsou koreny (3.10), je

01T _ q02T 02T (e(al—az)x _ 1)
= x
a1 — Qo (1 — ag)x

rovnéz feSeni (3.2). Predstavime-li si, ze dvojnasobny kofen vznika ,splynutim® dvou kofent,
mizeme provést experiment: Pfi oy — a9 mé zlomek vpravo ziejmé limitu xe*?*. To nas vede
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k domnénce, ze tato funkce je rovnéz fesenim (3.2). Skute¢né, ma-li charakteristickd rovnice
napf. jediny dvojnasobny kofen a1, je pak mozné upravit (3.8) na tvar

L) = (o — o)} (o — ag) ... (. — o) .

Proto se jak prava strana rovnosti, tak i jeji derivace vzhledem k «, anuluje pro a = ag, a je
proto i

L)y, = L) =0, [ = Laen) = 0.

a=a1

Obecnéji, je-li a7 kofenem nasobnosti s1, jsou feSenimi funkce

a1z

eMT  gpem® - psilem

a snadno si predstavime, jak vypada situace v pripadé, Ze je nasobnych kofenu vice.
Takto nalezend Feseni jsou patrné linearné nezavisla. Ovéreni spravnosti této domnénky neni
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(Ctenar muze najit dikaz ve druhém dile [35]).

Tvrzeni 3.3.3. Jsou-li «y,...,«, navzdjem rizné koreny rovnice (3.10) s ndsobnostmi
) )
S1y.+-, 8 G jJ€ S+ Sg+ -+ 5. =n, pak
ealm, meogm) e xsl—lealx’
e2®  get2® . g2 lec2?
(3.13)
eOkT  petkT o pSrTlear®

tvori fundamentdlni systém tesent (3.2).

Pokud mad charakteristicky polynom P redlné koeficienty, lze prechodem k vhodnym
linedrnim kombinacim teseni prislusnych komplexné sdruZenym korvenim dosdhnout toho,
ze vznikly fundamentdlni systém je tvoren pouze redlnymi funkcemi.

Priklad 3.3.4. Reste linearni diferencialni rovnici 2. ¥adu
Li(y) :==y" =3y’ + 2y = 0! (3.14)

ResSeni: Charakteristickd rovnice mé tvar A2 — 3\ 4+ 2 = 0. Jejimi koFeny jsou &isla 1 a 2, proto
je fundamentalni systém FeSeni tvofen funkcemi e® a €2 a jeji obecné feseni obvykle zapisujeme
ve tvaru

y:Clex—i—Cge%, C1,Cy R,

coz je popis prvki dvojrozmérného prostoru generovaného funkcemi e a e%?.

Priklad 3.3.5. Reste linearni diferenciélni rovnici 2. fadu
La(y) ==vy" — 2y +y = 0! (3.15)

Reseni : Charakteristicka rovnice méa v tomto pfipadé dvojnasobny kofen a fundamentalni systém
feSeni rovnice (3.15) je tvofen funkcemi e” a xe”. Jeji obecné feSeni je tvaru

y=C1e” 4+ Coxe”, C1,C2 €R.
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Priklad 3.3.6. Reste linearni diferencialni rovnici 2. fadu
Ls(y) :==y" + 4y + 13y = 0! (3.16)

ResSeni: Charakteristickd rovnice A2 + 4\ + 13 = 0 ma dvojici komplexné sdruzenjch kofenti
—2+3i a —2—3i. Z nich dostaneme jim odpovidajici dvé komplexni funkce e(=213)7 g (-2-30)z
Ziejmé je (jde vlastné o dva vzorce: prvnimu odpovidaji ,horni“ a druhému ,dolni“ znaménka)

(722 — o722 (00537 + isin 3z) .

Obé komplexni funkce redlné proménné maji (az na znaménko) shodnou redlnou a imagindrni
¢ast e~ 2% cos 3x a e~ 2 sin 3x; tyto funkce rovnéz tvoii fundamentalni systém feseni rovnice (3.16).
Jeji obecné (redlné) feseni je proto tvaru

Y= Cre %" cos 3z 4+ Cre ™% sin 3z , C1,0eR.

Existuje ,,jednoduchy trik“, ktery umoznuje snadno, bez pouziti dalsi integrace, kterou
bychom provadéli pfi uziti variace konstant, nalézt partikularni feSeni rovnice (3.1) pro
specidlni pravé strany. Je vhodné si pamatovat jeho ,komplexni verzi“, ze které snadno
plyne postup v ,realném pripadé®.

Jestlize je pravd strana b(z) rovnice (3.1) tvaru

fla)e,

kde f je polynom stupné r (s komplexnimi koeficienty) a A € C, pak klademe k = 0 pro
pripad P(\) # 0, respektive k = ,nasobnost kofenu A\ charakteristického polynomu P “,
a rovnice (3.1)

md partikuldrni resent tvaru
" g(z) e,
kde g je polynom (s komplexnimi koeficienty) téhoz stupné r jako f.

Ostatni ptipady pravych stran typu f(z)cosz, resp. f(x)sinz apod. jsou v tomto pii-
padu zahrnuty, ¢tenar si je vSak musi samostatné promyslet. Jelikoz pfi aplikaci metody
zéroven ovétujeme, ze predpokladané feSeni je skutecné partikuldrnim feSenim (3.1), ne-
budeme tento trik nijak teoreticky zdivodiovat; viz [18], str. 128, [12], str. 52, nebo [33],
str. 244. Praktickou ukazku poskytuje nasledujici priklad.

Pi#iklad 3.3.7. NavéZeme na Piiklad 3.3.4. ReSme rovnici
Li(y) =y" =3y +2y=2x+3. (3.17)

Reseni : Kofeny piislusné charakteristické rovnice pro (3.14) jsou ¢&isla 1 a 2, pravé strana (3.17)
mé tvar e’ (22 +3) a 0 neni kofenem charakteristické rovnice. Protoze 22+ 3 je polynom stupné 1,
hleddme partikuldrni feSeni rovnice (3.17) ve tvaru €% (azx + b) = az + b, kde a,b € R. Po
zderivovani a dosazeni do (3.17) dostaneme rovnici

0—3a+2(ax +b) =2z + 3,

ze které snadno spocteme a = 1, b = 3. Timto zplisobem jsme snadno urcili partikularni feseni
y1 = x + 3 rovnice (3.17), a proto je jeji obecné feseni tvaru

y =+ 3+ Cre” + Che®.
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2 je (jednoduchym) kofenem charakteristické rovnice pro (3.14).
ResSeni: V tomto piipadé hleddme partikularni feseni ve tvaru
y1 = 2 (az® + ba® + cx).

Piiklad 3.3.9. Reste rovnici L (y) = e® cos 2!

Reseni: Uvazime, Ze funkce na pravé strané je redlnou ¢asti funkce e(+2)% Protoze komplexni

¢islo 1+2i neni kofenem charakteristické rovnice pro (3.14), hleddme v tomto pfipadé partikularni
feSeni ve tvaru
y1 = ae” cos 2x + be” sin 2z,

kde a,b € R. Dalsi postup je zfejmy.

Piiklad 3.3.10. Reste rovnici Ly(y) = e*(x + 3)! Nyni pracujme s operatorem Lo, uve-
denym v Ptikladu 3.3.5.

ReSeni: Velmi stru¢né: Partikularni feSeni se hleda ve tvaru g = e®(ax® + bx?), protoze
¢islo 1 je dvojndsobngm kofenem charakteristické rovnice pro (3.15).

Piiklad 3.3.11. Reste rovnici L3(y) = 2%e > sin 3z ! Zde je L3 operator z Piikladu 3.3.6.

Reseni: Uvedeme jen stru¢ny navod: Hleddme partikularni feseni ve tvaru

2

y1 = (az® 4+ ba® + cx) e > cos 3z + (da® + fa? + gx) e **sin 3z,

kde a,b,c,d, f,g € R, protoze komplexni ¢isla —2 + 3i jsou jednoduchymi kofeny charakteristické
rovnice pro (3.16).

Poznamenejme, ze je pak jiz jen zalezitosti pocetni praxe odhadnout, zda je vyhodnéjsi
pouzit variaci konstant nebo ,hadani“ tvaru feseni. Pokud se zbavime nutnosti hledat
primitivni funkce, neznamena to zdaleka, ze jiny postup je ¢asové méné vyhodny. Podrobny
vyklad metody nalezne ¢tenaf napt. v [18], str. 128.

Poznamka 3.3.12. Dostatek praktickych piiklad@ na uZiti rovnic vyssich fad@ poskytuje
napf. fyzika. Rovnice
Y+ 2ay + Wy =0

sw > 0 as a=0 jerovnice tzv. harmonického linearniho oscilatoru. Jejim netrivialnim obecnym
fesenim (c? + 2 > 0) jsou funkce

y(t) = c1coswt + cosinwt, teER. (3.18)
Polozime-li C' = (¢? + ¢3)'/? > 0, pak existuje to € R tak, Ze je
y(t) = Csin(wt + to) .

Cislo C je tzv. amplituda a t faze. Jestlize je a > 0, pak povaha feSeni rovnice (3.18) zévisi na
vztahu w a a. ReSeni popisuji silné tlumené (a > w), kriticky tlumené (a = w) ¢i slabé tlumené
(o < w) kmity. Viz napt. [17], str. 76 a néasledujici. Tam také ¢tendf nalezne mnoho piikladi
aplikaci teorie (obyéejnych) diferencidlnich rovnic.
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3.4 Ukazky pouziti

V této Casti se nesnazime budovat hlubsi teoreticky zaklad, spiSe jen ukazujeme nékteré typy
aloh, které s latkou této kapitoly souviseji.

Priklad 3.4.1. ODR se ¢asto vyskytuji jako aparat k popisu riaznych systémi kiivek.
UkaZzeme si rovnici popisujici vsechny kruznice v roviné R2. Resime tak vlastné obracenou
tlohu: Rovnici nefesime, ale hledame jeji tvar.

eseni: Kazda kruznice v R* je urCena svym stfedem S = [a,b] a polomérem r > 0. Hleddme
Reseni : Kazda kruzni R? j ¢ ym stfedem S b lomé 0. Hled4
jejich popis pomoci grafi funkci, vyhovujicich jisté ODR. Systém vSech rovnic takovych kruznic

(x—a)?+ (y—b)?2 =12 (3.19)
je tedy zavisly na tfech parametrech a, b, r. Rovnici (3.19) tfikrat zderivujeme, trochu upravime
a dostaneme (funkce y zavisi na x)

('Iia)+(yib)y/:07
L+ (y—b)y" + () =0,
(y—b)y" +3y'y" =0.
Vidime, zZe tfeti rovnice obsahuje jiz jen jediny parametr b. Ten vyloucime tak, ze srovname vyrazy
(y — b), které obdrzime ze druhé a ze tfeti rovnice. Dostaneme tak hledanou rovnici ve tvaru
y'(L+(y)?*) = 3y'y" = 0.

Uvédomte si, ze rovnice popisuje pouze ,horni“ a ,dolni“ oblouky kruznic bez konco-
vych bodid, to vsak je dano nasi volbou popisu, kdy jsme automaticky predpokladali, Ze
Ly je funkel proménné x.

Priklad 3.4.2. V navaznosti na Priklad 2.4.1 a na predchazejici Priklad 3.4.1 zkoumejme
systém ktivek popsanych rovnici
2(y* —1) +y(a® = 1)y = 0.

Reseni: Ukazeme si, jak se obtiz s popisem pomoci funkci d4 obchazet (jde o ilustraci, nebu-
dujeme Zadnou teorii!). Casto se setkavame s tim, Ze derivaci 3’ zapisujeme jako jakysi ,podil“
dy / dz . Nahradime derivaci timto vyrazem a upravime rovnici na tvar:

z(y? —1)dz +y(z? —1)dy =0. (3.20)
Pak rovnici upravime za pfedpokladu zexr#=+1la y # 41, na tvar

d
P Q:er _1

Predchozi vyjadieni postrada zatim smysl, je jen formalni tpravou. Abychom pfesli k nécemu
smysluplnéjsimu, doplnime znaky integralu pied oba zlomky a integrujeme (v prvnim pfipadé
vzhledem k z a ve druhém vzhledem k y):

dy =0.

log |22 — 1| + log |y — 1| = log |C] .
Odtud po ,odlogaritmovani“ dostaneme popis
(22— )2~ 1) =C.

Zde proménné z a y vystupuji symetricky a pro riznd C' lze odsud vyjadiit z v zavislosti na
Y, nebo y v zavislosti na x. Uvédomte si téz, ze vyloucené hodnoty popisuji pfimky o rovnicich
x=1,2z=—-lay=1,y = —1, coz jsou grafy funkci (dvé jsou funkcemi proménné x a dvé
funkcemi proménné y), které jsou rovnéz feSenimi ,zesymetrizované“ rovnice (3.20).
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3.5 Cvicdeni

10.

11.

12.

. Jsou funkce f(x) = 1+ z, g(z) = 1 — x linedrné nezavislé v prostoru vsech polynomu

(s redlnymi koeficienty) stupné nejvyse 2?7 [ano]

. Jsou funkce f(z) = 1, g(z) = sinz, h(z) = cos2z linedrné nezavislé v prostoru vsech

spojitych funkci na R? [ano]

. Jsou funkce f(z) = 1, g(z) = sin®z, h(x) = cos2z linedrné nezavislé v prostoru vsech

spojitych funkci na R? [ne]

Ukazte, ze funkce fi(x) = exp(Cix) a fa(z) = exp(Caz) jsou pro C; # Cj linedrné nezavislé
na libovolném intervalu (c, d).

Necht f1, fo € CW((c,d)) jsou linearné nezavislé funkce na (c, d). Ukaite, Ze pak téz funkce
C1f1+ Cafa a Dy f1 + Dafs jsou pti C1 Dy — CaD; # 0 linedrné nezavislé funkce na (c, d).

. Jsou funkce fi(z) = 2? a fi(z) = x|z| linedrné nezavislé na intervalu (—1,1)? Jakych

hodnot nabyva wronskian W{f1, f2](z) pro x € (—1,1)? [ano, i kdyZ se wronskian anuluje |

. Ukazte, ze funkce y; = 1, yo = —1, y3 = cos(x — C) jsou feSenimi rovnice
2 2
(v)" +y" =1
a naleznéte alespon tii jeji riznd maximalni Feseni, pro néz je y(0) = 1! [ Takovych feSeni

je nekoneéné mnoho (obréazek je velkou pomoci). Ptiklad ukazuje, Ze u obecnéjsich rovnic
je Casto situace slozité. |

Urcete obecné feSeni rovnice

y" —y =0! [y = C1+ Coe” + Cs3e™ "]
Urcete obecné feseni rovnice
y" —5y" + 8y — 4y =0! [y(z) = Cre” + e** (Cy + Csz) ]
Urcete obecné feseni rovnice
y" +2y +5y=0! [y(x) = e *(Cy cos 2z + Cosin 2x) |
Urcete obecné feseni rovnice

y@ 424" 4y =0! [y(z) = (Cy + Cax) cosx + (C3 + Cyx) sinz |

Urcete obecné reSeni rovnice
n
Yy ' —y=2x+1—4cosx + 2e”!

[ Uvazujte nejprve postupné piipady rovnice s pravymi stranami b(x) = 2241, b(z) = 4cosz
a b(x) = 2e” a odtud odvodte tvar obecného Feseni

y(x) = C1 + Coe” + C3e™” — 2% - x + 2sinz + xe” |
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Rovnice s konstantnimi koeficienty

Nékteré specialni rovnice lze prevést na linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty. Tak
napf. pro Eulerovu rovnici

J:ny(n) + almn—ly(”—l) 4+ .o+ anflxy/ + apy = b(.T)

sta¢i pouzit substituci x = €7, resp. z = log z. Nebudeme pfipad této rovnice podrobnéji
rozvadét, pokuste se vSak na zakladé uvedeného navodu fesit rovnici

22y — 2xy + 2y = 2? + 2!
[Rovnici pfevedte na tvar 3’ — 3y’ + 2y = e?* + 2 a transformaci jejitho feseni
y(z) = C1e* + Coe?® + ze¥ +1

dostanete
y(z) = Crz + Cox?® + 2% logz + 1.]

Podobné jako v pfedchozim cviceni feste diferencidlni rovnice zéavislé na n € N
z2y" — 3xy + 3y = 2"
[Substituci = = e?, resp. z = log z pfevedeme tlohu na FeSeni rovnice
y" — 4y + 3y =e"*
a po navratu k piivodni proménné dostanete y(z) = C1a + Cox® + 2™ (n? —4n +3)71.]
Najdéte obecné feseni rovnice
Y — 3y + 2y = 3e2°!
[y(x) = Cre® + Cre®® + 3z e ]
Najdéte obecné feseni rovnice

y" — 4y + 4y = 2(sin2z + z)!

[y(z) = (C1 + Cox) ®z + Fcos2z + 3 (z + 1) ]
Najdéte obecné feseni rovnice

y///_4y//+5y/_2y:2x+3

[y(z) = (C1 + Cax) e® + C3e*® — z — 4]

Najdéte obecné feseni rovnice

l‘5 3

[y(a:) =50 % + Ci2? 4+ Coz + Cy +C'4cosx+C5sinx}

Najdéte obecné feseni rovnice

23

[y(ﬂ:) =80 3 + Ci2% 4+ Coz + Cy +C'4cosx—|—C5sin$}



Kapitola 4

Systémy linearnich diferencialnich
rovnic

Mnoho fyzikalnich a technickych tloh lze popsat systémem diferencialnich rovnic.
Takové systémy lze relativné snadno sestavit; otdzky nalezeni feSeni jsou pod-
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stavami, kdy nezndmé funkce zavisi pouze na jediné proménné (v praxi ¢asto
vyjadfujici ¢as t). Derivace podle proménné ¢ se ¢asto znaci teckou. Déale se bu-
deme zabyvat systémy diferencidlnich rovnic. V této ¢asti budeme uzivat dalsi
poznatky z algebry. Nasledujici vyklad ukazuje jejich vyuziti. Uvodni ilustra-
tivni piiklad nam ukéze, ze se budeme moci omezit, podobné jako jiz diive, na
systémy (soustavy) rovnic prvniho fadu.

4.1 Motivace

Priklad 4.1.1. Mechanickou konfiguraci, v niz je na pruziné o tuhosti k; zavéSeno zavazi
o hmotnosti m;, na kterém je na pruzin€ o tuhosti ko zavéSeno zavazi o hmotnosti mo,
popisuje systém

myyy =mig — ki + ka(y2 — y1)
maoYy = maog — ka(y2 — y1) -

Predpokladame, ze kromé gravitacni sily nepiisobi na systém zadna dalsi vnéjsi sila. Funkce
y1 a Yo popisuji vychylky zévazi od rovnovazného stavu. Pomoci substituce y; = (1/mq)ys,
yh = (1/mgy)ys dostaneme systém prvniho Fadu

y1 = (1/ma)ys,

vh = (1/m2)ya,

Yy = ma1g — kiyr + ka(y2 — v1) ,
Yy = mag — ka(ya — 41) -

Predesly ptiklad lze snadno zobecnit: kazdy podobny systém lze analogicky prevést na
systém prvniho fadu. Déle ukdzeme, jak ve specidlnich pripadech Fesit systém (soustavu)
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diferencialnich rovnic prvniho fadu

yi = fl(maylvy%"'ayn):
y; = f2(x7y17y27"'ayn)7

y1/7, = fn(x>ylay27 s 7yn)7

ktery jsme zkracené zapisovali ve vektorovém tvaru

Y =Ff(z,y),
a pro ktery mame ,lokalni“ existen¢ni Vétu 2.3.1.

Piiklad 4.1.2. Snadno zjistime, Ze vektorova funkce u(t) = (cost, sin®t),
t € (0,7) je FeSenim soustavy

Y= Pty — iy —1

Z/é = 2y1\/y_.

Chceme-li takovy systém prakticky fesit, jsou zjednoduseni nutna: omezime se proto
na linearni systémy ODR. Obecné jde totiz o slozity problém, avsak, stejné jako vyse,
pro specialni piipady je k dispozici pomérné jednoduché teorie. Budeme se tedy zabyvat
systémem

1@y + an(@)y2 + - - - + arn(z)yn + b1 (),
201 ()y1 + A (T)y2 + - - - + agn(x)yn + ba(x),

=
S~
—
8
S~—
I
e o

: (4.1)
y;(x) = anl(x)yl + an2(x)y2+ R ann(x>yn + bn(x) )

ktery budeme zapisovat ,maticové“ ve tvaru
Y = A(x)y +b(z);

zde y a b chapeme jako sloupcové n-rozmérné vektory, A je ¢tvercova matice typu n X n,
jejimiz prvky jsou (realné) funkce. Pfitom budeme predpokladat, ze a;, a b; jsou spojité
funkce na otevieném intervalu I C R. V tomto ptipadé pro kazdy bod [zg,y°] € T x R”
existuje podle Véty 2.3.5 pravé jedno feseni ¢ = (', ..., ¢") definované na intervalu I,
spliiujici podminku ¢(z) = y°.
Neni prilis prekvapujici, ze budeme uvazovat opét dva systémy rovnic, a to jednak
systém
y =A(x)y+b(z), (4.2)
a pak systém
Yy =A(@)y. (4.3)

Postupné odvodime tvrzeni, ktera budou obdobna jako v pfipadé jediné linearni dife-
rencidlni rovnice n-tého radu.
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Lemma 4.1.3. Vsechna teseni systému (4.3) definovand na tomtéz intervalu tvori linedrni
prostor. Specidlné to plati pro vsechna maximdlni resend.

Dikaz. Pro feSeni y,, y, systému (4.3) a ¢1, c2 € R zfejmé plati
(a1ys + 2y) = 1 A(2)y, + 2 A(2)Yy, = A(z) (1Y, + 2y,),
coz dokazuje tvrzeni. ]

Nyni ukazeme, Ze tento prostor ma dimenzi n. Nejprve budeme fesit dilezitou otazku,

kdy jsou n-rozmérné vektorové funkce g, (z)=(g;(z), gi(x),...,g(x)),x € [,k=1,...,n,
line4drné nezavislé na intervalu I C R. Jsou-li linearné zavislé, pak musi existovat netrivialni
linedrni kombinace téchto vektort s koeficienty ¢ = (cq,c¢o,...,c,) tak, ze (vektorova)
funkce

191(%) + -+ cug,(v) = 0,

tj. tato kombinace je n-rozmérnym nulovym vektorem v kazdém bodé x € I. K tomu

je nutné, aby determinant matice, jejiz sloupce tvoii vektorové funkce g,(x),...,g,(x),
x € I, byl na I nulovou funkci. Determinant funkéni matice, jejiz sloupce tvoii funkce
g,(x),...,g,(x), x € I, m4 analogické vlastnosti jako dfive zavedeny Wrénskiho determi-

nant. To nam bude voditkem pro dalsi postup.
Pomoci Véty 2.3.5 o jednoznac¢nosti najdeme n linearné nezavislych reseni

y]_ = (yi’y%7"'7yf/>7 et y/l"L - (y}[,’y’?l,""7y;r;)7
ktera spliiuji rovnici (4.3) a pro néjaké zy € I podminku
y.(ro) =€, k=1,... n; (4.4)

vektor e” je standardni soufadnicovy vektor (0,0,...,1,...,0), ktery mé k-tou soufadnici

rovnou 1, zatimco ostatni jsou rovny 0. ReSeni jsou opravdu linearné nezavisla, protoze
n ’

z Y r_y kY, = 0 plyne dosazenim z, rovnost

chyk(xo) = Z cret =0.
k=1 k=1

Protoze e*, k = 1,...,n, jsou linedrné nezéavislé, plyne odtud ¢; =cy = --- = ¢, = 0.
Lemma 4.1.4. Vsechna maximdlni reseni systému (4.3) tvori linedrni prostor dimenze n.

Dikaz. 7 predchozi tvahy vyplyva, ze dimenze tohoto prostoru je alesponn n. Je-li y*
libovolné FeSeni systému (4.3), je y*(zo) = h = (h*,h?,... ") a y*(zo) = > _,_, h"e". Pak
podle véty o jednoznacnosti je y*(z) = >_,_, hFy,(z) pro viechna z € I. O

Jsou-li funkce g,,...,g,, resp. jejich slozky g%, j, k = 1,2,... n, funkcemi z C*(I), je
i jejich determinant funkci z C¥(I). Pfitom je pro linedrné zavislé funkce roven 0 vSude
v 1. Ukazeme, ze v piipadé€ vektorovych funkci y,,vy,, ..., vy, které jsou resenimi systému
(4.3), plati alternativa v ,silnéjsi“ podobé: je-li determinant matice (yé“) rizny od 0 alespon

v jednom bodé intervalu I, je nenulovy ve vsech bodech I. Je-li totiz nulovy v néjakém bodé
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xo € I, existuje netrividlni linedrni kombinace takova, ze c1y,(xo) + -+ + ¢cuy,, (o) = 0.
Pak podle véty o jednoznacnosti je

ay(z)+- +cy,(z) =0

pro vSechna x € I. Jestlize srovname dosud nalezené poznatky s tim, co jsme odvodili
pro linearni rovnici n-tého fadu, vidime, Ze je tcelné i v tomto pripadé zavést pojem
fundamentalniho systému feseni.

Definice 4.1.5. Mnozinu kazdych n linedrné nezavislych feseni systému (4.3) na intervalu
(¢, d) nazyvame fundamentalni systém feSeni soustavy (4.3) na (¢, d). Matici, jejiz sloupce
tvori fundamentalni systém maximalnich feSeni soustavy (4.3), nazyvame fundamentalni
matici soustavy (4.3). Budeme ji znacit Y := Y (z). Je tedy

Y(z) = Lo : (4.5)
(7 S

Dusledek 4.1.6. Determinant fundamentdlni matice systému (4.5) je na I vsude rizny
od 0.

Piiklad 4.1.7. Uvazujme soustavu obycejnych linedrnich diferencidlnich rovnic (OLDR)

10 0
y=Ay, kde A=| 3 1 -2 |. (4.6)
2 2 1
Reseni : Ovéfime, Ze
2e” 0 0
ylz)= —2¢* |, %)= e®cos2z |, v3(zx)= e’ sin 2x
3e” e’ sin 2x —e¥ cos 2z

tvofi fundamentalni systém FeSeni soustavy (4.6). Je (z praktickych divodu pfejdeme k oznaceni
derivaci pomoci tecek):

2e” 0
gix) = —2¢* |, 9*(x)=| e®cos2z—2e"sin2z |,
3e” e® sin 2z + 2e” cos 2z
0
9 (x) = e’ sin 2z + 2e* cos 2x

—eT cos2x + 2¢€* sin 2x

Po dosazeni do (4.6) zjistime, ze y*, k = 1,...,3, jsou fesenimi dané soustavy. Abychom ovéfili,
Ze tato TeSeni tvori fundamentalni systém, sta¢i spocitat hodnotu determinantu

20 0
detY(0)=det| -2 1 0 | =-2.
3 0 -1
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Protoze je determinant det Y (0) rizny od nuly, tvoii y', y? a y® fundamentdlni systém. Funda-
mentalni matice pro soustavu (4.6) ma tvar

2¢” 0 0
Y(x)=| —2¢" e"cos2z e"sin2z . (4.7)
Je® e'sin2x —e%cos2zx

Metodou nalezeni fundamentalniho systému feseni pro soustavy typu (4.6) se budeme zabyvat
pozdéji v kapitole 5.

Oznacime-li ¢ = (¢1,¢3,...,¢,) sloupcovy vektor, mizeme zkracené zapisovat obecné
resend jako maticovy soucin y(x) = Y (x) c. Snadno nahlédneme, Ze i v tomto piipadé plati
analogicka tvrzeni jako pro linedrni rovnici n-tého radu; jejich dikaz by byl jen opakovanim
uvah, které jsme jiz jednou provadéli a které maji elementarni charakter. Shrneme tyto
poznatky do jediného tvrzeni:

Tvrzeni 4.1.8. Obecné teseni systému (4.3) obdrzime jako mnoZinu vSech linedrnich kom-
binact fundamentdlniho systému tesent soustavy (4.3); zdvisi tak na n parametrech, ktergmi
gsou koeficienty této linedrni kombinace. Rozdil kazdjch dvou teseni systému (4.2) je Tese-
nim (4.3). Proto obecné tesent systému (4.2) obdrzime jako (mnoZinovy) soucet obecného
resent systému (4.3) a (jednoho) partikuldrniho Teseni systému (4.2).

4.2 Variace konstant pro systémy

Jestlize zndme fundamentalni systém feSeni systému (4.3), mizeme pro urceni partiku-
larniho FeSeni systému (4.2) uzit metodu variace konstant. Pfi jejim odvozeni pouzijeme
vyhodny maticovy zapis. Budeme hledat feSeni systému (4.2) ve tvaru

kde sloupcovy vektor ¢(x) je (vektorovou) funkci na intervalu I a Y (x) je fundamentéalni
matice systému (4.3), kterd je tedy regularni v kazdém bodé = € I a jejiz prvky jsou spojité
funkce na I. Pro toto feseni dostaneme

Y'(z) c(z) + Y (z)c(z) = (Y(z) c(x))/ =A(z) Y (x)c(x) 4+ b(x).

A(z) Y (), porovnanim vyrazu stojicich vlevo a vpravo vyplyva, ze

Protoze Y'(z) =
=b(x), z € I, a tedy

Y (z) ¢(x)

Inverzni matice Y ! je regularni v kazdém bodé x € I a jeji prvky jsou spojité funkce na
I; to plyne z vlastnosti Y a ze vzorce pro vypocet prvkil inverzni matice. Proto na pravé
strané predchazejici rovnosti stoji spojita vektorova funkce. Integraci posledni rovnosti
(v mezich zy a =) dostaneme pro kazdé = € I vzorec

c(r) = c(xg) + /w Y '(t) b(t) dt
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Véta 4.2.1. JestliZe jsou maticovd funkce A a vektorovd funkce b spojité na otevreném
intervalu I C R a je-li xy € I, md Cauchyho pocatecni uloha pro systém

Y =A@@)y+b), ylz)=y",
pravé jedno teseni na I pro kaZdy bod y° € R™. Toto Teseni je popsdno vzorcem

y(x) =Y (2)Y Hz0) ¥’ + Y (2) / Y '()bt)dt, zel. (4.8)

Diikaz. Pro ditkkaz spravnosti vzorce si stac¢i uvédomit, ze vyraz vpravo je v bodé xy roven
vektoru 7°. O

Priklad 4.2.2. Naleznéte feseni Cauchyovy tlohy pro rovnici zapsanou v maticovém tvaru

10 0 0 0
y=|31 -2 |y+ 0 o oy0)=1[1]. (4.9)
2 2 1 e cos 2x 1

Reseni : Zde je x¢9 = 0. Porovnanim s Ptikladem 4.1.7 vidime, Ze fesime obdobny piiklad, tento-
krat vsak s nenulovou vektorovou funkci b. Fundamentalni matici homogenni soustavy jiz zname,
je popséna v (4.7). Abychom mohli uzit vztah (4.8), musime vypoéitat Y ~1(t) a Y ~1(0). Po
snadném, ale ponékud pracném vypoctu obdrzime

1
5 0 0
2
Y '(z) = [ cos2z — 3sin2z cos2z sin2z e,
sin2x+%c082x sin2x —cos2z
a tedy
0 0
Y '0)=( 01 0
30 -1

Dosazenim do (4.8) mame

@) = Y)Y 0) y'+Y(2) /0 Y () be) dt =

0 z 0
= €"| cos2x—sin2z | + X(x) / cos2tsin2t | dt =
cos 2z + sin 2z 0 —cos? 2t
0 0
= €| cos2z—sin2z | +X(z) | 2(1—cosdz) | =

cos 2x + sin 2z 5 — % sin 4z
0
= € cos2z — (1 + ) sin 2z

(14 32)cos2x + 2 sin2x

Poznamka 4.2.3. Predpoklddejme, Ze jsme nalezli jedno fesSeni yp(x), x € I, soustavy

Y (x) = A(2) y(z) + b(a). (4.10)
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Takové feSeni budeme zpravidla nazyvat partikularni feseni (proto téz budeme nékdy
uzivat index ,,P*). Nasim cilem je nalézt vsechna feseni uvedené soustavy na intervalu I,
a tak polozime

z(z) = y(v) + yp(v)

a dosadime do (4.10). Postupné dostaneme:

Z'(x) =y (z) + y'p(z) = A(z) y(z) + A(x)yp() + b(x)

Odtud plyne, 7Ze kazdé feSeni z(z), x € I, soustavy (4.10) je souc¢tem partikularniho FeSeni
yp(z) a néjakého feseni yy (z) homogenni soustavy

Y'(r) = A(z) y(x).

Je-li interval [ maximalni, tj. pracujeme-li s maximalnimi fesenimi, ziskdme timto zptiso-
bem vSechna maximalni feseni soustavy (4.10), tj. jeji obecné Feseni. Budeme-li chépat
symboly ,mnozinové®, pak ve zfejmém smyslu pro obecné feSeni y,p5 plati

Yop(®) =yy(x) +yp(x), zel.
Strukturou obecného feseni homogenni soustavy jsme se jiz zabyvali.

Priklad 4.2.4. Reste Piiklad 4.2.2 s vyuzitim piedchéazejici Poznamky 4.2.3.

ReSeni: S ohledem na piedchozi poznamku lze Cauchyovu tilohu (4.9) Fesit nasledujicim zpt-
sobem, ktery byva v konkrétnich situacich zpravidla jednodussi: Oznacime u?, i = 1,2, 3, FeSeni
homogenni soustavy (4.9), tj. sloupce matice Y (z) v (4.7). Hleddme nezndmé funkce ¢ = ci(z),
k=1,2,3 tak, aby

u(z) = ¢ (z) ul(z) + co(z) u?(z) + c3(x) u(x)

bylo fesenim soustavy (4.9). UZijeme ,fyzikalni“ symboliku a budeme opét derivaci znaéit teckou.
Snadno zjistime, Ze

a(z) = é1(z) ul(z) 4 éo(x) ul(z) + é3(z) ud(z) + c1(z) @l (z) + o) () + c3(x) 4 (x).

Dosazenim do soustavy (4.9) a vyuzitim faktu, ze u*(z) = A(z)uF(z), k = 1,2,3, dostavame
soustavu (algebraickych rovnic) pro neznamé funkce:

2e” 0 0 0
é(z) | —2e" | +éa(x) | ecos2x | + é3(x) e” sin 2z = 0
3e* e® sin 2x —e® cos 2x e® cos2x

Celou soustavu vydélime kladnou funkci e® a z prvni rovnice soustavy mame
¢1(x) =0, atedy ci(z)=0

(konstantu lze volit libovolné, pro usnadnéni je zpravidla vyhodné volit nulu). Dal$i rovnice
soustavy pak maji tvar:

¢a(z) cos2x + é3(x)sin2z = 0

¢o(x) sin2x — ¢é3(x)cos2x = cos2z.
Jak snadno spocteme, je determinant této soustavy roven —1, a tedy hledané feseni jsou:

¢a(z) = sin2zcos2z

é3(x) = —cos? 2.
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Po integrovéani (integra¢ni konstanty volime opét nuly) mame:

1
éo(z) = 3 (1 — cos4zx)
1
e3(x) = —% ~3 sin4zx.
Partikularni feSeni méa tedy tvar
1 0 z 1 0
up(z) = = (1 —cosdz) | e*cos2z | — (— + —sin 4ac) e’ sin 2z
8 o 2 8 "
e’ sin 2z —e® cos 2z

Z teSeni prikladu na str. 48 vime, ze libovolné feseni homogenni soustavy (4.7) lze psat ve tvaru

2e” 0 0
ug(z)=C1 | —2¢* | +Cy| e cos2z | +C5 e’ sin 2z
3e” e’ sin 2x —e* cos 2z

kde C, k = 1,2,3, jsou konstanty. Obecné feseni soustavy (4.9) mé tvar

uop(x) = un(z) + up(x).

Abychom nalezli feSeni Cauchyovy ulohy, musime urcit konstanty Ck, k = 1,2,3, z pocatecni
podminky. Dostavame soustavu linearnich algebraickych rovnic:

2 0 0 0 0
uOB(O) = —2 + Cy 1 + C 0 + 0 = 1
3 0 -1 0 1
Jak snadno zjistime, mé tato soustava (jediné) feseni C; = 0, Co = 1, C3 = —1. Tedy hledané
feseni Cauchyovy tulohy je
2e” 0 0
u(z) = 0| —2¢* | +1| e"cos2z | —1 e” sin 2x +
3e” e® sin 2z —e® cos 2z
0 0
1 x 1. .
+ - (1—cosdz) | e"cos2z | — (f + = sin 43:) e” sin 2z
8 . 28 N
e’ sin 2z —e® cos 2z

Po upravé dostavame hledané feseni Cauchyovy tlohy:

0
cos2z — (1 + 3x)sin2x
(14 3)cos2z + 2 sin 2z

u(z) =e”

Poznamka 4.2.5. JelikoZ jsme uvedli fadu prikladi na feSeni soustav obycejnych line-
arnich diferencidlnich rovnic (OLDR), cviceni k této kapitole neuvadime. Viz jesté dalsi
vyklad.



Kapitola 5

Systémy rovnic s konstantnimi
koeficienty

ZaFazeni této Casti ma pomérné ziejmy charakter. V predchozi ¢asti jsme po-
znali, ze jsme schopni nalézt metodou variace konstant obecné feseni soustavy
linearnich rovnic, pokud zname jeji fundamentalni systém Feeni. Ten vsak obecné
nalézt neumime. UkéZeme si, jak je to — alespon teoreticky — mozné v pripadé,
ze jde o soustavu linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty.

5.1 Uvod

V dalsich odstavcich si pfipomeneme nékolik pojmu z linearni algebry. Opét doporucujeme
¢tenari s hlubsim zajmem o tuto partii, aby si prislusnou latku eventualné prostudoval
v [2]. Tento text obsahuje totiz i kapitolu, v niz ¢tenafr nalezne aplikaci teorie na feSeni
systému diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty tvaru (4.3).

Definice 5.1.1. Je-li A matice typu n X n, jejimiz prvky jsou realna ¢isla, tj.

@11 Q21 ... QGp1

12 A29 ... Qap2
A= . _ R

A1p A2, ... Qpn

nazyvame polynom (symbolem E znacime jednotkovou matici typu n x n)

a; — A a1 cee Qn1

a Aoy — A ... Qp

P\ =det(A—\E)=det | =~ % ’
Aip QAo R R

charakteristickym polynomem matice A'). Jeho kofeny se nazjvaji vlastni &isla nebo
vlastni hodnoty matice A, rovnice P(A\) = 0 je charakteristicka rovnice prislusna k A.
Mnozinu v8ech vlastnich ¢isel matice A nazyvame spektrum matice A a znacime ji o(A).

1) Pokud se zavadi charakteristicky polynom pomoci matice (\E — A), dostaneme stejné vysledky;
odpovidajici teorie se lisi jen nepodstatné.

93
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Definice 5.1.2. Je-li A vlastni ¢islo matice A, nazyvame kazdy nenulovy vektor v vy-
hovujici rovnici Av = Av vlastnim vektorem matice A pfislusnym k vlastnimu ¢islu A.

Poznamka 5.1.3. Vlastni vektory hraji dileZitou roli v mnoha aplikacich. Je-li A vlastni ¢islo
matice A, pak pro vlastni vektor v prislusny k A je A cv = A cv, takZe A transformuje podprostor
generovany v na tentyz podprostor, ktery je proto invariantni. V predchazejici definici vlastniho
vektoru jsme se omezili na nenulové vektory. Pro nulovy vektor v je Av = Av pro kazdé X € C,
coz je nezajimavy piipad. Na druhé strané pripoustime, ze jak vlastni ¢isla, tak i vlastni vektory
mohou byt komplexni. Budeme pracovat i s komplexnimi funkcemi v roli feSeni, i kdyz je nasim
koneénym cilem vyjadrit obecné feSeni pomoci realnych funkci.

Priklad 5.1.4. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

1 -1 4
A=[3 2 -1 (5.1)
2 1 -1

ResSeni: Matice A mé charakteristicky polynom
PA)=—-14+MN1-XMN2=-N)+2+12-8(2—- N+
+1-=XN)=31+N)=1-NMNA=-3)(A\+2)
a jeji spektrum je tedy o(A) = {1, 3, —2}.
Nyni spo¢teme vlastni vektor?) v := v1, v = (v!,v? v3), matice A odpovidajici vlastnimu
¢islu A\ = 1, netrividlnim feSenim soustavy (A — 1E) v = 0, neboli v rozepsaném tvaru soustavy
0 -1 4 vl
3 1 -1 v ] =0.
2 1 -2/ \?
Jejim fesenim obdrzime vy = (v}, v2 v3) = c(~1,4,1), c € R, ¢ # 0, coZ je popis vsech vlastnich
vektort odpovidajicich vlastnimu ¢islu A\; = 1.
Podobné dospéjeme k vyjadieni vSech vlastnich vektord odpovidajicich vlastnimu c¢islu
A2 = 3, které jsou tvaru v := wvg, kde v = (v}, 02 v3) = d(1,2,1), d € R, d # 0, a viech
vlastnich vektori, které odpovidaji poslednimu vlastnimu ¢islu A3 = —2 a které jsou tvaru
v=w3, v=v2v3)=e(-1,1,1), e € R, e #0.

5.2 Nalezeni nezavislych reseni

Je vhodné si nyni ukézat, k cemu nam vlastni ¢isla a vlastni vektory budou. Poznamenejme,
7e u linedrni rovnice n-tého fadu jsme hledali feSeni ve tvaru y(x) = e’ a timto obratem
jsme prevedli problém na feseni algebraické rovnice stupné n. Nyni budeme hledat feseni ve
tvaru y(r) = e v, kde v je vektor s konstantnimi slozkami (je to tedy vektorova funkce!).
Dosazenim do vysSetfovaného systému dostaneme

ANy =g/ (z) = Ay(z) = AeMv,

coz nas privadi ke hledéani ¢isel A a (netrividlnich) vektort v, pro které plati \v = Awv,
a tedy i (A — AE)v = 0. V ptfipadé, Ze se ndm podaii takto najit n linedrné nezavislych
feSeni, bude tim problém nalezeni obecného feseni systému y’ = Ay vyfesen.

2) Pfi vypoctu by se nam dvoji indexy mohly plést, uzivame proto zjednodusené oznaceni a pamatujeme
si, ze poCitame vektor vy pfislusny k vlastnimu ¢islu A\;. Obdobné postupujeme i pfi vypoctu dalsich
vlastnich vektoru.
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Lemma 5.2.1. Necht vi,vs,...,v;, 1 < k < n, jsou nezavislé vlastni vektory, piislusné
k (ne nutné rizngm) vlastnim céislim Ai, g, ..., Ay matice A. Potom
A A A
yi(z) = Moy, yy(x) = e vy, yp(x) = oy

jsou linedrné nezavisla reseni systému y' = Ay.

Diikaz. Ovéfme jesté jednou, ze takto dostavame TeSeni systému: je
Yy (z) = A€ = M\ v = M Ay, = AeM Ty, = Ay, .

. k , o, . v .
Polozme *_c:y: = 0. Dosazenim x = 0 do linearni kombinace FeSeni y. dostaneme
j=1%79j J

k k k
. — CaNiTa, — 4y —
c]yj(m)xzo—g cjef'vszo—g cjvj=0.
Jj=1 J=1 Jj=1
S ohledem na nezavislost v1,vs,..., v dostavame ¢y = ¢ = --- = ¢ = 0 a tedy i nezavislost
feSeni Yi,Y2,-- -, Yg- ]

Priklad 5.2.2. Reste rovnici

/

y:

=)
=

1
1|y (5.2)
0

Reseni: Charakteristicka rovnice je tvaru P(A) = A3 — 3\ —2 = 0 a ma kofeny Ao = —1
a A3 = 2. Dvojnasobnému kofeni —1 odpovida soustava rovnic ekvivalentni s jedinou rovnici pro
(tf1) slozky vlastniho vektoru

v+t 403 =0,

protoze vSechny tii rovnice jsou shodné. Lze tedy volit dva linedrné nezavislé vlastni vektory
odpovidajici vlastnimu ¢éislu —1, a to napf. v; = (1,—1,0) a vy = (0,1, —1). Snadno zjistime, zZe
k vlastnimu ¢éislu A3 = 2 lze zvolit vlastni vektor vg = (1,1, 1) a nalézt tak obecné feSeni rovnice
(5.2) ve tvaru

1 0 1
ylx)=Cre ™ | =1 ]| +Cre™™ 1| +C3e*®* (1], CreR, k=1,23, zcR.
0 -1 1

Priklad 5.2.3. Reste rovnici
;o 31
y - _1 1 y7

Reseni : V tomto piipadé ma charakteristicka rovnice A2 —4\+4 = 0 dvojnasobny kofen A 1,2 =2
a existuje pouze jediny linedrné nezavisly vektor odpovidajici tomuto koifeni, ktery ma tvar
v = (¢, —c), ¢ # 0. To signalizuje mozné obtize pfi vyskytu vicendsobnych vlastnich ¢isel, protoze
jeden nezavisly vlastni vektor ndm poskytne pouze jedno netrividlni feSeni, které nevytvdri bazi
prostoru vsSech feseni rovnice.

V predchazejicich prikladech bylo mozné si povS§imnout, Ze problémy nenastavaly v pii-
padé, kdyz vlastni ¢isla A\, £ = 1,...,n, byla navzajem rizna. To je zakonité, plati totiz
nasledujici
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Tvrzeni 5.2.4. Viastni vektory vi,vs, ..., v, 1 < k < n, prislusné k ruznym vlastnim
cislum A1, Aa, ..., A\p matice A jsou linedrné nezdvisle.

Diikaz. Budeme postupovat indukci. Pro & = 1 je platnost tvrzeni ziejmé z definice vlastniho
vektoru. Pfedpokladejme tedy, ze tvrzeni plati pro (k—1) a odvodme jeho platnost pro k. Jestlize
pro ci,co,...,cx € R je

v +cavet+ -t vp =0, (5.3)

pak také plati

A(crvr+cava+ -+ cpvg) =05

Protoze jsou v; vlastni vektory piislusné k vlastnim ¢islim A;, j = 1,...,k, plyne odtud
CLALVLF XV + -+ Apvp=0. (5-4)
Vynasobime rovnici (5.3) éislem Ay a vzniklou rovnost ode¢teme od (5.4). Dostaneme tak vztah

c1(A1 — M) v+ ca(Ae — Ap)va + -+ cpm1(Ap—1 — Ap) V-1 = 0.

Predpokladali jsme, Ze jsou vektory vy, ve, ..., vr_1 linedrné nezavislé; protoze jsou vlastni ¢isla
A1, A2, ..., A\ navzdjem vesmeés riznd, vyplyva z predchéazejici rovnosticy =co = --- =c¢_1 = 0.
Odtud dostavame i ¢ = 0 a tvrzeni je dokazano. O

Priklad 5.2.5. Budeme se zabyvat jesté jednou predchazejicim Pfikladem 5.1.4, ve kterém
jsme nalezli tvar vlastnich vektort prislusnych k jednotlivym vlastnim ¢islim. Pripomerite
si jeho znéni.

Reseni: Zvolme ¢ = d = e = 1; pak vektor v; = (—1,4, 1) piislusi k \; = 1, vektor vy = (1,2,1)

vlastnimu ¢islu Ay = 3 a v3 = (—1,1,1) vlastnimu éislu \3 = —2. Mame-li tedy fesit soustavu,
zapsanou v maticovém tvaru
1 -1 4
y=1(3 2 -1|uy, (5.5)
2 1 -1

ve kterém matici na pravé strané rovnice jsme vysSetiovali v Pfikladu 5.1.4, lze jeji obecné feseni
zapsat ve tvaru

-1 1 -1
y(x) =cre” 4l 43| 2| +ege7?® 1], ci1,c9,c3€R, z€R. (5.6)
1 1 1

K feSeni pocatecni tlohy pro systém y’ = Ay neni tieba dalsi vyklad, postup feseni je
ziejmy. Uvedeme proto jednoduchy ilustrativni priklad:

Piiklad 5.2.6. Reste rovnici s danou poéateéni podminkou

Yy = G i) y, y0)= (g) : (5.7)

Reseni : Snadno zjistime, ze vlastnimu ¢islu A\; = —1 odpovid4 napi. vlastni vektor v; = (—2,1)
a vlastnimu ¢islu A2 = 3 odpovida napf. vlastni vektor vo = (2,1). Obecné Feseni rovnice je tvaru

y(r)=Cre " <_?>+C’2egz<?>, zeR.
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Dosazenim 0 za x dospéjeme s piihlédnutim k pocatecni podmince k rovnici

—1.0 (2 of2 2
aert (e (3)=()

jejimz fesenim vzhledem k neznamym C, Co obdrzime hledané feSeni pocatec¢ni ulohy

y(z) = e° <_f> +oek <§> zER.

Situace je vsak ponekud slozitéjsi, jestlize méa charakteristicky polynom P obecné kom-
plexni kofeny. Hleddame totiz feSeni vyjadiené pomoci redlnych funkci. Jsou-li prvky ma-
tice A redlna cisla, ma i P redlné koeficienty. Postupujeme pak analogicky jako v Poz-
namce 3.3.1. Kofeny P, které nejsou realné, se vyskytuji v parech a jsou komplexné sdru-
zené. Nechf tedy jsou A = 8+ iy a A = § — iy vlastni ¢isla matice s redlnymi koeficienty
A. Protoze pro vlastni vektor v pfislusny k A je Av = \v, dostdvame rovnosti?)

Av = Av=)v = )\v,
takze v je vlastni vektor prislusny k vlastnimu ¢islu A Tyto vektory jsou podle Tvrzeni 5.2.4
linearné nezavislé. Oznac¢ime-li Re v = vy, Imv = v,, m4 rovnice y' = Ay nezavisla feSeni
y,(7) = e”(cos vz + isinyz)(v; + ivy),
Yo(z) = % (cos yr — isinyz) (v, — ivy),
a tedy i nezavisla redind resent (1/2)(y, + y2), (1/21)(y; — y,), tj.
e’ (vy cosyr — vysinyx), €7 (vysinyx + vy cosyr). (5.8)

Tak mtizeme nalézt ke kazdému paru komplexné sdruzenych (rtiznych) vlastnich ¢isel dvo-
jici linedrné nezavislych realnych feseni; pti vypoctu pak jiz staci k jednomu z komplexné
sdruzenych riznych vlastnich ¢isel najit vlastni vektor a ze ziskaného komplexniho feseni
vzit jeho redlnou a imaginarni ¢ast.

Priklad 5.2.7. Urdete obecné feSeni rovnice

10
y=1[31 -2]y (5.9)
2 2

a vyjadrete je jako kombinaci redlnych feseni, tvoricich bazi prostoru vsech reseni soustavy.

ReSeni: Snadno uréime charakteristickou rovnici (1 — A\)(A\2 — 2\ +5) = 0 a jejim feSenim
kofeny A1 =1, A2 3 = 1 £ 2i. Pro )\; snadno spocteme, ze lze za piislusny vlastni vektor v volit
napf. v1 = (2,—2,3). Pro A2 = 1 + 2i dostaneme

—2i 0 0 vl
3 —2i -2 v? ] =0,
2 2 —9i V3

3) Prouzek zde znaéi u vektorti piechod ke komplexné sdruzenym ¢&isliim ,po slozkach®.
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takze za vektor, pfislusny k Ay 1ze volit vy = (0,1, —i). Jemu odpovidd komplexni feseni

0
y(z) = T2 [ 1) = e (cos 2z + isin22)((0,1,0) +i(0,0, —1)),

—i

a prechodem k jeho redlné a imaginarni ¢asti dostaneme dvojici redlnych reSeni

0 0
Ys(x) =€ | cos2z | ys(z) =e” | sin2zx
sin 2z —cos 2z

Nyni jiz snadno popiSeme obecné Feseni rovnice (5.9):

2 0 0
y(m) =" |C1 | =2 +Cq | cos2z | +C5 sin 2x , reR, (5-10)
3 sin 2x — cos 2x

kde C1, Cy, C5 jsou redlné konstanty (konstantni funkce).

Priklad 5.2.8. Podobné jako v piedchézejicim piikladu postupujeme pii Feseni tlohy na-
1ézt v8echna (redlnd) feSeni soustavy

10 1
y=| 01 -1 |y. (5.11)
-2 0 —1

Reseni : Charakteristicky polynom matice A, P(A\) = det(A — AE) = (1 —A)(A\2+1), m4 kofeny
A1 =1, Ay =1ia A3 = —i. Vlastni vektor odpovidajici A\; = 1 je nenulovy vektor v, ktery ziskame
feSenim rovnice (A — E) v = 0, tj. rovnice

0 0 1 U1 0
0 0 -1 vg | =10
-2 0 -2 U3 0

Vsechna nenulova feseni soustavy jsou tvaru ¢(0, 1, 0), ¢ € R, ¢ # 0; odpovidajici vlastni vektor
je tedy napi. v = (0, 1, 0). Reseni odpovidajici vlastnimu é&slu A\; méa tvar

0
yi(z) =€” 1
0

Vlastni vektor v odpovidajici Ay =i je nenulovym feSenim rovnice (A —iE)v = 0, tj.

1-i 0 1 v 0
0 1-i -1 w | =10,
—2 0 —1-i v3 0

coZ po upraveé dava soustavu

2 0 141 V1 0
0 2 —-1-i vg | =120
00 0 U3 0
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Vsechna jeji nenulové FeSeni jsou tvaru c(—1 —1i, 1 +1i, 2), ¢ € R, ¢ # 0. Vlastnim vektorem je
napt. vektor v = (=1, 1, 2) +i(—1, 1, 0) = v* +iv?. Vyuzijeme-li (5.8), maji feseni odpovidajici
vlastnimu ¢islu Ay tvar (8 =0, v =1):

-1 -1 -1 -1
Yo(z) = 1 |cosz— 1 |sinz, ys3(z)= 1 |sinz+ 1 |cosz.
0

Sestavme fundamentalni matici

0 —cosz+sinx —sinz —cosx
Y()=| e cosz—sinx  sinz+ cosz ,
0 2cosx 2sinx
jejiz sloupce tvori jednotliva Feseni y;, y,, y3. Snadno ovéiime, ze det Y (0) = —2 # 0. Reseni

Y1, Yo, Y3 jsou linedrné nezavisld a Y (x) je fundamentdlni matice soustavy (5.11). Vime vSak, ze
uvedeny postup dava vzdy linedrné nezavisla feSeni, hodnotu det Y (z) jsme pocitali pouze pro
kontrolu.

Obecné feseni lze i ,vektorové zapsat“: VSechna FeSeni rovnice (5.11) lze popsat rovnosti
tvaru u(x) =Y (z) - C, kde C = (C1, Cy, C3) je vektor libovolnych konstant.

vvvvvv

vému vlastnimu ¢islu se ndm nemusi podarit popsanym postupem najit dostatecny pocet
linedrné nezavislych vlastnich vektort; viz Priklad 5.2.3. Nésledujici postup je motivovan
feSenim jednoduché rovnice ¢y’ = ay, kde a € R. Jejim fesenim je kazd4a funkce y(z) = e**C
s C' € R. Vedeni analogii miizeme se pokusit hledat feseni rovnice

y = Ay (5.12)
ve tvaru y(r) = e4% v, kde v je nyni vektor z R". K tomu vSak potiebujeme dalsi pojmy.

Definice 5.2.9. Je-li B libovolna matice typu n x n, kde n € N, definujeme

1 1 1
B_ — — 2 — 3 . e e T —
F=E+ B+ B+ Bt =) (5.13)

Predchozi definice vyzaduje komentaf: nekoneény soucet matic chapeme ,,po prvcich®,
jde tedy o matici, jejimiz prvky jsou soucty fad. Tyto fady konverguji, protoze pro
B - <b] )]7 k:17"'7n
a takové M € (0,00), ze |bji| < M pro j, k =1,...,n, jsou absolutni hodnoty prvka matice
B* odhadnuty pro vsechna k € Ny shora &slem n*~1M*. Odtud plyne konvergence fady,
které je prvkem matice eB srovnavacim kritériem; fada, se kterou srovnavame, ma tvar

[ee]

nF=tM*
k!
k=0
a jeji konvergenci snadno ovéfime napft. podilovym kritériem. Podle definice dostaneme

ar_ g T T g —OoxkA’“ 5.14
M =B+ A+ +"‘*ZH . (5.14)
k=0
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Povsimnéme si, Ze pracujeme s matici, jejiz prvky jsou funkce, které jsou souc¢ty mocninnych
fad. Odtud plyne legitimnost nésledujicich tprav.

Derivovdnim (matice) e4® podle proménné = dostaneme z (5.14)

(e47) = A+2 A2+3 A3+4 A4 =

:A<E+5A+§A2+§A3+--->:Ae*“f. (5.15)

Odtud vidime, 7e pro libovolny vektor v € R" je y(z) = eA%v feSenim systému 3y’ = A y.
Pro praktické vyuziti tohoto poznatku je vSak nutné umeét néjakym jednoduchym zptiso-
bem uréit matici e4”. Obecné je tézké matici eA” v konkrétnim piipadé uréit, nicméné ve
specialnich pripadech to mozné je. Pro nas problém je diilezité to, ze vzdy lze urcit n line-
arné nezavislych vektort v tak, ze fada (5.14) lze ve vyjadieni e secist. Dale ukazeme,
jak miZzeme e4? exaktné urcit, pokud zname n linedrné nezavislych feseni rovnice (5.12).
Pro matice, jejichz ndsobeni je komutativni, tj. pro néz je AB = BA %), snadno
obdrzime (vyuzivame stejnomérné konvergence mocninnych fad pro zdménu poradi s¢iténi)

( g > A" BF =
. . m
k=0 k=0 m=0

I
NE
]

=

7%

Z| s

I
NE
=
NE
2| %

I

z:>

“tU

takze pro né dostaneme

Az —A:c

odtud vyplyva, ze je e =% = E, a také rovnost

(eAx)*l — o AT

Tak napt. vzorec (4.8) z Véty 4.2.1 pro konstantni matici A dostane piehlednéjsi tvar

y(z) = eAl@=r0)y0 —|—/ eA@=p(t) dt . (5.16)

o

Vzhledem k tomu, Ze jiz vime, ze 4% je fesenim rovnice y' = Ay, lze uréit e? jako fun-
damentéalni matici Y (x) ze sloupcovych vektort feseni y,(x), odpovidajicich pocatecénim
podminkdm (4.4). Z véty o jednoznacnosti vyplyva, ze tak (ponékud pracné) dostaneme
matici e4*. K tomu se je§té vratime. Protoze

eAm A-)\E)x e)\E:E,U

v = e

AEzx

a upravou vyjadreni e***v snadno obdrzime

AT 222
ANEzx
e <E + T B+

)\ )\22
E+> E(1+1—T+ o +--->v=e”v,

4) Pfipominame, ze nasobeni matic obecné neni komutativni.
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)x:ve(A—AE)a:

vyplyva odtud eA*v = e v, z ¢ehoz s prihlédnutim k Definici 5.2.9 obdrzime

2

eA%:eA’”(EvL%(A—AE)+%(A—>\E)2+-~)'U. (5.17)

Pov§imneme si jednoduché véci, kterd ma pro nés zasadni vyznam: pii (A — AE)"v = 0
pro néjaké pevné m € N a v € R” je pak i pro vSechna [ € Ny

(A—AE)""y = (A—-\E)'[(A—AE)"™v] =0.

Odtud vsak plyne, Ze pfi (A — AE)™v = 0 pro né&jaké m € N, je soucet ve vyjadieni (5.17)
konecny, tj. ze v rozvoji

l.mfl

Azy Ao TA- ey
eMv=¢e (E—i—l!(A AE) + +(m—1)!

(A— )\E)m‘l) v (5.18)
jsou ¢leny, odpovidajici mocnindm (A — AE)* s k € N, k > m, vesmé&s rovny 0.

Vratme se zpét k FeSeni rovnice (5.12). Jestlize neni mozné najit n nezavislych vlast-
vlastniho ¢isla A je vétsi, nez je dimenze prostoru vSech feSeni rovnice (A — AE)v = 0.
Pak miizeme pracovat s tzv. zobecnénymi vlastnimi vektory, kterymi doplnime jiz nale-
zené nezavislé vlastni vektory na bézi (vlastni vektory povazujeme zaroven i za zobecnéné
vlastni vektory).

Je-1i \ vlastni ¢islo matice A nasobnosti k, ke kterému je tfeba doplnit dalsi zobecnéné
vlastni vektory, budeme postupovat takto: nalezneme nejprve vlastni vektory v, které jsou
linedrné nezavislymi fesenimi rovnice

(A-—AE)v=0.

Neni-li téchto vektort jiz k, budeme hledat vSechny linearné nezavislé vektory v, pro které
plati (A — AE)?v = 0, ale (A — AE)v # 0, coZ nam zajisti, Ze takto nalezeny vektor
nebude linearné zavisly na predchozich. Potom pro kazdy takovy vektor plati

ATy = ANy — AT (’u + %(A - )\E)’U)

a tak ziskdvame dalsi FeSeni rovnice (5.12). Analogicky pokracujeme dale. Z toho vyplyva
tento algoritmus Feseni:

1. Nalezneme vSechny vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A. Jestlize ma A celkem
n linearné nezavislych vlastnich vektort, mé rovnice ¥y’ = Ay odpovidajicich n line-
arné nezavislych feseni tvaru e’w, kde za \ postupné dosazujeme jednotliva vlastni
¢isla a za v jim odpovidajici vlastni vektory. VSimnéte si, Ze pak nekonecna rada
v (5.17) pro A E)*y 5 vlastnim &slem A a vlastnim vektorem v obsahuje jediny
nenulovy c¢len.

2. Predpokladejme, ze A méa celkem 7, r < n, linedrné nezavislych vlastnich vektoru.
Odtud dostaneme pouze r linedrné nezavislych feseni tvaru e’w. Vyberme vlastni
¢islo A, pro které je pocet pfislusnych vlastnich vektor mensi nez jeho nasobnost
a najdeme vSechny linedrné nezavislé zobecnéné vlastni vektory v takové, ze plati
(A—AE)?v =0, ale (A— \E)v # 0. Z nich dostaneme dals{ feseni rovnice y' = Ay
tvaru

e (v + %(A — )\E)’U) :

To postupné udélame se vSemi odpovidajicimi vlastnimi ¢isly A.
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3. Nedostaneme-li timto zpiisobem jiz vSech n potiebnych feSeni, hledame dale pro
prislusna A vSechny dalsi linedrné nezavislé zobecnéné vlastni vektory v takové, ze
sice je (A — A\E)3v = 0, avsak (A — AE)%v # 0. Pro kazdy takovy vektor je

2
N T T
e (v + F(A —A\E)v + E(A - )\E)2v)

dalsim feSenim rovnice y' = Ay.

4. Analogicky postupujeme dale, dokud takto neziskame oc¢ekavanych n linedrné neza-
vislych feSeni y' = Ay.

Nésledujici ,algebraické“ tvrzeni, které nebudeme dokazovat, ukazuje, ze pravé po-
psany algoritmus vede k nalezeni n linedrné nezavislych feSeni vySetfované rovnice. Za-
rovenn nam poskytuje i horni odhad poctu kroki, které timto algoritmem musime udélat,
abychom dostali potfebnych n linearné nezavislych reSeni vysetfované rovnice.

Lemma 5.2.10. Necht charakteristicky polynom P pro rovnici y' = Ay md r navzdjem
ruznych koreni Ay, Ag, ..., \. s nasobnostmi kq, ko, ..., k., takZe

PO = c(d = M)A = M) - (A= A",

kde ¢ # 0 je redlné cislo. Predpokladejme, Ze A mda pro néjaké j € {1,2,...,1r} pouze
l; < kj linedrné nezdvislych wvlastnich vektori prislusnych k X;. Potom md rovnice
(A — N E)*v =0 alesponi {; + 1 nezdvislych FeSend.

Obecnéji, ma-li rovnice (A — \jE)™v = 0 celkem m; < k; nezdvislych resent, pak md
rovnice (A — N\, E)™ v = 0 alespori m; + 1 nezdvislych fesend.

Z Lemmatu 5.2.10 plyne existence takového d;, d; < k;, pro néZ mé rovnice
(A — )\;E)%v = 0 alespoi k; linedrné nezéavislych feseni (zobecnénych vlastnich vektori).
Tak lze ke kazdému vlastnimu ¢islu A;, j = 1,2,...,7 nalézt k; linedrné nezavislych feseni
rovnice (5.12). VSechna tato feSeni maji tvar

241

(A—)\E)’U—i-""i‘m

5 (A— AE)drH;) .

y(x) = ehi® ('v +

Timto zptisobem lze ke k-nasobnému vlastnimu ¢islu A nalézt k linearné nezavislych
feseni. Déle lze ukéazat, ze vSechna takto ziskana FeSeni rovnice (5.12), tj. rovnice y’' = Ay,
kterych je celkem ki + ko + - -+ + k., = n, jsou linedrné nezavisla.

Za zminku stoji, Ze v piipadé hermitovské matice, tj. matice, pro kterou transpono-
vana matice k A je rovna A, jsou vSechna vlastni ¢isla matice A realna. Specialné to plati
pro realné symetrické matice. Navic nasobnost kazdého vlastniho ¢isla A je rovna dimenzi
prostoru feseni rovnice (A — A\E)v = 0, takze takova matice je jednoducha.

Na nésledujicim prikladu si vSimneme znovu jevu, ktery nam pfi feSeni systémt piisobi
obtize.

Priklad 5.2.11. Reste rovnici 4y’ = Ay s matici

-2 1 =2
A= 1 -2 2
1 -1 1

?
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Reseni : Charakteristicka rovnice této matice mé jediny trojnasobny nulovy bod A = A3 =—1.
Pfitom soustava (A + 1E)v = 0 ma matici s hodnosti 1, a tedy dimenze prostoru feSeni je 2 a je
ostfe mensi nez nasobnost vlastniho ¢isla A = —1. Vlastni vektory v = (v1, va, v3) vyhovuji jediné
rovnici v; — v2 + 2v3 = 0. Snadno nalezneme dva nezavislé vlastni vektory (1,1,0) a (0,2,1). Na
tomto prikladu muze ¢tenar pozdéji porovnat efektivitu jednotlivych postupt nalezeni fundamen-
talni matice.

Na nasledujicim jednodussim piikladu ukazeme pouziti metody zobecnénych vlastnich
vektorti.

Priklad 5.2.12. Najdéte obecné feSeni rovnice y' = Ay, kterou uvadime v ,rozepsaném*
tvaru:

(y')' = 179"+ 9°,
(y?) = —25y" — 13y°.
ResSeni: Snadno ukéZeme, Ze charakteristickd rovnice mé tvar
det(A—AE) =) -4\ +4=(\—-2)2=0,

a tedy dvojndsobny kofen A; 2 = 2, Pro vlastni vektory dostaneme rovnici (A —2E)v = 0, tj.

15 9 vy (0
—-25 -15 va )\ 0 )~
coz rozepsanim upravime na soustavu rovnic
15v1 + 9v, =0,
—251)1 - 15’[)2 =0.
Staci tedy nalézt feSeni jedné z rovnic (jsou linedrné zavislé): dostaneme tak FeSeni soustavy ve
tvaru v = (v1, v2) = (—3¢/5, ¢) a dosazenim ¢ = 5 dostaneme vlastni vektor v = (—3,5); ostatni

jsou na ném linedrné zavislé. Nyni nalezneme zobecnény vlastni vektor z = (z1,22) FeSenim
rovnice (A — 2E)%z = 0, tj.

(—ég —12)(—3? —12)(2«;):(8)- (5.19)

Nasobenim dvou matic vlevo dostaneme nulovou matici, takze jedinou podminkou pro volbu

zobecnéného vlastniho vektoru z je ta, kterda ve svém dusledku fika, Zze oba vektory v a z musi

byt linedrné nezavislé. Mame tedy znac¢nou volnost pro volbu z a muzeme zvolit napf. z = (0,1).
Fundamentalni systém obsahuje feseni

o) = o= ()
a dalsi feseni

yQ(g;):e%[er%(A—/\E)Z} —e%K (1))“7( _;2 —12 ) ( (1) )} N
:eh[( (1))”( s )] :egz< i )

takze obecné feseni y = (y!,4?) rozepsané po slozkdch mé tvar

y' =e*(—3C) + 92Cs)
y? = e* (5C1 + (1 — 152)Cy) .
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Poznamka 5.2.13. VSimneme si moznosti, kterou vSak nebudeme déale rozvijet: v pred-
chazejicim ptikladu jsme v prvnim kroku nalezli vlastni vektor v = (—3,5). Pro nalezeni
dalsiho nezavislého zobecnéného vektoru mizeme fesit systém (A — 2E) z = v, tj.

(—;g —12)(2):(_53) (5.20)

Néasobenim (5.20) matici (A —2FE) dostaneme (A —2E)? z = (A —2E)v = 0, tedy rovnici
(5.19). Okamzité vidime, ze z a takto ziskany vektor v budou linedrné nezavislé a v je
fesenim (5.19). Tudy vede cesta k modifikaci popsané metody.

Priklad 5.2.14. Naleznéme tfi linearné nezavisla feseni soustavy

0 -1 1
y=12 -3 1]y. (5.21)
1 -1 -1

Reseni: Charakteristicky polynom matice A, P(\) = det(A — AE) = —(\ + 1)2(A + 2), m4
jednoduchy kofen \; = —2 a dvojndsobny kofen a3 = —1. VSechny vlastni vektory odpovi-
dajici vlastnimu ¢islu A\ jsou tvaru v = ¢(0, 1, 1), ¢ € R, ¢ # 0 (ziskdme je FeSenim rovnice
(A +2E)v = 0). Reseni odpovidajici vlastnimu ¢islu A\; ma tvar

0
yi(z)=e 2| 1
1
Vsechny vlastni vektory, které odpovidaji dvojndsobnému kofeni A3 = —1 jsou tvaru

vy =d(1,1,0), d € R, d # 0 (ziskdme je fesenim soustavy (A + E)vy = 0). Reseni odpovi-
dajici vlastnimu ¢islu Ao mé tvar

xT

Yo(T) =€~ 1
0

Tteti linedrné nezavislé feseni budeme hledat pomoci zobecnéného vlastniho vektoru. Musime
nalézt vektor v tak, aby (A + E)?v =0, ale (A + E)v # 0. Je

1 -1 1 1 -1 1 0 00
2 =21 2 -2 1 Jv=| -1 10 Jv=0
1 -1 0 1 -1 0 -1 1 0

Vsechna feSeni této soustavy jsou tvaru (c, ¢, d), ¢, d € R. Zvolime-li napt. ¢ = 0 a d = 1, je
v = (0, 0, 1) a mame splnénu i podminku (A + E)v # 0. Tedy dalsi feSeni je tvaru

x
ys(x)=e *(v+z(A+ E)v)=e"| zx
1
Ukazte, ze nalezena feseni y!, y? a y? jsou linearné nezavisla !
Piiklad 5.2.15. Reste pocatecni problém
2 1 3 1
y=10 2 —-1]uy, y0)=1(2]. (5.22)

00 2 1
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ResSeni : Charakteristicky polynom matice

je P(\) = (2— )3, takZe jedingm vlastnim &slem matice A nasobnosti 3 je A\; = 2. Kazdy vlastni

vektor v = (v!,v?,v3) matice A piislusny k A\; = 2 vyhovuje rovnici

01 3 vl
(A-2E)v=[0 0 —1||2* ] =0.
00 0 v3

2 — 3 =0 a za v! lze volit libovolné nenulové ¢islo. Proto

Odtud vyplyva, ze v
yi(z) =e* | 0

je jednim netrividlnim feSenim rovnice y' = Ay. Matice A tak mé jediny linedrnd nezavisly
vlastni vektor piislusny k A\; = 2. Hledejme proto feseni rovnice

01 3\ /01 3 0 0 —1\ /ot 0
(A-2E)*»=[0 0 -1]|0 0 —-1]v=[00 0] [|*]=1]0
00 0/ \0O0 O 00 0/ \ 0

Odtud dostavame v3 = 0, pficemz v! a v? Ize volit libovolné. Vektor v = (0, 1, 0) vyhovuje rovnici
(A —2E)?v = 0 a piitom (A — 2E) v # 0. Proto

0 0
yz(x) — eA:L" 1| =e22 (A—2E)x 1] =
0 0
. 0 01 3 0
:ezx(E+F(A—2E)) 1| =e®|E+z|0 0 -1 1] =
) 0 0 0 0 0
0 1 x
=% 1] +z]0 =e¥ |1
0 0 0

Tak jsme ziskali druhé feseni rovnice y' = Ay, avsak rovnice (A — 2E)?v = 0 ma pouze dvé
linearné nezavisla feseni; budeme tedy postupovat podle vyse uvedeného algoritmu dale. Budeme
hledat vSechna reSeni rovnice

00 —1 0 1 0 00 vl 0
(A-2E)*v=1[0 0 00 —1|lv=[00 0] [v?]=|0
00 0/ \0 O 0 00 v3 0

Kazdy vektor v € R3 je fesenim nalezené rovnice. Jestlize zvolime napi. v = (0,0, 1), pak je
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(A —2E)?v # 0. Proto

0 0
yg(x) _ eAx 0ol = e2:ce(A—2E)x 0| =
1 1
X 1'2 0
0 3 5 (—1 3x — %x2
_ 2z _ 2 _ 2z _
=e 0]+ 1|+ 5 0 =e x
1 0 0 1

je tieti linedrné nezavislé feseni. Obecné feseni rovnice y' = Ay je popsano rovnosti

1 T 3z — %xQ
yx)=e**|c [0 ]| +ca| 1] +e3 —x ,
0 0 1

kde c1, co, c3 € R. Uzitim pocateéni podminky uréime hodnoty c1, co, c3 dosazenim do predchaze-
jici rovnice a obdrzime tak rovnici

1 1 0 0
21 =c1 0] 4+c| 1] +c3| 0] ;
1 0 0 1

jejim feSenim dostaneme c; = 1, c3 = 2 a c3 = 1. ReSeni poc¢atecéni tilohy je tedy tvaru

1+ 5z — 122
y(z) = e** 2—z
1

Poznamka 5.2.16. Vsimnéte si, Ze pii procesu hledani zobecnénych vlastnich vektori v Prikla-
dech 5.2.12 a 5.2.15 jsme pfi ,umocnovani matic (A — \E) skon¢ili v obou pfipadech s nulovou
matici. Je to ndhoda nebo jde o néjakou zdkonitost 7 V Prikladu 5.2.15 byl charakteristicky po-
lynom P(\) = (2 — \)3, pficemz je (2E — A)3 = 0. Plati tato véta:

Véta 5.2.17 (Cayley, Hamilton). Je-li P(\) = ap+ai A\ +---+(—1)"\" charakteristicky
polynom matice A, pak plati rovnost

P(A)=aE+aA+---+(-1)"A"=0
Je-li fundamentélni matice pro rovnici ¢y’ = Ay klicem k feSeni rovnice, d& se o¢ekavat,
Ze znalost feseni, piipadné fundamentalni matice, kterou jsme zavedli v Definici 4.1.5, nam

muZe pomoci k uréeni matice e4”. K ditkazu tvrzeni o jejich souvislosti budeme potfebovat
nékolik jednoduchych lemmat:

Lemma 5.2.18. Matice Y je fundamentdlni matici soustavy y' = Ay, pravé kdyz je

Y'(z) =AY (z) a det(Y(0))#0.
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Dikaz. Necht y,,ys,...,y, jsou sloupcové vektory matice Y. Zfejmé je

Y'(z) = (41(2),y5(2), ... . (7)), z€ER,
a také
AY (z) = (Ay,(z), Ayy(2),..., Ay, (z)), z€R. (5.23)

Vidime, Ze splnéni n rovnic y (z) = Ay,(z), z € R a k = 1,2,...,n, je ekvivalentni se splné-
nim jediné ,maticové“ rovnice Y'(z) = AY (x). Prvni ¢ast podminky tedy zajistuje, ze sloupce
matice Y (z), x € R, jsou tvofeny feSenimi rovnice. Druhé ¢ast zajistuje jejich nezavislost: podle
Diisledku 4.1.6 je podminka det (Y'(0)) # 0 ekvivalentni s podminkou det (Y (z)) # 0, z € R,
a tedy i s nezavislosti sloupcti matice Y. O

Lemma 5.2.19. Maticovd funkce e je fundamentdini matici soustavy rovnic popsané
rovnici Yy = Ay.

Diikaz. Tvrzeni popisuje obsah rovnosti (5.15), kterou jsme jiz dokézali. O

Lemma 5.2.20. Necht 'Y a Y™ jsou fundamentdlni matice soustavy popsané rovnici
y' = Ay. Potom existuje konstantni matice C, pro kterou je

Y'(z)=Y(x)C, z€R.

Diikaz. Sloupce yq,Ys,-..,Yy, matice Y jsou nezavisld feSeni rovnice y' = Ay. Proto kazdé
z feSeni y7,¥y5, ...,y je linedrni kombinaci
Y; =ciyr +cpys+ ot eny,, J=1,2...,n. (5.24)

Necht C' je matice (1, ¢z, ..., ¢,), kde

pak n rovnic (5.24) je ekvivalentnich maticové rovnici Y*(z) = Y (z) C, z € R, ¢imz je lemma
dokézano. ]

Véta 5.2.21. Jestlize oznacime 'Y = Y (x) fundamentdlni matici systému popsaného
rovnici y'(x) = Ay(z), © € R, potom

M =Y (2)Y }0), zcR, (5.25)

tj. soucin libovolné fundamentdlni matice Y rovnice y' = Ay s matici k ni inverzni vycis-
lené v bodé 0 ddvd vidy matici e*.

Diikaz. Oznacéme Y fundamentalni matici rovnice y' = Ay. Potom existuje podle Lemmat 5.2.19
a 5.2.20 konstantni matice C' tak, Ze je

Dosadme do této rovnosti x = 0. Z E = Y (0) C vyplyva, ze C = Y ~1(0), coz jiz dava dokazo-
vanou rovnost. O

Azx

Dalsi metody pro vypocet matice e”** nalezne ¢tenaf napf. v knize [12]. Ukazeme si

aplikaci dokazaného tvrzeni.
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Piiklad 5.2.22. Reste diferencialni rovnici s po¢ateéni podminkou

1 1 -1 0
y=Ay=|-1 2 1]y, y0)=|[1
2 -1 4 0

Reseni : Nejprve uréime charakteristickou rovnici soustavy:

1-Xx 1 -1
PA)=| -1 2-X2 -1 |=(\-22*0\-3)=0.

Resenim rovnice pro vlastni vektor

-2 1 -1 vl
-1 -1 -1 v ] =0,
2 -1 1 V3

kterou snadno upravime na ekvivalentni systém dvou nezavislych rovnic
— 20t + 1)2—1)3:(),
302 403 =0,

uréime jeden (nezévisly) vlastni vektor v = (v!, v?, v3) pifslusny k vlastnimu ¢islu A\ = 3: je to

vektor v = vy = (2, 1, —3). Pro dvojnéasobné vlastni ¢islo A3 3 = 2 dostaneme rovnici

-1 1 -1 vl
-1 0 -1 v | =0,
2 -1 2 v3

ze které ziskdme ekvivalentni systém rovnic

—ol 4 02—03:0,

— ot — 2 =0

s jedinym dals$im lineédrné nezavislym feSenim v = vo = (1, 0, —1). Musime tedy séhnout k hledani
zobecnéného vlastniho feseni: budeme Fesit rovnici

-1 1 -1 -1 1 -1 vl -2 0 -2 vl
-1 0 -1 -1 0 -1 l=-1 0 -1 v | =o0.
2 -1 2 2 -1 2 v3 30 3 v3

S touto rovnici ekvivalentni soustava se redukuje na jedinou linearni rovnici

vl +v¥ =0

s dal$im linedrné nezavislym fesenim v = vy = (1,1, —1). Pfejdeme od nezavislych zobecnénych
vlastnich vektort k linedrné nezavislym feSenim rovnice y’ = Ay. Dostdvame

2 1
3z 1 Yy = e2x 0
-3 -1

Yy =

)
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1 00 -1 1 -1 1
y;=e** [0 1 0] +2|-1 0 -1 1] =
| \0 0 1 2 -1 2 -1
l—z =z —x 1 1+
=¥ | —» 1 - 1| =e* 1
2x —x 142z -1 —1—z

Fundamentalni matice ma tvar

) eBx 6290 (1 + LL‘) eQx
e3:p 0 e2:p
—3e3 2 _(1+2x)e*®

Vypocteme jeji hodnotu v bodé 0 a k takto vzniklé matici spo¢teme matici inverzni [Y(O)} -1

-1 0 -1
2 -1 1
1 1 1

Dosadime do vzorce (5.25), éim# dostaneme e4”

nekonecné rady:

v ,uzavieném tvaru“, tedy nikoli ve formé

—2e3 4 (34+1)e®® e —2e3 4 (24 2)e*
eAac — _831 4 e?x er _6350 + e?x
3e37 — (3+x)e®®  —xe? 3e3 - (2+12)e

Toho mtizeme vyuzit k dofeseni tlohy (srovnejte s prvnim ¢lenem ve vzorci (5.16)): hledané feseni
y vyhovujici dané pocatecni podmince je popsano rovnosti

0 ze®
yz)=eM 1] =] *
0 —xe®

K tomuto prikladu se jesté jednou vratime; pro srovnani ho spoéteme jinou metodou.

Poznamka 5.2.23. Protoze jsme prevadéli feSeni linedrni rovnice n-tého fadu na feSeni speci-
alniho systému 1.fadu, lze tusit, ze mezi obéma problémy je tizka souvislost. To lze vyuzit i pii
vypoétu fundamentélni matice e4”. Vysledek uvedeme jen pro informaci (tj. bez dikazu):
Véta 5.2.24. Necht A je matice typu n X n a necht

N+ Nt ta, A +a,=0

je jeji charakteristickd rovnice. Necht vy je vesend diferencidlni rovnice n-tého 7ddu s kon-
stantnimi koeficienty

y "+ ay™ D b oy + any =0
splnugici pocatecni podminky
y(0) =4 (0)=--- = y(n—2)(0) =0, y(n—l)(()) —1.

Potom plati
e = 21(2)E 4 2(x)A 4 - + 2z, () A",
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kde zy = zi(x) obdrzime z feSeni y = y(x) transformaci

21 ap-1 Qp—2 ... ap 1 Y
Z9 Ap—o Ap—3 ... 1 0 y’
Zn 1 0 ... 0 0/ \y ¥

Staci tedy umét fesit jen rovnice n-tého fadu a znat tuto vétu. U systému rovnic
je situace v ptripadé nasobnych kofenii charakteristické rovnice ¢asto komplikovanéjsi nez
u jediné rovnice vyssiho fadu, kde je vysledek relativné jednoduchy.

Pro feSeni rovnice y' = Ay lze uzit také Jordanova kanonického tvaru matice A. To je
casto vyghodné vzhledem ke znalostem ziskanym eventualné jiz diive v ramci studia algebry.
Jak bylo jiz zminéno, tato partie je s mnozstvim ptikladt zpracovana v [2], omezime se
proto jen na zakladni popis metody, kterd je tam detailné popsana. Poznamenejme, zZe
trochu odlisny tvar Jordanovych bunék (s jednickami ,pod diagondlou“) neni podstatny.
Pripomenme, ze dvé ¢tvercové matice A, B se nazyvaji podobné, existuje-li regularni matice
C tak, ze plati

A=C'BC.

Mezi vSemi maticemi podobnymi matici A hraje vyznamnou roli jeji Jordantiv kanonicky
tvar. Pripomenme, Ze ¢tvercova matice tvaru

A1 0 ... 00
0Ox1 ... 00
00X ... 00
000 ... A1
0 00 0 A

se nazyva Jordanova burika. Diagonalni blokova matice, bloky na jejiz diagonale jsou Jor-
danovy burnky, se nazyva Jordanova matice. Je znamo, ze kazda matice s redlnymi prvky
je podobn4 jisté Jordanové matici, avSak nad télesem komplexnich ¢isel. Tato Jordanova
matice je urcena az na poradi Jordanovych bunék na diagonile jednoznacné. Zkracené
fikame, ze kazda takova matice ma Jordantv kanonicky tvar.

Resime-li rovnici ¥’ = Ay, nalezneme Jordantiv kanonicky tvar J matice A spolu
s matici C, pro kterou J = C 'AC, resp. CJC™' = A. Polozime-li z = C 'y, je pak
rovnost y' = Ay ekvivalentni s rovnosti

Cly=Cc'(cjCcHy=JC 'y,

a tedy s rovnosti 2’ = Jz. Rovnice se tak rozpadne na mensi systémy, které odpovidaji
jednotlivym Jordanovym bunkam. Tyto soustavy jiz snadno feSime. Tak napt. Jordanoveé
burce

S O O
S O > =
S > = O
> o o
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odpovida systém rovnic

21 = Az1 + 29,

/
2y = Azyg+ 23,

/
23 = Azg + 24,
zy = Azg,

jehoz FeSeni je, jak se snadno presvédéime pfimym vypoctem, tvaru (Fesime zde ,odzadu®)

Z4 = ae

23 = (az + b)eM

2y = (%—i—bx—kc)e’\’”,
3 b2
2 = (%—i—%—i—cm—i—d)e’\x,

kde a, b, ¢, d jsou realné konstanty. Pro obecnou Jordanovu burku si ¢tenar snadno feseni
predstavi. Tak postupné nalezneme teSeni, odpovidajici vSem Jordanovym bunkam a se-
strojime takto feSeni z. Tim ovSem feSeni systému nekonci, musime jesté provést ,zpétnou
transformaci“ a prejit tak od feSeni systému z’ = Jz k feSeni systému y’ = Ay. Protoze
z2=C 'y, jey=Cxz.

Priklad 5.2.25. Vratime se nyni k tloze, kterou jsme fesili v Piikladu 5.2.22, a spo¢teme
matici e4? jinak, pomoci pievodu na Jordantv tvar. Pfipometime, Ze matice A byla déna
ve tvaru

1 1 -1
A=1|-1 2 -1
2 -1 4

a ze jsme urcili jeji vlastni ¢isla \; = 3 s nasobnosti 1 a Ay 3 = 2 s ndsobnosti 2; vlastnimu
¢islu 2 odpovida jediny nezavisly vlastni vektor.

ResSeni: Jordantv tvar J matice A pak je (pofadi bunék na diagonéle si muZzeme zvolit, avSak
to ovlivni transforma¢ni matici C, kterou musime uréit) °)

J:

O O N
SO N =
w o O

Tento tvar jsme uréili snadno téz diky rozmeéru matice (viz [2]), potfebujeme vSak jesté transfor-
maéni matici C a také i C~1. Z rovnice

C11 Ci12 (13 1 1 -1 21 0 Cc11 C12 (€13
Co1 C22 (€23 —1 2 -1 = 0 2 0 C21 Co2 (€23
C31 C32 (33 2 -1 4 0 0 3 C31 C32 (33

ur¢ime Upravami znamymi z algebry

30 2 1 0 -2
c=(111], ct=10 1 <1
1 01 -1 0 3

®) Pokud zname vlastni ¢isla matice, nelze z nich u rozmérnéjsich matic uréit tvar matice J. Proto je
dobré transformac¢ni matici urc¢ovat soubézné s prevodem na Jordantv tvar.
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Protoze je

eQw T eQa; 0
=0 e* o0 |,
0 0 e’
plyne odtud

1 0 -2 e ze¥ 0 30 2
eAr — 01 —1 0 e* 0 11 1])=

-1 0 3 0 0 e 1 01
2637 + (3 4+ x)e?® g 2e3% 4 (2 + x)e*®

— eBx 4 62:5 6290 e3x + 62:1:
3e37 — (3+x)e*®  —ze? 3e3 - (2+2)e*

Ctenaf si mize jen stéz udélat obrazek o pracnosti jednotlivich uvedenych postupt
z téch nékolika malo prikladi, které jsme uvedli. Volba téchto postupi je vzdy podminéna
tim, co fesitel tilohy lépe ovlada. Radu feSenych piikladt lze nalézt napt. v [28].

Vyfesili jsme systém ¢y’ = Ay + b(x) pro specidlni piipad b(x) = 0 a mame k dispozici
metodu variace konstant, pomoci niz muzeme fesit systém i v pfipadé obecné vektorové
funkce b spojité na intervalu I C R. Avsak tento postup miize byt velmi pracny; v pripadé
linedrni rovnice n-tého fadu jsme pro specidlni tvar ,pravé strany“ rovnice b(z) pouzili
¢asto méné pracnou metodu porovnavani koeficientii, ktera navic ,,obchazela® integraci.

Podobny postup je mozny i v pfipadé€ systémii, které nyni fesime. Je analogicky, avsak
nejvyse r-tého a jestlize 0 je k-ndsobnym korenem charakteristické rovnice matice A, pak
existuje partikularni resent systému

y' = Ay +b(z), (5.26)

jehoZz slozky jsou polynomy stupné nejvyse (r—+k)-tého. Poznamenejme, ze k = 0, pravé kdyz
determinant det(A) matice A neni roven 0. Proti pfipadu jedné linedrni rovnice n-tého
fadu se mohou ve slozkach feseni vyskytovat s nenulovymi koeficienty i mocniny stupné
mensiho neZ k. Rovnéz neni bez zajimavosti, ze tvrzeni plati i pro ,komplexni piipad®.

Nebudeme uvadét specidlni tvar partikularniho feseni pro ten pfipad, kdy slozky vek-
toru b obsahuji polynomialni nasobky goniometrickych funkci a zformulujeme vysledek jen
pro ,komplexni pifpad“: Necht v rovnici (5.26) je vektor b tvaru b(x) = e**Q,.(x), A € C,
kde slozky vektoru Q, jsou (obecné komplexni) polynomy stupné nejvyse r-tého. Potom
existuje Teseni y systému (5.26) tvaru

y() = ¥ Ryp(w)

kde R} je matice, jejimiZ proky jsou polynomy stupné nejvyse (r+k)-tého a kde k je
ndsobnost cisla A jakozZto kotene charakteristického polynomu matice A. Poznamenejme
konec¢né na zavér této casti, ze i v tomto pripadé mizeme vyuzit princip superpozice k roz-
kladu b na takové vektory, na které lze aplikovat piedchézejici tvrzeni na kazdy zvlast.
Postup hledani partikularniho feseni touto metodou si ukdzeme na nasledujicich dvou pii-
kladech :

Priklad 5.2.26. Naleznéte partikularni feSeni soustavy, tj. libovolné feseni soustavy,

y’z(} _§>y+(_2f:). (5.27)
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Reseni : Reseni soustavy (nehomogenni) budeme hledat ve tvaru

2 1
u(t) = ( gfziettj_; ) . (5.28)

Dosazenim do (5.27) dostavame

2at+b\ (1 -1 at? + bt + ¢ N —t2
2dt +e )\ 1 3 dt? + et + f 2t )

Po roznasobeni a porovnani koeficientid u stejnych mocnin ¢ dostaneme soustavu Sesti rovnic
o Sesti neznamych

a—d = 1, a+3d = 0,

b—e = 2a, b+3e = 2d—2,

c—f = b, c¢c+3f = e,

kterd ma feSeni a = %, b=3,c= %, d=-t,e=-laf= —%. Po dosazeni do (5.28) dostavame
partikularni feseni
342 4 1 1
uy = ().
A
Priklad 5.2.27. Naleznéte partikularni feseni soustavy
1 2 =3 1
y=[1 1 2 |y+ 0 |é. (5.29)
1 -1 4 -1

ReSeni: Ozna¢me A matici a b vektor v soustavé (5.29). Reseni této nehomogenni soustavy
budeme hledat ve tvaru

u(t) = ge'. (5.30)
Dosazenim do (5.29) dostavame
ge' = Aqe' + be'.

Odtud méame

0o -2 3 1
g=(E-A)"'%, q=[ -1 0 -2
-1 1 -3 -1
Po nalezeni matice (E — A)~! dostavdme
2
q=| —2
-1
a tedy partikuldrni feSeni soustavy (5.29) je
2
u(t)=| -2 |é€
-1

Poznamka 5.2.28. Reseni soustavy (5.12) lze v ptipadé nasobnych kotfenti hledat také jinymi
metodami. Velice strucné jsme se zminili o postupu, zalozeném na hledani Jordanova kanonického
tvaru matice. S jinou, tzv. Putzerovou metodou, se ¢tendf muze seznamit v [21]. Postup, kterému
jsme vénovali nejvétsi pozornost, je prevzat z monografie [3].
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5.3 Kvalitativni vlastnosti feSeni soustav ODR

V tomto odstavci se budeme kratce zabyvat stabilitou feSeni, avsak prakticky pouze pro tzv. au-
tonomni systémy. Jsou to systémy tvaru (2.13), v nichz prava strana nezavisi na proménné z.
Zakladni otazky mizeme formulovat pro obecnéjsi rovnice; i v pfipadé, ze je neumime TeSit,
existuji moznosti, jak se o chovani jejich feseni alespon ve specialnich pripadech nékteré véci
dozvédét.

Budeme tedy nejprve studovat systém

¥ =fzy). (5.31)

Pro potteby tohoto zavérecného odstavce dale predpokladame, Ze vSechna feseni, se kte-
rymi pracujeme, jsou spojité rozsirend do bodu 0 a jsou to tedy funkce definované na
neomezeném intervalu [0, +00). Popisme otazky, které nas zajimaji:

(A) Existuje konstantni feseni, které reprezentuje rovnovazny stav systému, tj. takové
y® € R", pro které je y(x) = y° pro viechna z > 07

(B) Necht y, je feSenim rovnice (5.31) a necht y, je takové feseni (5.31), pro které
je v bodé 0 norma rozdilu ||y,(0) — y5(0)|| ,malad“. Bude y,(z) také ,blizko“ y,(x) i pro
vSechna z > 07

(C) Pokud feseni (5.31) existuje na n&jakém intervalu (0, +00), jaké je jeho chovéani pro
xr — +oo ? Existuje napf. n&jaky rovnovazny stav y° tak, Ze pro vSechna fefeni y systému
rovnic (5.31) je lim, o y(z) = y°?

Rovnovazny stav
Otézka (A) neni tézkd. Ma-li byt y(z) = y° fesenim systému (5.31), pak oviem je y' = 0,
a lze zformulovat jednoduchy vysledek: y° je rovnovdznym stavem systému (5.31), prdvé
kdyz je

f(xv yO) =0,

tj. pro viechna x z intervalu, na kterém je definovdna vektorovd funkce f, je f(z,y°) = 0.
Takové konstantni feseni budeme nazyvat rovnovazné reseni.

Priklad 5.3.1. Najdéte vsechna rovnovazna feseni systému rovnic

Reseni: I kdyz jde o systém nelinearnich rovnic, ktery neni ani autonomni, snadno tlohu vyfe-
$ime. Je totiz tfeba fesit soustavu rovnic

0=(z—4)(y+5),
jejiz feSeni je zfejmé: prvni rovnice je splnéna, pravé kdyz je x = 4 nebo y = —5, a druhé rovnice

je splnéna, pravé kdyz je x = 7 nebo y = 3. Odtud vyplyva, zZe jedinymi rovnovaznymi fesenimi
systému rovnic jsou konstantni vektorové funkce (4, 3) a (7, —5).
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Poznamka 5.3.2. Pro velmi specidlni pfipad rovnice y' = Ay (systém s konstantnimi
koeficienty) vyplyva z vét o feSeni systému linedrnich rovnic jedna z néasledujicich dvou
moznosti: v pfipadé, ze det A # 0, je jedinym rovnovaznym feSenim nulové feSeni, zatimco
v piipadé, ze det A = 0, vyplni rovnovazna feSeni netrivialni linedrni podprostor, jehoz
dimenze zavisi na hodnosti matice A.

Dalsi jednoduché tvrzeni se tyka obecné autonomni rovnice

Yy =Ffy). (5.32)
Lemma 5.3.3. Necht pro feseni y = y(t) autonomniho systému (5.32) plati

lim y(t) =y°.

t——+o0
Potom y° je rovnovdzngm resenim (5.32).
Diikaz. Jestlize lim; ., y(t) = y°, pak pfi oznaceni y = (y1, ¥o - .., yn) pro slozky vy je

tgfrnooyk(t) =y, k=12...,n.
Specidlné pro libovolné t1 < 5 je |yx(t1) — yx(t2)| — 0 pfi t; — +oo. Polozime-li pro h > 0
ty =t,ta =t+h, je |yr(t) — yx(t + h)| — 0 pro t — +oo. Pak ale je

yr(t+h) — ye(®) = hyp(r) = hfe(y1(70), y2(72), - - - yn(T2))

kde 7, € (¢t,t + h). Pfi limitnim pfechodu ¢ — +oo leva strana rovnosti konverguje k 0 a
prava k hfi, (y?, 43, ..., y2), coz ukazuje, Ze y° je rovnovaznym Fesenim (5.32). O

Stabilita FeSeni

nasledujici definice :

Definice 5.3.4. Budeme fikat, Ze feSeni y* systému (5.31) je stabilni, jestlize ke kazdému
e > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vSechna feSeni y systému (5.31) a vSechna = > 0 plati

(y0) =97 (0) || <6) = (ly(z) —y"(@) [ <e).
Reseni, které neni stabilni, se nazyva nestabilni.

Pro autonomni systéem

y = Ay (5.33)
s konstantni matici A lze dokdzat nésledujici vysledky (viz napf. [22]):

Véta 5.3.5. (1) Jsou-li rediné éasti vsech vlastnich cisel matice A zdporné, je kazdé resent
autonomniho systému y' = Ay stabilni.

(2) Jestlize ma alespori jedno vlastni ¢islo matice A kladnou redlnou cdst, je kazdé
resent systému (5.33) nestabilni.

(3) Necht maji vSechna vlastni ¢isla matice A zdpornou nebo nulovou redlnou cdst
a necht \; =1y, j =1,...,m, jsou vSechna vlastni ¢isla matice A s nulovou redlnou cdsti.
Necht vlastni ¢isla \; majgi ndsobnost k;, j = 1,...,m. Potom je kaZdé TeSeni systému
(5.33) stabilnt, ma-li matice A pro kaZdé j celkem k; linedrné nezdvislych vlastnich vektori
prislusnych k ;.
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Podstatné je, ze existuji metody, jak jednoduse zjistit, Ze popsana situace nastava,
aniz je nutno hledat vlastni ¢isla matice A; staci pouze znat jeji charakteristicky poly-
nom. Napf. tzv. Hurwitzovo kritérium (viz déle) umoziiuje relativné jednodusSe zjistit,
zda vSechny kotfeny charakteristického polynomu maji zdporné realné casti.

Asymptoticka stabilita feSeni
Také pro (C) uvedeme jednu potfebnou definici. Otazka (C) je pro feseni systému (5.31)

vvvvvv

Definice 5.3.6. Budeme fikat, Ze feseni y* systému (5.31) je asymptoticky stabilni,
jestlize je stabilni, tj. ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vSechna feseni y
systému (5.31) a vSechna x > 0 plati

(y(0) =y (0) | <) = (ly(@) -y (@) [ <¢)
a zdroven je || y(z) — y*(x) || — 0 pro x — +oc.

Maji-li v pfipadé systému (5.33) vSechna vlastni ¢isla matice A zapornou redlnou ¢ast,
,blizi se zfejmé& vSechna FeSeni k 0, tj. plati tvrzeni (viz napft. [22]):

Véta 5.3.7. Reseni systému (5.33) je asymptoticky stabilni, prdave kdyZ maji viechna
vlastni ¢isla matice A zdpornou redlnou cast.

Nezli uvedeme néekolik prikladi, ukazeme si, jak mizeme zjistit, zda maji vSechna
vlastni ¢isla matice A zaporné realné ¢asti, aniz bychom pifimo vlastni Cisla znali, a to
pomoci jiz zminéného Hurwitzova kritéria.

Hurwitzovo kritérium
je obsazeno v nasledujicim tvrzeni, které pouziva pojmu Hurwitzova matice. Jeji definice
je v tomto tvrzeni zahrnuta.

Tvrzeni 5.3.8. Necht P,(2) = a,2" +an,_12"" +- -+ a1z +ag je polynom alespori prvého
stupné s redlnymi koeficienty, ag > 0, a, # 0. Priradme polynomu P, jeho tzv. Hurwitzovu
matici (pro vetsi ndazornost ji popiseme schematicky)

ax ao 0 0 ... 0
as (05} aq Qg ... 0

)
A2p—1 Q2p—2 Q2p—3 dA2p—4 ... QAn

kde klademe as =0 pro s <0 a s > n.
Potom maji vsechny koreny polynomu P, zdporné realné cdsti prave tehdy, jsou-li
vsechny hlavni diagondlni minory Hurwitzovy matice polynomu P, kladné.

K nalezeni potiebnych informaci mtize byt uzitecné v nékterych pripadech toto tvrzeni,
které obsahuje definici tzv. stopy ¢tvercové matice.

Tvrzeni 5.3.9. Necht stopa ¢tvercové matice A vddu n je kladnd, tj. soucet prvkid matice
na hlavni diagondle Z?:1 a;; je kladny nebo je pro jeji determinant splnéna nerovnost
(—1)"det A < 0. Potom alespon jedno vlastni ¢islo matice A md kladnou redlnou ¢dst.
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Priklad 5.3.10. Vysetiete, zda jsou vSechna feSeni soustavy & = Ax stabilni, asympto-
ticky stabilni ¢i nestabilni, je-li

3 2 4 0 2 1 -2 1 1
@) A=(202] MA=|-1 -3 -1| (@@A=| -3 2 3
42 3 1 1 -1 1 -1 -2

Reseni: (a) ProtoZe stopa matice A je 3+0+3 =6 > 0, m4 alespon jedno vlastni ¢islo matice
A kladnou realnou ¢ast a tedy vSechna FeSeni jsou nestabilni.

(b) Charakteristicky polynom matice A je
det(A —AE) = - X3 —4)\2 51 —2=—-(A+1)2(A+2),

a tak pro spektrum dostavame o(A) = {—1, —2}. Protoze jsou vSechna vlastni ¢isla matice A
zaporna, je kazdé feseni asymptoticky stabilni.

Pokud bychom neumeéli nalézt vSechny koreny charakteristického polynomu, mizeme uzit Hurwi-
tzova kritéria. Hurwitzova matice pfislusna polynomu A3 + 4\% 4+ 5\ + 2 je

5
1
0

S =N

0
5
1

Protoze D1 =5 >0, Dy =18 > 0 a D3 = 18 > 0 (hlavni diagonalni minory kladné), maji podle
Hurwitzova kritéria vsechny kofeny charakteristického polynomu zaporné reilné Casti, a tedy
vSechna TeSeni jsou asymptoticky stabilni.

(c) Charakteristicky polynom matice A je det(A — AE) = —A(A + 1)2, tj. o(A) = {0, —1}.
Vsechna fesSeni jsou tedy stabilni, ale nejsou asymptoticky stabilni.

Priklad 5.3.11. Ukazte, Ze kazdé FeSeni soustavy ODR & = Ax s

2 -3 0
A= 0 -6 -2
-6 0 -3

je nestabilni.

Reseni : Charakteristicky polynom matice A je det(A — AE) = —\2(A+7), tj. 0(A) = {7, 0}.
Vlastni vektor v matice A prislusny k 0 musi spliiovat soustavu

2 -3 0 V1 0
Av = 0 -6 —2 ve | =1 0 |,
-6 0 -3 U3 0
tj. v1 = %1}2 a vg = —3ve. Kazdy vlastni vektor prislusny matici A a vlastnimu éislu 0 je tvaru

v=£k(3,2,—-6), k € R, k # 0. Tedy kazdé feSeni u(t) soustavy & = Ax je nestabilni, nebot A =0
je vlastni ¢islo nasobnosti dvé a matice A mé pouze jediny linedrné nezavisly vektor odpovidajici
vlastnimu ¢islu 0.

Poznamka 5.3.12. Neékdy se uziva také oznaceni ljapunovovska stabilita, resp. ljapuno-
vovska asymptoticka stabilita, misto stability, resp. asymptotické stability. Dalsi kritéria
stability pro obecnéjsi soustavy lze nalézt v [22].
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5.4 Cvicleni

1. Reste rovnici

[Obecné feSeni je tvaru

2. Reste rovnici

[Obecné feSeni je tvaru

(2) = C 5cos 3z s 5sin 3z
YW =M1\ cos 32 + 3sin 3 2\sin3x —3cos3x/ -

Pokud bychom pracovali s komplexni exponencialou, nalezli bychom FeSeni ve tvaru

_ 5 3ix 5 —3ix
y(@) = (1—31)e + O <1+3i>e 3

3. Reste rovnici

[Obecné feSeni je tvaru

4. Reste Cauchyho tilohu

5. Reste Cauchyho tlohu

- erl)e -0

[V maticovém tvaru je hledanym feSenim

() 2e%” + sinhz
y(ﬂf) = (y2($)> - <_éex _ %ex + %e3x ]
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6. Reste Cauchyho tilohu

0 8 0 —4
y=10 0 —2|y, y)=|[ 0]!
2 8 =2 1

[Uiijeme—li kratsiho zapisu s komplexni exponencidlou, je obecné FeSeni systému tvaru

—4 -2 _ 2 _
y(t) =C4 1] e+ Cy i| e 4 Cs | —i e 4t ;
1 2 2

Po dosazeni pocatecéni podminky a prechodu k ,redlnému“ tvaru feseni dostaneme po
rozepsani po slozkach y = (3!, 32, °)

yi(t) = —4e7 2 — 2sin4t, o%(t) =e 2 —cosdt, y3(t) =e 2 —2sin4t ]

7. Zkuste Tesit soustavu (je trochu pracnéjsi)

0 -1 1 0

= R R R N
¥Y=1 2 -1 -1 1Y
0 2 1 0

[Po rozepsani y = (y', y2, y3, y*) po slozkich a tipravé dostaneme

2 0 1 1 1
y=10 2 0] y+[0]e%, y(0)=[1]!
01 3 1 1

[Reéeni je tvaru
(t+1)et (t+1)et—e 2 et e
y(t)=| —te —tet+e M eH_et| ]

tet tet et

9. Reste soustavu obycejnych linearnich diferencialnich rovnic (OLDR)

y =Ay, kde A= 0o 1 —4
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[ Charakteristickd rovnice ma tvar

1+A 1 0
det 0 14X —4 | =X+6A2+9A=AA+3)?=0.
-1 0 4+

Reseni je pak tvaru

3z

4 re” e ”
y)=C1 [ 4 | +Co| (-2 +1)e 3 | +C5 [ 2e73% | ]
1 (x—1)e 3" e 37

10. Reste rovnici

(5 () =)

[Pro lepsi prehlednost uvedeme feSeni v ,rozepsaném tvaru*

_ 1 —180x 3 —40x 1
nr) = -3¢ 7¢ Tt
_ 3 —180x 3 —40x

i) = oge 28°



Kapitola 6

Laplaceova transformace

V této Casti si vSimneme dal$i mozné metody feSeni diferencidlnich rovnic,
zejména pak Cauchyho tlohy. Princip, ktery se pfi jejim pouziti uziva, pfipo-
minad davné vyuzivani logaritmu: slozité nasobeni lze prevést na mnohem jed-
nodussi séitani. Laplaceova (integralni) transformace umoziiuje napf. prevést
feSeni diferencidlnich rovnic na FeSeni rovnic algebraickych. Laplaceova trans-
formace se pouzivala ¢asto k feSeni problému o oscildtorech, ma vsak uplatnéni
i jinde, napft. v teorii pravdépodobnosti, a dodnes je dilezitym nastrojem k feseni
obycejnych diferencidlnich rovnic a jejich soustav, integrodiferencialnich rovnic
apod.

6.1 Motivace

Umluva 6.1.1. Budeme Fe§it linearni diferencidlni rovnice a jejich soustavy. Za¢neme
s linearnimi diferencialnimi rovnicemi fadu n s konstantnimi koeficienty, které se casto
vyskytuji v aplikacich. Hledané feSeni budeme znacit y = y(t), poc¢ateéni podminky pak
y(0) = vo, ¥'(0) =y, atd.; budeme tedy Fesit ilohy, se kterymi jsme se jiz setkali, tentokrat
vsak jinym zputsobem.

Motivace 6.1.2. Uvazujme naptiklad rovnici
y +2y=¢e", y(0)=1. (6.1)

kde a € R je parametr. Postup, se kterym jsme se jiz seznamili, spociva nejprve v urceni
obecného feseni rovnice

y +2y=0,
pak v nalezeni partikuldrniho FeSeni rovnice z (6.1), urcéeni jejiho obecného feseni a pak ve
vybrani toho (maximélniho) feSeni, které vyhovuje poc¢ateéni podmince y(0) = 1.

Nyni se pokusime ,,objevit® jiny zptisob feSeni diferencialnich rovnic a jejich soustav.
Jakkoli neni pro zacatecnika zfejmé, pro¢ s danou rovnici zachazime nasledujicim zpti-
sobem, dospéjeme tak k vysledku, z néhoz bude vcelku dobte patrné, proc¢ je dobré se
s tzv. Laplaceovou transformaci seznamit.

Zkusme danou rovnici vynasobit faktorem e™*', kde s je zatim nespecifikovany para-
metr, a potom vyrazy na pravé i levé strané takto upravené rovnice integrovat pres interval
(0, 00). Dostaneme tak rovnici

/ y'(t)e " dt +2/ y(t)e "t dt :/ ee "t dt .
0 0 0

81

st
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Pokud bude konvergovat prvni z integralii na levé strané, upravime ho pomoci metody per
partes na jiny tvar:

Plati-1i

: —st\ __
Jim (y(t)e™) =0 a  lim y(t) = yo,

je prirtistek funkce v hranaté zévorce Vzhledem k rovnosti y(0+) = yo = 1 roven —1, a tak
dostéavame pro funkei Y'(s fo ~stdt parametru s

Y(s)(s+2)—1= /Ooo e =gt (6.3)

Pro s > a dostaneme integraci vyrazu na pravé strané predchozi rovnice

/OOO (=t gy = [#r} - (6.4)

—(s—a)li=0 s—a

Oznac¢ime nyni pro funkci f = f(¢) definovanou na intervalu (0, co)

/ (et dt = F(s). (6.5)

Funkci F' = L£(f) budeme nazyvat Laplaceovym obrazem funkce f. Trochu nelogicky,
abychom zdtraznili pfislusné proménné, budeme ¢asto uzivat i oznaceni F(s) = L(f (1)),
ptipadné téz £} (F (s)) = f(t). S takto zavedenym oznafenim mizeme piepsat rovnici
(6.3) ve tvaru

1 l1+s—a

Y ) =—+4+1= —— 6.6
(s +2) = — 1= (6:6)
ktery jesté dale upravime pomoci rozkladu na parcialni zlomky:

1+s—a a—+1 1 1 1

Y(s) = =

(s+2)(s—a) a+2 s+2 a+2 s—a
Pokud budeme predpokladat, ze zobrazeni £, definujici Laplaceovu transformaci, je linearni
a prosté, mizeme jesté tuto rovnici prepsat do tvaru

a+1 1 1 1
Tl =]
a4+ 2 s+2 +a—|—2 s—a

a vzhledem k definici Laplaceovy transformace (6.6) a vypoctu, ktery jsme provedli v (6.4),
tak obdrzime

LY (s)) =

y(t) — G_H e 2t L
a+2 a+2
Snadno zjistime, Ze y(0) = 1 a dosazenim do rovnice v (6.1) téZ to, Ze y je jejim FeSenim.
N4&s postup, kterym jsme feSeni nalezli, nebyl sice korektné zdtivodnén a napt. pro pti-
pad a = —2 by ani feSeni z (6.7) nemélo smysl, avSak ukazuje moznou cestu pro vybudovani
teorie, kterd nam umozni fesit diferencidlni rovnice jinym zptisobem. Poznamenejme, ze
jsme dosli k feSeni Cauchyho tlohy p7imo, nikoli pfes (mnohdy zbytecné) hledani obec-
ného teseni. Abychom vsak takovy postup mohli pouzivat, je tfeba vybudovat alespon
castecné teoreticky zaklad pro uzivani Laplaceovy transformace. Jak jsme jiz zminili, je to
nastroj s daleko §ir§im pouzitim nez pouze pro feseni diferencialnich rovnic a jejich soustav
a prislusna teorie je obsahlé, pro nase potieby vsak vystacime pouze s nékolika zakladnimi
vlastnostmi této integralni transformace.

e (6.7)
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6.2 Rozklad na parcialni zlomky

Protoze budeme v dalsi ¢asti rozklad na parcialni zlomky velmi ¢asto potfebovat, pripo-
meneme st ho na nékolika praktickych piikladech.
Jestlize je R racionalni funkce, ktera je podilem polynomu P, @),

Pl
Q)

pak v pripadé, ze Q = 0, ma R trivialni defini¢ni obor D = (0. V piipadé, ze Q = k # 0,
je R polynom. V netrividlnich pfipadech je stupen st(()) polynomu () nejméné 1.

Bez ijmy na obecnosti mizeme dale predpokladat, ze st(P) < st(Q), jinak mizeme zna-
mym algoritmem pro déleni polynomil upravit R na soucet polynomu a racionalni funkce,
ktera tuto podminku spliuje.

R(t) = (6.8)

Priklad 6.2.1. RozloZte na parcidlni zlomky racionélni funkci
3 — 52+ Tt
242t —38

Reseni : Zpravidla neni ziskani rozkladu t&7ké : Nejprve délime a pak (téméf zpaméti) dopocteme
koeficienty rozkladu

t3—5t2+7t_(t . 29t —56
24+2t—8 24+2t—8
20t — 56
( ) (t—=2)(t+4)
1 1 86 1
=(t-T)+= — :
( )+3t—2+3t+4

Rozklad v téchto ptripadech Ize ¢asto i uhodnout, nékdy je vsak vypocet i pro dva parcidlni zlomky
pracny.

Priklad 6.2.2. Tak napf. jsou-li kofeny polynomu @) ve vyjadieni (6.8) vesmés jednodu-
ché, dostaneme po rozkladu jmenovatele

32 —5t+2  3t*—5t+2
B342t2 -8 t(t—2)(t+4)’

a je tieba urc¢it A, B,C € R, aby pro vSechna t ¢ {0,2, —4} platila rovnost

3t2_5t+2—A+ B N C (6.9)
B4+22 -8 t t—2 t+4° '

Reseni: Dosazenim nevylouc¢enych hodnot ¢ ziskdme rovnice pro vypocet konstant A, B, C.
Napf. pro t = 5 obdrzime nepiilis zajimavou rovnici

52 =27TA+45B 4 15C'.

Vynasobime-li rovnici (6.9) polynomem Q(t) = t(t — 2)(t + 4), dostaneme rovnost platnou pro
vsechna t € R
3t2 -5t +2=A(t—2)(t+4)+ Bt(t+4)+Ctt—2),
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a odtud postupnym dosazenim t = 0, t = 2 a t = —4 velmi snadno spocteme, ze A = —i, B= %,
C = —23 a Ze tedy je
32 —5t+2 1 1 1 1 35 1
Brof 8 4t 3t-2 T2i+4
Neselhavajicim prostfedkem je moznost uprav1t polynomy na obou stranach rovnice do zakladniho
tvaru a porovnat koeficienty u stejnych mocnin ¢. ReSenim nalezené soustavy linearnich rovnic
po snadné namaze opét urc¢ime konstanty A, B, C'.

(6.10)

V nékterych pripadech mtizeme uplatnit postup, ktery vede k hledanému vysledku
rychleji a pohodInéji. K tomu nam poslouzi toto pozorovani:

Jestlize je tfeba rozlozit na parcidlni zlomky racionédlni funkci R(t) = P(t)/Q(t), kde
P, @ jsou nesoudélné polynomy, 1 < st(Q) a st(P) < st(Q), pii¢emz ) mé jednoduchy

kofen o, je rozklad tvaru
Pt) A Pi(t)

= ) 6.11
Q) t—ar () ( )
Rovnost, platnou pro vSechna t ¢ {a;} U {a; Q1(«) = 0} upravime na tvar
t—o P()(t — o)
Pt)———7—=A1+ ——7F—
Ve —Q@) T o
a limitnim pfechodem pro t — «; odtud dostaneme
P
) _ 4,
Q' ()
Odtud plyne, ze ma-li () celkem n navzajem rtznych kofend ay, as, ..., a,, ma rozklad

specialni tvar

Z Q t o (6.12)

vvvvvv

Priklad 6.2.3. V dalsim pfipadé rozklad pro racionalni funkci probéhne podobné,
avsak s malou modifikaci. Budeme postupovat zkracené: nyni je tfeba urcit konstanty
A, B,C, D € R tak, aby pro vSechna t ¢ {0, 2, —4} platila rovnost

32 — 5t 42 _A+ B C N D
tt—2)2(t+4) t t—2 (t—2)2 t+4°

ReSeni: Vynasobime-li tuto rovnici polynomem Q(t) = t(t — 2)%(t + 4), dostaneme rovnost
platnou pro vSechna t € R

3t2 -5t +2=A(t—2)%(t+4) + Bt(t —2)(t +4) + Ct(t +4) + Dt(t — 2)* (6.13)

a dosazenim t = 0, t = 2 a t = —4 snadno spoéteme A = 1/8, C =1/3 a D = —35/72. Kofeny
jmenovatele jsou vSak pouze tfi a my potifebujeme dopocitat posledni koeficient B. Dosazenim
t =1 (jednicka se dosazuje pomérné pohodlné) dostaneme B = 13/24.

Kromé metody srovnani koeficientti lze postupovat jesté dalsimi zptisoby. Mizeme
napf. rovnost typu (6.13) derivovat a vicendsobné kofeny opakované dosazovat, postupy
tohoto typu vsak pfipominat nebudeme.

Trochu odlisnou situaci prinési pfitomnost nerozlozitelného kvadratického trojclenu ve
jmenovateli, ale i pro tento pfipad neni postup obtizny.
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Priklad 6.2.4. Je tieba urcit A, B, C' € R tak, aby platila rovnost

t—3 _ A Bt+C
(t—2)(t2+2t+5) t—2 24+2t+5

pro vechna t € R\ {3}, resp. rovnost
t—3=A(*+2t+5)+(Bt+C)(t—2)
pro vsechna t € R.

Reseni: Dosazenim ¢ = 2 snadno uréime A = —1/13. Dalsi ,,vyznaéné“ hodnoty proménné ¢
(realné nulové body polynomu Q(t) = (t — 2)(#? + 2t + 5)) jiz neméame k dispozici. Mohli bychom
sice dosadit napi. jeden z komplexné sdruzenych kofenti avy o = (—1/2 + i) trojélenu t> + 2t +5 a
porovnat redlné a imaginérni ¢asti polynomui na obou stranéch rovnosti, ddme vSak prednost dosa-
zeni vhodnych redlnych hodnot ¢. Pro ¢ = 0 dostaneme pomoci jiz vypoctené hodnoty A hodnotu
C = 17/13 a podobné dosazenim t = 1 dopocteme C' = —35/13. Opét si vybirdme pro dosazeni
hodnoty, se kterymi se nam snadno pocita.

Priklad 6.2.5. Rozlozte na parcialni zlomky funkci
t4

R(z) = ——!

tt+1
Reseni : Zapo¢neme s délenim polynomu polynomem a uzijeme standardni trik : pfi¢tenim a ode-
¢tenim 1 v Citateli dostaneme po tupravé
o ) 1
th+1 41
Vidime, ze jmenovatel nemd redlné kofeny; musime proto nalézt rozklad jmenovatele na soucin

dvou kvadratickych trojclent.
Uzijeme triku spocivajiciho v jednoduché flpravé: plati

1= +1)2 - + V2t + 1) (12— /2t +1).

Oba kvadratické trojéleny Q1 2(t) = t* + \/575 + 1 nemaji readlné koreny, proto hleddme rozklad
ve tvaru

R(t) =

1 At+B Ct+ D
th+1 24 2t+1 12— \/2t+1
a je tfeba urcit A, B, C, D € R tak, aby pro vSechna ¢t € R platilo

1= (At+B)(t? = /2t + 1)+ (Ct+ D)(#* + /2t + 1) . (6.14)

Uzijeme porovnani koeficientd a dostaneme nejprve
1=B+D, 0=A—+2B+C+/2D,
0=B—+24+D+/2C, 0=A+C,
z ¢ehoz po dosazeni a Gpravé bez obtizi spocteme
1_1<t+ﬂ B t—ﬂ)
41 2,2\ 242t +1 22— 2 +1)
Tim jsme na ptikladech dostatecné pripomnéli postupy uzivané k rozkladu racionalni

funkce na parcialni zlomky. Pro ziskani potfebné pocetni praxe je vSak nutné samostatné
propocitat takovych priklada vétsi pocet.
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6.3 Laplaceova transformace

Nejprve prozkoumame alespon postacujici podminky pro existenci integralu, kterym je
Laplaceova transformace definovana, tj. co musime predpokladat, aby v rovnosti

F(s) = /O T et | (6.15)

byl integral na pravé strané rovnosti definovan. Parametr s, tj. proménna ve funkci F',
bude z R, pripadné téz i z C, na to vSak vzdy upozornime. Budeme se zabyvat transfor-
macemi funkei, které budou definovany na intervalu [0, co), pfipadné (0, c0); ve druhém
pfipadé omezime chovani funkce f v okoli bodu 0 jesté dalsi podminkou. Pokud bude mit
transformovand funkce f pro kazdé K > 0 v intervalu (0, K') pouze koneéné mnoho bodi
nespojitosti xx, k = 1,2,...,n, pficemz bude platit 0 < z; < --- < x, < +00, a tyto
nespojitosti pfitom budou tzv. nespojitostmi 1. druhu, vystacime témér jen s jednodu-
chym integralem ze spojité funkce. [Bod z je bodem nespojitosti 1. druhu, pokud existuji
konecné jednostranné a navzajem ruzné limity

li li .
Ap S0 e 0]
Pro struc¢nost budeme tikat, Ze funkce f je po Castech spojita, i kdyz to referuje pouze
k ¢asti predpokladanych vlastnosti f.
V uvaZovaném piipadé existuji pro vSechna k € {1,2,...,n — 1} integraly

/ o f(t)e s dt .

Tk

A¢ to neni zdaleka nutné, budeme dale predpokladat, ze funkce f ma konec¢nou limitu
zprava v bodé 0, coz zarudi existenci integralu

/O Y ryetar

VSechny tyto integraly mtizeme spocitat napi. jako priristek primitivni funkce vzhledem
k integra¢nimu oboru, pokud ov§em tuto primitivni funkci dokézeme uréit (ta sice jisté exis-
tuje, avSak v mnoha pfipadech ji nedokdzeme pomoci nam znamych funkei vyjadrit). Zbyva
jesté posledni interval (x,, +00). Pfedpokladat existenci konecné limity funkce f v bodé
oo by vSak bylo pro nase potfeby prilis omezujici a nemohli bychom pracovat obecné ani
s polynomy, spokojime se vSak s predpokladem, Zze funkce f ,u oo“ pfili§ rychle neroste,
tj. ze napr. existuji k funkci f takové M, 0 < M < oo, takové a, 0 < v < 00, a takové tg,
0 <ty < oo, Ze pro vSechna t >ty je

[f(0)] < Me;

o funkci f pak fikdme, Ze je (u c0) nejvySe exponencialniho Fadu «. Potom na intervalu
(2, 00) pro vSechna s > «, resp. Re s > « plati

) / ft)e*tdt ‘ < M/ e Tt < 0o
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Integral pres interval (0, 00) pak chdpeme jako zobecnény Newtontv integrél (tj. pfirtustek
zobecnéné primitivni funkce k funkei f(t) e™**), nebo jako (koneény) soucet Riemannovych
integralt

1 Th+1
/f(t)e“dt, / fe™dt, k=1,2,....,n—1,
0

T
a nevlastniho Riemannova integralu, ktery je v tomto pfipadé definovan jako hodnota
limity na pravé strané nasledujici rovnosti

00 K
/ f(H)e™*'dt = lim / F(t)estdt .

K—+o0
I kdyz z matematického hlediska je dulezité znat pro funkei jeji definiéni obor (ktery je
nedilnou soucasti jeji definice), pro nase potieby to v této chvili nebude podstatné; proto

se touto otazkou nebudeme podrobnéji zabyvat. Jednou z nejpodstatnéjsich vlastnosti La-
placeovy transformace je jeji linearita. To znamena, ze plati

Pravidlo A (linearita £): Pro kazdé dvé funkce fi, f2, definované na intervalu (0, co)
a konstanty ci,co € R je

/ (L fu(t) + eafolt)) e dt = e, / At e dt + e / fedt,  (6.16)
0 0 0
jakmile jsou vSechny integraly definovany, neboli

L(erfr + cafa) = lL(f1) + 2L(f2) - (6.17)
Uzite¢ny je i vzorec, ktery popisuje chovani Laplaceovy transformace vzhledem k posunuti.

Pravidlo B (posun v obraze): Je-lia >0 a

potom je
L(e"™f(t)) =F(s+a). (6.18)
Ziejmé totiz je
F(s+a) = / h f(t)e tratde = / h flt)e et dt = L(e " f(t)).
0 0

Casto budeme pouzivat chovani Laplaceovy transformace pfi derivovani. Podrobnéji:

Pravidlo C (derivovani obrazu): Je-li opét

F(s) = /OOO F(t)e—dt

potom plati

SR =+ /0 T et = /0 T (rwe) ar = /0 T tfear,
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neboli q
L(—tf(t) =F'(s) = gF(s) : (6.19)
Podobné pro vyssi derivace dostaneme
L1 7(0)) = FO(s) = S P(s). (6:20)

Pravidlo D (integrovani obrazu): Je-li f po ¢astech spojita exponencialniho fadu « a

- [ swear,

a jestlize existuje lim; .o, f(¢)/t, potom plati

/:OF(S) :c[@] (6.21)

t

Pravidlo odvodime jen formélné, nebot k nému neméme v tomto textu dostatené probranu
moznost zadmény poradi integrace. Je

/ F(z)dz = hm/ / f(t) xtdt de = lirJrrl /f(t)e_xtdt d:E:

=[] = 5P ﬂ”tuHW/ el

Poznamenavame, ze v tomto piipadé je zaména potadi integrace mozna.

| S

Nékdy se setkame se situaci, ze v transformované funkci, jejiz obraz hledame, vystupuji
specialnim zptsobem ,,jednodussi funkce“, jejichz obrazy zname. Spocteme

_ (/Ooof(u)e_sudu>(/Ooog(v)e_svdv> ,

pricemz budeme predpokladat, ze vyraz vpravo vznikl prevodem dvojného integralu na
integral dvojnasobny, ktery jesté upravime:

(/Ooof(u)es“du></ooog(v) svdv —/ / Fu)g(v)e*0+) du)) dv =
=/Ooog(v)[/0 ) f(w) du | do

Polozime-li nyni v = t — u, lze upravit integral v zavorce

™ omstuto) du = Tt - d
/Oe f(u)du /Ue fit—v)dt,

a tak dostaneme



6.3. Laplaceova transformace 89

To, co jsme postupné odvodili, shrneme do dalsiho pravidla pro zachazeni s Laplaceovou
transformaci:

Pravidlo E (zobrazeni konvoluce): Definujeme-li konvoluci funkci f, g vztahem

(f*g)(t) = / g(0)f(t - v)dv

aje-li L(f(t)) = F(s), L(g(t)) = G(s), pak pro Laplacetiv obraz L((f * g)(t)) plati vztah

£((F 5 9)0) = £ [ sttt —vyar) =
([ ) ([ o) - et

Pro tplnost uvedeme jesté jedno pomérné jednoduché pravidlo:
Pravidlo F (zména méritka): Pro kazdé ¢ > 0 je
1 S
L£(f(et) =~ F(2). (6.22)
c \c
Ziejme je
£(fe)) = [ sevetan = [ et Lp (%),
0 0 c c \c
coz vSak je jiz dokazovana rovnost (6.22).
Jakéa pravidla plati pro posunuti? Dokézali jsme si jiz Pravidlo B se vzorcem (6.18):
Jestlize je F(s) = L(f(t)), s > 0 (resp. Res > 0), pak
F(s—a)=L(e"f(1)), a€R, s>a (resp. Res > a).

Vsimneme si, Ze jde o ,posunuti v obraze“. Nezli uvedeme dalsi pravidlo, které se tyka
,posunuti ve vzoru“, povsimneme si transformace nespojitych funkci. V obecném vykladu
o Laplaceové transformaci jsme pripoustéli u zobrazované funkce i kone¢né mnoho nespo-
jitosti 1. druhu, avsak zadnou takovou funkci jsme dosud netransformovali.

Priklad 6.3.1. Tak napf. pro funkci f = 1 dostavame primou integraci

/Oool-e_Stdt - [e_St]m _ L (6.23)

—S§ 1t=0 S

Jiz tedy vime, ze £(1) = 1/s. Je to vlastné obraz charakteristické funkce intervalu
[0, +00). Oznacme tuto funkci H; je tedy

o, t € (—00,0),
H(t) = {17 e o). (6.24)

Zrejmé je L(H(t)) = L(1) = 1/s. Zkusme pro a > 0 spocitat L£(H (¢t — a)), coZ je funkce

H(t —a) = {(1) be (_Oo’a)i (6.25)
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Tato funkce byvé Casto nazyvina Heavisidova (schodovita) funkce a nékdy se znaciva
H,(t). Funkce H(t — a) je posunutd charakteristickd funkce X[ to0) intervalu [0, +o0).
Jednoduchym vypoctem dostaneme

L(H(t - a)) :/OOOeStH(t—a)dt :/aooesfdt — {G_Str’ e (6.26)

—S Jt=a S

K vysledku lze dospét patrné rychleji pomoci Pravidla B: ProtozZe je podle (6.64)

£(1) = % jo také  L(H(t —a)) = ~ oo

Pravidlo G (posun ve vzoru): Jestlize je F(s) = L(f(t)), pak

L(H(t—a) f(t—a)) =e *F(s), a € [0,00). (6.27)

I toto pravidlo odvodime jednoduse pomoci linearni substituce:
COH(t - a) f(t - a)) = / (H(t — a)f(t — ) e dt =

0
= ft—a)e*'dt = / fu)e o) dy =
a 0

= /OO fu)e™%e ™ du =e** F(s). (6.28)
0
Napf. vzhledem k tomu, ze £(t) = 1/s*, dostaneme odtud jiz zminény vzorec
Lltert) = ﬁ .
Analogicky lze odvodit obecnéjsi vzorec
L(t"e™) = (S_”—a')nﬂ (6.29)

doporucujeme c¢tenari, aby se vzorec matematickou indukci pokusil dokazat.
Vzorec (6.29) neni patrné sam tak zajimavy jako vzorec pro inverzni Laplaceovu trans-
formaci, ktery z néj vyplyva:

1 1
£t [—} = —t"e™. 6.30

(s —a)ntt n! (6:30)
Toto 1ze samoziejmé opét pouzivat pfi feSeni rovnic, coz si ukdzeme v dalsim textu na
prikladech.

Na konci tohoto textu (viz str. 151) uvadime tabulku, kterd umoziuje snadno nalézt
tvar obrazu L(f) funkce f pti Laplaceové transformaci. Ukazme si, jak 1ze nékteré polozky
v této tabulce obdrzet.
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Pravidlo H (derivovani vzoru): Pii aplikaci na diferencialni rovnice je dulezité znat
Laplaceovy obrazy derivaci hledaného feseni. Jiz dfive jsme odvodili pomoci metody per
partes vzorec (6.2), tj.

[e.e]

/000 y(t)e ' dt = [y(t) e*St} .t 8/000 y(t)e *dt ,

t=

neboli
L(y'(t)) = sL(y(t)) — y(0+). (6.31)

Podobné odvodime, opét pomoci metody per partes za predpokladu existence (vlastni)
limity v'(0+), vzorec

L(y'(t) = s"L(y(t)) — sy(0+) — 1/ (0+), (6.32)
a pomoci matematické indukce lze analogicky ziskat vzorec
Ly"™(1) = s"Ly(t) — s"1y(0+) = s" 2y (04) — - =y 7V (04); (6.33)
piedpoklddéame samozfejmé existenci limit y(04), v'(04), v”(0+), ...,y D(0+).
Priklad 6.3.2. Nyni zjistime, jak se transformuje Laplaceovou transformaci mocnina.

S ohledem na linearitu Laplaceovy transformace £ budeme pak moci transformovat
i vSechny polynomy. Integraci per partes dostaneme napf.

o0 —te~Stqo0 1 [ 1 1
L(t) = te stdt = - “StAt = = L£(1) = — 6.34
®) /0 ¢ [ s ]t:0+ 3/0 ¢ s (1) s’ (6:34)
nebo
o0 —ote~stqoe Q[ 2 2
L(t?) = t2e st dt = —/ testdt = ZL(t) = = . 6.35
() /0 © [ s L:o—i_s 0 ¢ s ®) 53 (6.35)

Podobné dospéjeme opét matematickou indukei ke vzorci

n!
8n+1 !

L(t") =

(6.36)

Poznamenejme, 7Ze ptislusné obrazy pii Laplaceové transformaci jsou ve vzorcich (6.34),
(6.35) a (6.36) definovany pro s € (0, 00), i kdyz to neni podstatné. Dokonce, kdybychom
pracovali i s komplexnimi hodnotami s, platily by vzorce pro vSechna s, ktera maji kladnou
realnou C¢ast, tj. pro Re(s) > 0.

Poznamka 6.3.3. Ukazme si jiny zptsob odvozeni vzorce (6.36). Tentokrat uzijeme vzorec
(6.19); postup je jednodussi a rychlejsi, ale jeho zaklad vyzaduje hlubsi znalost teorie. Je

o O S
L") =4 L) = ()" = CD)"()" g = o

Vzorec 1ze jesté zobecnit, potfebujeme vSak k tomu znat tzv. funkci gama (I'). NAm postaci
pouze jeji integralni definice

“+o0o
[(z) = / ettt
0
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i kdyz i s ni mame obtize s tim, v jakém smyslu je integral vpravo nutno chapat. Formalné lze
pomoci metody per partes ovérit, ze pro x > 0 je

—+o00 400
I'(z+1) z/ et dt = [ —tfe—t]
0

+oo
+ x/ e 't tdt = al'(2),
t=0 0
a ze tedy funkce I" zobectiuje faktoridly celych nezapornych ¢isel: je totiz I'(n+1) = n! pro vSechna
n € N. Podrobnéji se ke vzorci 2.17 ve slovniku Laplaceovy transformace nebudeme vracet.

Piiklad 6.3.4. Jiz v motiva¢ni ¢asti jsme transformovali v (6.4) exponencidlni funkeci.
Ztejmé pro s > a plati

o 0 ~(s-a)t 100 1
L(e™) :/ e “te™ dt :/ e (-t = [e—} =—. (6.37)
0 0

—(s—a)li=o  s—a

Priklad 6.3.5. Pripomenme, ze hyperbolické funkce cosh a sinh jsou definovany vzorci

¢ —t t ot
coshzf:i7 sinhtzl, teR.
2 2
Uvazime-li, ze
1
L(e™) = 6.38
(€)= —— (6.39)
pak z rovnosti (6.38) dostaneme diky linearité Laplaceovy transformace
et 4 et 1/ 1 1 s
L(coshat) = £] =] = -( ) = , 6.39
(cosh.at) 2 2 s—a+3—|—a 2 —a? (6.39)
a podobné odvodime
et — et 1/ 1 1 a
oy =[S DI Ly e
(sinh at) 2 2\s—a s+a 52 —a? (6.40)

Priklad 6.3.6. Pro odvozeni vzorct pro funkce sinat a cosat muzeme pouzit nékolik
cest. Pfimy vypocet z definice dvojnasobnym uzitim metody per partes je patrné ten
nejjednodussi, ale rozhodné nejméné zajimavy. Uzijeme-li drobny trik, miizeme urcit oba
obrazy najednou. Je

—st

L(sin at) :/ e *'sinatdt = [e
0

) [e'e} e—st
sin at] —a / cosatdt =

t=0 —S

= 2/ e~ cosatdt = — L(cosat) .
s Jo s

Podobné, ale trochu strucnéji, dostaneme:

—st 0o

a 1 a
— —L(sinat) = — — — L(sinat).
0T (sinat) ST (sinat)

L(cosat) = [e

cos at]

Ziskali jsme tak dvé rovnice pro neznamé L(cosat) a L(sinat), z nichz jiz oba obrazy
snadno spoc¢teme a tak dostaneme

S

s2 4 a2’

L(cosat) = (6.41)

a podobné
a

ﬁ(sin Clt) = m .

(6.42)
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Poznamka 6.3.7. Ctenai obezndmeny s zékladnimi poznatky z teorie funkci komplexni pro-
meénné muze zvolit kratsi cestu. Eulerovy vzorce popisuji vztah funkci cos a sin ke komplexni

exponenciale:
eit 4 it it _ o—it
cost = ——— sint = ———— teR.
) )
2 21

Z nich pak lze v pfipadé, Ze se naucime zachazet s komplexni exponencidlou (coz vSak opét
vyzaduje rozvinuti teorie), lehce odvodit analogicky jako v Poznamce 6.3.5

eiat+e—iat 1 1 1 s
Ceosar) = e[ ] L R o3
(cos at) 2 2\s—ia s+ia 52 + a? ( )
a podobné
eiat_e—iat 1 1 1 a
fman =[S (L Ly e "
(sin.at) 2i 2i\s —ia s+ia) s+ a2 (6.44)

Jesté kratsi cestu lze formalné popsat takto: Je ziejmé
cosat = coshait, sinat = —1i sinhait.

Predchéazejici vzorce naznacuji zptsob préace s Laplaceovou transformaci, avSak zdaleka
nevystihuji rozmanitost uziteénjch vztahti, které pro ni plati. Ctenaf si patrné povsiml,
Ze pri popisu obecné t¥idy funkci, které jsme Laplaceovou transformaci zobrazovali, jsme
se viibec nestarali o jejich hodnoty v bodech nespojitosti. Pro danou funkci f je miizeme
v téchto bodech definovat jakkoli, aniz by to ménilo obraz £ ( f (t)) Aniz bychom to dokazo-
vali, budeme vyuzivat toho, ze zobrazeni Laplaceovou transformaci je prosté, pomineme-li
fakt, ze napt. zrekonstruovat f z L£(f) v bodech nespojitosti nelze. Budeme-li pracovat s fe-
Senimi diferencialnich rovnic, jde vesmés o funkce spojité, a pro né dokazal jiz pred mnoha
lety cesky matematik Lerch, Ze pro dvé rtzné funkce f, g spojité na intervalu (0, 00) jsou
i jejich obrazy (pokud existuji) £(f) a £(g) rovnéz ruzné. Ve t¥idé téchto funkci je proto
transformace L prosta.

Vypocet vzort v Laplaceové transformaci a uziti tabulek, popisujicich Laplaceovu
transformaci, vsak vyzaduje jistou pocetni rutinu, kterou je nutné si alespon v jedno-
duchych pripadech nacvicit.

6.4 Jak postupujeme

Nasledujici priklady jsou jen ukazkou, zajemce o dikladné procviceni odkazujeme na text
[23], ktery obsahuje mnoho feSenych i nefeSenych tloh. Ukazeme si, jak pii hledani vzori
¢i obrazi postupujeme. Tak napf. pii stanoveni obrazu funkce f(t)

£(3 +2te 3t — 5t2e2t)

stac¢i pouzit linearitu transformace a slovnik, resp. tabulku; viz str. 151. Podle ni je

1
(s+3)2’

2

L) =5 L) = L) = =g

a je tedy
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Priklad 6.4.1. Snadno obdrzime podle tabulky s vyuzitim linearity a

51 2 3 4s
E(t5—2t~|—3e t—40052t) :E_?_I_s—l—l “ o
Priklad 6.4.2. Pomoci Pravidel B, C a linearity dostaneme
(s +2) ' 3(s+2)-75
m] 25+ (s+22]°

L (3te_2t cos 5t) =-3 [

I kdyZ neuvadime Zadny obecny piedpis pro nalezeni vzoru f(t) = L7*(F(s)), k fad8
funkci je mozné nalézt vzor pomoci vlastnosti Laplaceovy transformace a tabulky ob-
razli/vzoru na str. 151. V ¢asti 6.2 jsme pripomnéli rozklad racionélni funkce na parcialni
zlomky; tim velmi ¢asto proces hledani vzoru £7!(F(s)) za¢ina. Prejdeme k prikladim,
o jejichz Teseni by se mél ¢tenar vzdy pokusit samostatné a pak teprve si feseni precist.

Poznamka 6.4.3 (dualezitd). Jestlize navaZzeme na vyklad o specidlnim rozkladu a na
vzorec (6.12), pak za predpokladi pfed timto vzorcem uvedenych a pfi zachovani oznaceni

dostaneme
-1 P(s) o En: P(ak) okt
3 <@<s>> Q) (64

Priklad 6.4.4. Ilustrujme efektivitu postupu z predchazejici poznamky na prikladu, pre-
vzatém z [9]: Mame urcit

_1[ s +1 ]

s3 + 352 + 2s
Reseni: Je 5% + 352 4+ 2s = s(s? + 35 +2) = s(s + 1)(s + 2). Polynomy P(s) = s> +1 a
Q(s) = 53+ 3s% +2s jsou ziejmé nesoudélné a Q'(s) = 3s? + 65+ 2. Oznacime-li a1 = 0, ay = —1,

a3 = —2, snadno spoc¢teme P(a1) = 1, P(ag) = 2, P(as) = 5 apodobné Q'(a1) = 2, Q'(ag) = —1
a Q' (a3) = 2. Je tedy podle (6.12)

2
s7+1 11 2 1 5 1
S b 6.46
s3 + 352 + 25 2s+—1 s+1+2s+2 (6.46)
z ¢ehoz snadno vyplyva
2
5941 1 5
L = | =2 _2e %4 e % 6.47
s3 + 352+ 2s 2 ¢ +2e (6.47)

Uvéazime-li, Ze rovnost (6.46) mé prakticky pouze vysvétlujici charakter a ze bychom mohli
prakticky napsat rovnou (6.47), je zfejmé, Ze v tomto specidlnim pfipadé mizeme vypocet provést
podstatné jednodussim postupem.

Priklad 6.4.5. Mame urcit

3

453 — 105 — 40s — 82 ]
s+ 483 + 652+ 4s — 151

ResSeni : Stupeti ¢itatele je mensi neZ stupeii jmenovatele, lze proto pfikroéit k nalezeni parcial-
nich zlomki. Pokusime se uhddnout kofeny polynomu ve jmenovateli. Ozna¢me tento polynom

Q. Jsou-li nulové body @) cela ¢isla, je na misté ovérit, zda to nejsou délitelé absolutniho ¢lenu
@, tj. ¢isla £3, £5 ¢ pfipadné +1. Dosazenim snadno zjistime, ze Q(1) = 0 a délenim najdeme

(s + 45> + 652 + 45 — 15) = (s — 1) - (s> + 5s% + 115 + 15).
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Protoze téz Q(—3) = 0, snadno dostaneme
(s'+4s° + 65 +4s—15) = (s — 1) - (s +3) - ((s +1)* +4).
Z rovnosti platné pro vSechna s € (R \ {-3,1})

453 —10s* —40s —82 A L B, _Cs+D
514483 +6s2+45—15 s—1 s+3 (s+1)2+4

snadno urc¢ime ¢asteéné dosazenim s = 1, s = —3 a porovnanim vhodnych koeficienta A = —4,
B=5C=3aD=-1. Je tedy

453 — 10s% — 405 — 82 3s—1
1 o1 5.1 1
+ + +4s — [ — } [ + } [ + + ]
[54 453 + 652 + 4s 15} s—1 s+3 (s+1)2+4

Posledni vyraz jesté upravime:

L’_l[( 3s—1 }:L,_l[(fi(s—i-l) 4 }

s+1)2+4 s+1)2+4  (s+1)2+4
a pak pomoci slovniku pro Laplaceovu transformaci snadno zjistime, ze hledany vzor je tvaru

—4et + 573 + 3¢t cos 2t — 2e tsin 2t .

6.5 Neékteré jednoduché aplikace

Nejprve si ukdzeme, jak pomoci Laplaceovy transformace lze fesit Cauchyho (poc¢atecni)
ulohu pro linearni rovnici n-tého fadu s konstantnimi koeficienty.

Priklad 6.5.1. Probereme nejprve pouziti Laplaceovy transformace k feseni Cauchyho
ulohy pro linearni diferencialni rovnici 2. fadu s konstantnimi koeficienty a nenulovou pra-
vou stranou.

ReSeni: Mame-li fesit takovou rovnici v obecném tvaru, dostaneme pro rovnici
y' +ary’ +azy = f(t), y(0) =1y, ¥'(0) =

po dosazeni
(s*Y (s) — syo — y1) + a1(sY (s) — o) + a2Y (s) = F(s),

neboli

F(s syo +a +
Y(s) = - (s) + y;) 1Y0 yl' (6.48)
s“+ais+ as s“+ai1s+ as

Poznamka 6.5.2. Bylo by zbyteéné dosazovat do takového vzorce, vypodet se v konkrétnim
ptipadé ¢asto jiz v pribéhu Gprav znacné zjednodusi. Je vSak z néj patrno, zZe se pti aplikaci této
metody neobejdeme bez rozkladu na parcialni zlomky.

Piiklad 6.5.3. Reste pocateéni tlohu pro rovnici

y'+y"=e+t+1,  y(0)=y(0)=y"(0) =0!
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ResSeni : Pfi naznaceném postupu dostaneme
L(y") + L(y") = L(e") + L(t) + L(1)

neboli

(SBY(S)_SQ'O—S'O—O)+(S2Y($)—s-()—0):S%+i+1_

Po dpravé dostaneme

Rozklad na parcidlni zlomky méa tvar

252 — 1 A B

_|_
sfs+1)(s—1) s+1 s—1 s s> 3 st

a da po snadné namaze vyjadieni L(y)

1 1 1 1 1 1

Lly)=—= L .
) 2s+1+25—1 52+s4

Vyhledédme-li vzory pomoci tabulky pro Laplaceovu transformaci, dostaneme

0= () e () - () e () -
1

1 1
—t t 3
+ el —t4+t8,

¢ T 6

N |

I okrajova tloha trochu jiného typu pro linearni diferencialni rovnici s konstantnimi
koeficienty s nenulovou pravou stranou se da fesit vyhodné uzitim Laplaceovy transformace.
I kdyz jde v podstaté o vyuziti mechanismu pro Cauchyho tlohu, je uzite¢né se s takovou
typickou tlohou seznamit.

Priklad 6.5.4. Reste okrajovy problém pro rovnici pro netlumené oscilace
y' + a’y = cosat, y(0) =y(n/2a) =1. (6.49)
Reseni: Laplaceova transformace nas dovede k rovnici
2 / 2 S
Y(s) —sy(0) —y (0 Y(s) = ——
Y () = 5y(0) = §/(0) + a*Y () = .

coz dava po upravée

V()5 4 a%) = s + sy(0) +4/(0).

a konecéné .
e i) | /O
(s2+a?)?2  s2+4+a? s2+4a?’

Uzitim inverzni Laplaceovy transformace (pfislusné vzory je t¥eba nalézt v tabulce pro Laplaceovu
transformaci) dostaneme

y'(0)

1
y(t) = — tsinat + cosat + =—= sinat .
2a a
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Nyni dosazenim ziskdme rovnici pro 3'(0), resp. pfimo pro

y'(0)

™ Yy
) O
Y 2a 4a2+ a resp a 4a?

a pak snadno dopocteme

1 us
t) = —tsinat t (1 — 7) inat. .
y(t) 5, Lsina + cosat + 3 ) sina (6.50)

6.6 Aplikace na systémy rovnic

Laplaceova transformace se mtize ukazat jako velmi uzite¢na i pfi feSeni Cauchyho tlohy
pro systém linearnich diferencialnich rovnic 1.t7adu s konstantnimi koeficienty tvaru

y =Ay+b(t), y(0)=u.
Pro jednoduchost si ukazme nejprve piiklad s matici A typu (2 x 2).

Pfiklad 6.6.1. Urcete prvni slozku y' feseni y systému diferencidlnich rovnic (v ,roze-
psaném‘ tvaru)

(v!) = v+ 1
) = v — e
vyhovujiciho pocateéni podmince y(0) = (1, —1), neboli systému (pfi uziti maticového

zapisu)

()

Reseni: Zdtraznéme, ze mame urcit slozku y' feSeni y. Budeme pracovat s obéma rovnicemi
a pouzijeme Laplaceovu transformaci. Tak dostaneme

1
sY1l(s) —1=Y?(s)+ =,
s
1
y? 1=Y(s) -
SY2(s) +1=Y1(s) —
coz da po jednoduché upraveé
1 1
sYl(s)—Yz(s)zl +- = S+ ,
S S
1 ]

—Y(s) + sY?(s) = —1— =—

Prvni rovnici vynasobime ¢islem s a se¢teme s druhou, ¢imz obdrzime

2
—s—1
52Y1(s)—yl(s)=(1+s)—sfl:S 3_81 ,

neboli
s2—s—1

YOS e



98 Laplaceova transformace

Rozklad na parcidlni zlomky hleddme ve tvaru

s2—s5—1 A N B N C
(s—1)2(s+1) s—1 (s—1)2 s+1’°

coz po vypoctu koeficienttt A, B, C' dava

_3.1 1 1 11
S 4s—1 2(s—1)2 4s+1°

Yi(s)

Pomoci slovniku, kterj nyni uzijeme na inverzni Laplaceovu transformaci £~!, dostaneme

3 1 1 1
=6 —Ztef+-et="(3-2t)e" +e7").

1
¢
y(t) =3¢ -3 4 4

Ukazeme si na prikladu Cauchyho tlohy pro soustavu linearnich diferencialnich rovnic
s matici A typu 3 x 3, ze uziti Laplaceovy transformace nam nékdy miize usetfit trochu
prace. Vyresime priklad pomoci obou metod, které znéate.

Piiklad 6.6.2. Reste diferencialni rovnici s po¢ateéni podminkou

01 —1 —1 0
y=[-23 -1]y+e| 2], y0) =11
-1 1 1 —1 2

Reseni: Nejprve budeme soustavu fesSit bez uziti Laplaceovy transformace. Za¢neme urcenim
charakteristické rovnice soustavy:

-\ 1 -1
PN =|-2 3-X -1 |=—-A=-2)(A-12?=0.
-1 1 1=\

Odtud vidime, Ze matice mé jednoduché vlastni ¢islo 2 a dvojnasobné vlastni ¢islo 1. Rovnici
(A —2E) v = 0, kterd odpovida kofeni 2, upravime na tvar

-2 1 -1 vl
-2 1 -1 v ] =0.
-1 1 -1 v3

Rovnici v maticovém vyjadfeni snadno pfevedeme na ekvivalentni systém dvou nezdvislych rovnic

—2vt+ 2 — W3 =0,
—ol 4 % — ’US:O,

ze kterjch uréime jeden (nezavisly) vlastni vektor vy := (v!, v2, v3) p¥islusny k vlastnimu é&islu
A = 2: je to napf. vektor vi = (0, 1,1). Pro dvojnésobné vlastni ¢islo A = 1 dostaneme rovnici
(A —E)v =0, neboli

-1 1 -1\ [o!

-2 2 -1 v | =0,

-1 1 0] \?

ze které ziskdme ekvivalentni systém dvou nezdvislych rovnic
—ol 4+ v? - v3:O,

— ot 0P =0,
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s jednim dalsim linedrné nezéavislym fesenim vy = (1, 1,0). Musime tedy séhnout k hledani
zobecnéného vlastniho feseni: budeme resit rovnici

-1 1 -1 -1 1 -1 vl 000 vl
-2 2 -1 -2 2 -1 v]l=[-110 v ]l =0.
11 0/ \-1 1 0/ \* -1 10 v3

S touto maticovou rovnici ekvivalentni soustava rovnic se redukuje na jedinou linedrni rovnici
vt =02 =0

s dalsim linedrné nezavislym feSenim vs := (0,0,1). Pfejdeme od nezavislych (zobecnénych)
vlastnich vektorti k linedrné nezavislym fesenim rovnice y’ = Ay. Dostavame

0 1
yl(t) = th 1 , Y2 = et 1 )
1 0
a po jednoduchém vypoctu i
[ /1 0 0 -1 1 -1 0
ys®)=¢e" |0 1 0] +¢t|-2 2 -1 0| =

L \0 0 1 -1 1 0 1
1—-1t t —t 0 —t
=e'| -2t 1+4+2t —t|[0] =¢"|—t
—t t 1 1 1

Protoze ve faktoru e ve vyjadieni vektorové funkce b(t) ¢islo 5 v exponentu neni kofenem
charakteristické rovnice, mizeme pfedpokladat, ze partikularni feseni tilohy pro (nenulovou) b(t)
je tvaru y(t) = e v(t); slozky vektoru v(¢) jsou piitom polynomy stupné 0 v proménné ¢ (protoze

je 5 ,0-ndsobnym* kofenem charakteristické rovnice). Dosazenim do rovnice y’ = Ay + b(t)
dostaneme
vl vl —1
5e% [ 02 | = AP | 02 | + & 2],
v3 v3 -1
neboli
vt -1
GE—A)| v | = 2
v3 —1

Tato rovnice je ekvivalentni se soustavou

50— o2+ v?’:fl,
20+ 202+ P = 2,
ol — 0?4+ 40% = -1,

ze které uréime v = (0, 1, 0). Obecné Teseni rovnice y' = Ay + b(t) je v tomto piipadé tvaru

0 0 1 —t
y@) =" [1| +C1e® | 1] +Coe' [ 1] +Cse" | —t] . (6.51)
0 1 0 1
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Dosazenim t = 0 dostaneme rovnici pro urceni feseni, vyhovujiciho pocateéni podmince:

0 0 1 0 0
y(O) =|1]+Ci |1 +Cy |1 +C5|0])=11],
0 1 0 1 2

ze které vypocéteme c; = 0, cg = 0, c3 = 2. Tak dostavame feseni tlohy

0 —t
yt)=e [ 1] 42| —t ],
0 1
které jesté upravime na tvar
—2te!
y(t) = | e —2te! | . (6.52)
2¢et

Priklad 6.6.3. K Prikladu 6.6.2 se vratime: spocteme ho pro srovnani jesté jednou pomoci
Laplaceovy transformace. V obecné rovin€ tedy fesime Cauchyho tlohu

y'=Ay+b(t), y0)=u.

ResSeni: Po provedeni Laplaceovy transformace vSech slozek vektorovych funkci dospé&jeme k vy-
jadfeni, které schematicky popiseme rovnici (uvédomte si vSechny vlastnosti Laplaceovy trans-
formace, kterych vyuzivame)

sY(s) —y(0) = AY (s) + B(s). (6.53)
Odtud upravou dostaneme rovnici

(sSE—A)Y(s) =y(0) + B(s). (6.54)

Jak to vypadd pfi feSeni naseho Piikladu 6.6.27 Po dosazeni do (6.54) (resp. po dosazeni do
(6.53) a upraveé) dostaneme

s -1 1 0 L (!
2 s=3 1 |Y(s)=|1]+ 5 2
1 -1 s—1 2 579\ 1

Upravime rovnost pfimo v maticovém tvaru a dostaneme

s -1 1 Yi(s) —(s—5)71 —(s—5)"t
2 s—3 1 Y2(s) | = [1+2(s=5) " | = (s—3)(s—5)"
1 -1 s—1) \Y3s) 2—(s—5)"1! (25 —11)(s — 5)7 ¢

Nyni matici soustavy postupné diagonalizujeme. Po dalsi iipravé (v matici na levé strané rovnice
opiSeme prvni tadek, od s-nasobku druhého fadku odecteme dvojnésobek prvého a vysledek
napiseme do druhého fadku a kone¢né od s-nasobku tretiho fadku odecteme prvy radek a vysledek
napiSeme do tfetiho fddku — pozor, analogické ipravy musime délat i s jednosloupcovou matici
na pravé strané rovnice) dostaneme

s —1 1 Yl(s) —(s—=5)"1
0 (s—1)(s—2) (s —2) Y2(s)| = (s—1)(s—2)(s—5)"!
0 —(s—1) s(s—1)—1/ \Y3(s) (252 —11s — 1)(s — 5)71
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Druhy fadek pro zjednoduseni délme faktorem (s — 2) a pokrac¢ujme s diagonalizaci. Po tpravé
dostaneme

s -1 1 Y!(s) —(s—5)""
0 (s—1) 1 Y2(s) | = (s —1)(s—5)"!
0 —(s—1) s(s—1)—1) \Y3(s) (252 —11s —1)(s — 5)*

Dale sectéme tfeti fadek matice s druhym Ffadkem. Dostaneme tak rovnost v maticovém tvaru
s -1 1 Yi(s) —(s—5)"!
0 (s—1) 1 Y2(s) | = (s—1)(s—5)"t
0 0 s2—s) \Y3(s) (252 — 10s)(s — 5)71

Odtud jiz snadno vypoctem nebo nédhledem do tabulky pro Laplaceovu transformaci dostaneme

yl(t) = Eil: - (5—21)2] = —2te,
y2(t):£71:515_ (5—21)2} = o —2te,
yi(t) =L (s 2(;?52) 2) } =20

Snadno nahlédneme, ze nalezené feseni je shodné s tim, které jsme obdrzeli v Prikladu 6.6.2:

—2tet
y(t) = | e’ —2te!
2e!

Kromé vyjimecnych ptipadd je vSak vypocet Teseni soustavy linedrnich diferencial-
nich rovnic pomoci Laplaceovy transformace vétsinou pracnéjsi a proto veelku nevyhodny.

Ukazme si to na modifikovaném Prikladu 6.6.2:

Piiklad 6.6.4. Reste diferencialni rovnici s po¢atec¢ni podminkou

01 —1 8 -3
y=-23 —-1]y+e (3], yO0)=| 2
-1 1 1 9 8

Reseni: Tato rovnice se v zadani 1i$i od rovnice v Pfikladu 6.6.2 pouze jinou funkci b(¢) a jinou
pocatecéni podminkou u. Obecné FeSeni rovnice

01 -1
y=1-23 —-1|y
-1 1 1

se tedy nezméni a zbyva ur¢it partikularni feseni odpovidajici nové funkei b(t) a pak nalézt feseni
odpovidajici zménéné pocatecni podmince. Spocitadme-li partikularni feseni, zjistime, Ze je rovno
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takze obecné feSeni rovnice y’ = Ay + b(t) je tvaru

—2 0 1 —t
yt)=e | 1| +C1e® [ 1] +Coe’ [ 1] +Cset [t (6.55)
3 1 0 1

—2 0 1 —t
yt)=eb| 1| +2e¥ 1] —e'|1] +3e" |t
3 1 0 1

Budeme-li nyni fesit pomoci Laplaceovy transformace, po dosazeni do (6.54) obdrzime

s -1 1 9 L (3
2 s—=3 1 |Y(s)= 1|+ z 3
1 -1 s—1 3 5792 \9

a vidime, Ze se ndm zachazeni s pravou stranou rovnice ponékud zkomplikuje a ze pfibude néko-
likanasobné pouziti rozkladu na parcialni zlomky, abychom dospéli ke tvaru reseni

—2e% — et — 3tet
y(t) = | e + 3e?* — el — 3te!
3edt + 22t + 3et

Poznamka 6.6.5 (dulezitd). Laplacova transformace ndm mj. umoziiuje zjednoduseni
nékterych problémi tim, Ze je pfevadi na ulohy algebraického charakteru, které jsou v radé
pripadtl jednodussi. Zde je na misté varovani, které zaroven umocnuje dilezitost existen-
¢nich tvrzeni: Pokud ma tloha feSeni, nemizeme se touto metodou dopocitat k nécemu
jinému; pokud vsak nikoli, mizeme dospét k ,Feseni“, které ve skutecnosti feSenim neni!
Ukazme si to na prikladu soustavy rovnic:

T+y=0,
i+y+y=e.
Hleddme feSeni, pro které je x(0) = 1, ©(0) = y(0) = 0. Po provedeni transformace

obdrzime
(sX(s)—1)+Y(s) =0,

(82X (s) —s) +sY(s) + Y(s) =

s—1"

neboli po tprave

Odtud spocteme
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Aplikujeme £7! a dostaneme
(t) =2—¢", y(t) =e'.

Dé se lehce ukdzat, Zze obecné feSeni soustavy ma tvar z(t) = C' — e, y(t) = e, pro kazdé
C € R, ale zadné feseni nevyhovuje predepsanym poc¢ateénim podminkam. Z prvni rovnice
soustavy totiz plyne & + ¢ = 0, coz po dosazeni do druhé rovnice dava y(t) = e’ a tudiz
x(t) = C — e'. Musime tedy byt opatrni a Laplaceovu transformaci, a¢ ma velmi Siroké
uplatnéni, nemuzeme chapat jako univerzalni vselék !

6.7 Dalsi vlastnosti L-transformace

Zatim jsme zobrazovali Laplaceovou transformaci vesmés funkce spojité na intervalu
(0,00). Je zfejmé, ze pokud je takova funkce f rovna na ¢asti tohoto intervalu 0, pak
muizeme integrovat pouze pfes tu c¢ast, kde je rtizna od 0:

Priklad 6.7.1. Je-li napft.

£(t) = {Smt’ tel0m], (6.56)
€ |m, 00
pak je téz N )
L = —tdt = int)e s dt .
sy = [ sear= [Tempetar

Reseni : Snadnym vypocétem pomoci dvojnasobného uziti metody per partes dostaneme

—st

T 1 o0 "
sint} +/ e *costdt =
t=0 S Jo

(@) = |

1 - ™ 1 [
:7<[e cost] / e‘“sintdt).
s —s t=0 s Jo

Oznacime-li opét standardné F'(s) = L(f(t)), dostavame odtud rovnici

1y e ™41
FE (14 5) =5
ze které plyne
1 —TSs
F(s)= —° (6.57)

1+ s2

Predpis, popisujici spojitou funkci f z predchézejicitho ptikladu, se ménil v bodé .
V naésledujicim piikladu je zobrazovana funkce dokonce ,slepena“ dvakrat, nicméné je
stale spojita. Postupujeme analogicky.

Piiklad 6.7.2. Funkci f definujeme predpisem (jeden ,pilovy kmit“ - nacrtnéte si obra-
zek!)

t, te0,1],
ft):=¢2—t, tell,2], (6.58)
0, te[2,00)

Spoctéte obraz L(f(t)).
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Reseni : Pouzijeme opét metodu per partes. Ziejmé je

1 2
.C(f(t)):/o te stdt +/1 (2 —t)estdt .

Nejprve uréime prvni z integrali

1 —st 1 1 1
/ te—stdt = {e t} +/ eStdt =
0 —S t=0 S Jo
1
S

—st 1 —st 51 1—e 55— -5
:[e t} N [e ] :%. (6.59)
—s Jlt=0 —s Jt=0 S
Podobné, s vyuzitim predchéazejiciho vypoctu
2 2 2
/ (2 —te dt = 2/ e st dt —/ te stdt =
1 1 1
e—st 2 e—st 2 1 e—st 2
=2 =] - (a5 =)=
—s lt=1 —s lt=1 sl —s li=1
5 — e—25 26—25 _e 8 e—2s —_e 8
=2 + + 5 =
s s s
B se”S —e S & e—2s
52
Sec¢tenim obou nalezenych vysledkt dostaneme
1—92e 8 + 6725 (1 _ 6723)2
L(f(t)) = 2 = o (6.60)

V obecném vykladu o Laplaceové transformaci jsme pripoustéli u zobrazované funkce
i konec¢né mnoho nespojitosti 1. druhu. Ukazme si, Ze ani v takovém pripadé neni vypocet
obtizny, jednodussi pripady tohoto typu jsme jiz pocitali:

Piiklad 6.7.3. Tak napt. pro funkci f (nacrtnéte si opét obrazek!)

Ft) o= {t, tef0,1],

0, te(l,00),
nespogitou v bodé 1 spocteme obraz L(f(t)) shodné jako v (6.59) a dostaneme tak

Se*S - efs ‘l’ 8725

L(f@1) = 5 : (6.61)

S

Priklad 6.7.4. Technické praxi se piiblizime vySetfenim ,obdélnikového kmitu“. Defi-
nujme pro 0 < a < b < oo funkci f predpisem

0, te0,a],
flt)=<1, t € (a,b), (6.62)
0, t €[b,00).

Maéame spocitat Laplacetiv obraz E( f (t))
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Reseni : P¥imym vypoc¢tem snadno dostaneme, podobné jako v piedchazejicich p¥ipadech
—st

L(f(1)) :/OOOeStf(t)dt :/abe“dt - [e }b =L ¢ (6.63)

—S Jlt=a S

Poznamka 6.7.5. Opét si lze predstavit alternativni postup: je-li f tvaru

pak stejné jako v (6.64) odvodime

00 e stqd 1— e—ds
L(f(t)) = E)dt = =——— =F(s). 6.64
(1) = [ etrmar = [ == = F9) (6.64)
Je-li nyni d = b — a a uplatnime-li ,posun o a“, dostaneme pro f urcenou (6.62) pomoci (6.18)
r ; 00 S e St1b—a s e~ as _ g=bs F
(1) = [ e tmar =[] e = et = PG,

I kdyz ndm uplatnéni posunu v tomto pripadé nepfineslo néco nového a ani vypo-
¢et nebyl jednodussi, prfipomnéli jsme si vyznam posunu, ktery jsme zatradili mezi zakladni
vlastnosti Laplaceovy transformace. Posledni transformace se ponékud vymyka nasim moz-
nostem. Jde o transformaci tzv. Diracovy funkce, ktera je z hlediska fyziky velmi uzitec-
nym nastrojem, avsak z hlediska matematiky predstavuje jeji korektni zavedeni ponékud

N

1

Definujme funkci 6.(t) jako e~ '-nésobek charakteristické funkce intervalu (0, €), t;j.

0:(t) = e ' X(0.) -
Ziejme je
“+o0o
/ 0:(t)dt =1 pro vSechna ¢ >0.
0

Také ziejmé je (viz vyklad na str. 90)

Diracova ,funkce® je limitou lim. o, 6.(t). Lze si ji pfedstavit jako funkci, kterd ,nabyva“
v bodé 0 hodnoty +o0o a pro kterou je

/_+005(t)dt:1.

[e.9]

Bez ohledu na rozpory, které ¢tenaie patrné napadnou, je tento pojem uzite¢ny a proto
jen shrneme vysledky, které plati ve vztahu k Laplaceové transformaci. Je

L(5(t) =1, L(6(t—a))=c". (6.65)

Vsimnéme si jesté kratce techniky hledani vzort, tj. £7! (Y(s)) Nemusi vzdy jit jen
o prosty nahled do tabulky.
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Piiklad 6.7.6. Piimo podle vzorce (6.30) dostaneme

L1 [ﬁ] = —tedt, (6.66)

ResSeni: Alternativné mtizeme postupovat takto: Postupné dostaneme

1 d 1 1

_d Y
(s—3)2 dss—3’ Y 53 £,

z ¢eho? jiz opét plyne (6.66).

Piiklad 6.7.7. Podobné ziskdme, napt. opét podle vzorce (6.30,

1 1 1
r-1 ]:[fl[ ]:—t2 -2t
%+ 62 + 125 + 8 (s+2p3] —2°°

1 [ s+1 ]
s2+5s—6
Reseni : Nejprve upravime pomoci rozkladu na parcialni zlomky

1 1 A B 3 2
Y(s):= il = i = + aurtime A=—-, B=—.
$2+s5—6 (s—2)(s+3) (s—2) (s+3) 5

Odtud plyne

L) = e 5 ! 5]+ e 5 - 5] L(3e? +2e79%).
Priklad 6.7.9. Urcete £71(1/(s* — 6s + 10)) !
Reseni : Upravime zlomek v argumentu a dostaneme
! ! = L(e3sint),

2—6s+10 (s—3)2+1

takze £71(1/(s? — 6s + 10)) = ¥ sint. Spolu s tabulkou jsme vyuzili Pravidlo B. Analogicky
postupujeme pii uréovani £7! (s/(s2 +4s + 1)) a upravujeme

N ornn) = (o) =2 (<s+82+>22_3) —L£ (<s+z2>2_3) =

2
= e 2 cosh V3t — — e ?! sinh V3t .
V3

V tomto pripadé jsme uzili po tpravé dva vzorecky, opét spolu s Pravidlem B.

Piiklad 6.7.10. Reste Cauchyho tilohu

y'+2y +y=tet, y0)=1, y(0)=-2.
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Reseni : Po dosazeni pomoci tabulky s pfihlédnutim k poéate¢nim hodnotdm dostaneme

1
(SQY(S) — s+ 2) + 2(3Y(s) — 1) +Y(s) = 7(3 1
Y(s)(s*+2s+1)= o +s, atedy Y(s)= ! +—2
(s+1)2 7’ (s+1)*  (s+1)2
Po dalsi Gpraveé v poslednim zlomku dostaneme
1 1 1 1
t)y=L"" - =_—e (2 -6t+6).
y(t) {(54-1)4 (s+1)2+(8—|—1)] 6° ( +6)

Priklad 6.7.11. Reste Cauchyho tlohu
y'+y=f@1). y0)=y(0)=0,
kde funkce f je ddna vztahem (6.56), tj. jde o prvni oblouk sinusoidy na intervalu [0, 7 ].

Reseni : Snadno obdrzime pomoci vysledku z (6.57) z P¥ikladu 6.7.1

1+e ™
2
Y Y(s) = —+—
SV ()4 V() =
neboli

1 e T8

Ys)= (1 +s2)2 " (1 —1—52)2 .

K dokonceni ndm chybi jesté trocha znalosti o chovani Laplaceovy transformace, které vsak mi-
zeme nahradit ndhledem do tabulky. Je (ve slozené zavorce {...} nabizime alternativni vypocet)

1 1 ol 141282 1 1 d s __sint —tcost
£ {(1+52)2}_{< (s2+1)? >_2(32+1+d852—|—1>} 2 ’
75sim(t—ﬁ)—(75—7T)cos(t—7r)

ﬁl[w}zﬂﬂ() 3

2

e—ﬂ'S

z ¢ehoz jiz dostaneme snadno sec¢tenim hledany vysledek
1
y(t) = §(sint —tcost+ Hy(t)(sin(t — ) — (t — m) cos(t — m))) .

Laplaceovu transformaci 1ze pouzit i pti hledani obecného feseni linearni rovnice vyssiho
fadu. Ukazme si to na ilustrativnim prikladu.

Priklad 6.7.12. Reste diferencialni rovnici

y// + y — e—t .
Reseni: Oznacéime y(0) = yo, y'(0) = y1. Provedeme transformaci a obdrzime
1
2
Y(s) — - Y(s) =
(#Y(5) = sm0 = 30) + Y(9) = 7
neboli po jednoduché tpraveé
1 S
Y — =
&)= Grnesn T TV e
11 1s—1 n S n r
T2s+1 25241 M1 V21T
1 1
2

o D o )
s+1 W To)eg T\ Ty ) e
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Nyni, zpaméti nebo za pomoci tabulky pro Laplaceovu transformaci, dostaneme aplikovanim £~*
jiz kone¢ny vysledek
- 1 1y .
y(t) = e + (yo - 5) cost + (y1 + 5) sin't .

6.8 L-periodicita

Predem je tfeba upozornit ¢tenare na to, ze termin L-periodicita neni bézné uzivan. V par-
tiich o Laplaceové transformaci se tak oznacuji funkce f, definované napft. na intervalu
[0,00), pro néz existuje 7' > 0 tak, Ze pro kazdé = € [0, 00) je

flx)=fx+T). (6.67)

Funkce dokonce nemusi byt definovana vsude v intervalu [0, c0), pfedpokladame vsak, Ze
T je nejmensi Cislo s vlastnosti popsanou v (6.67) a Ze integral

/0 ' ft)e*tdt

je konec¢ny pro vsechna s > 0. Pripoustime dokonce i to, ze f ma nekone¢né mnoho bodi
nespojitosti, ale v kazdém omezeném intervalu [0, A], A > 0, tvoii jeji vSechny body
nespojitosti (jsou pouze 1.druhu!) koneé¢nou mnozinu.

Ukazeme, jak lze Laplaceovu transformaci L-periodickych funkci spocitat. Je-li f
L-periodické funkce s periodou 7' > 0, F(s) = L(f(t)) a

T
- [ e,
0

1
1 —esT

:/OOO f(t)e ™ dt :/OTf(t)e_Stdt +/TOO f(t)e *dt .

Druhy integral na pravé strané predchozi rovnosti upravime: provedeme v ném substituci
u =1t — T a obdrzime se zohlednénim L-periodicity funkce f

/ f —st dt _/ f U+T —s(u+T — —ST/ f e % du .

Nyni jiz jen pouzijeme zavedené oznaceni a z rovnosti

potom je

F(s) = Fi(s). (6.68)

Skutecné, je

- /o ft)e™ dt +e " F(s) = Fi(s) +e " F(s)

spocteme

F(s) = Fi(s).

1 —esT
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Piiklad 6.8.1. V Pfikladu 6.7.1 jsme urcili Laplaceovu transformaci £(f(t)) pro funkei f,
kterd byla popsana jako restrikce funkce sin na interval [0, 7 ] rozsifend na interval [0, 0o)
dodefinovanim f(t) = 0 pro ¢t € [1,00]. Nyni zménime oznaceni: oznac¢ime symbolem f
L-periodické rozsiteni restrikce funkce sin na interval [0,m]. Spoc¢téte L(f(t)) pro takto
definovanou funkci f!

ReSeni: Oznac¢me restrikci funkce sin na interval [0, 7] symbolem f;. Potom je

1 _‘_efﬂ's
F = —
1(5) 14 s2
Je-li nyni f(t) = |sint|, t € [0,00), je to L-periodicka funkce a £(f(t)) miizeme snadno ziskat
pomoci vzorce (6.68) (v tomto ptipadé je T' = ):

1 1 1+e7 7™
_ F = =
e 18 = 7o 752

1 < 14e77 ) 1 to, TS
= = CcO —_.
1+s2\1—e7s 1+s2 08

F(s) =

Piiklad 6.8.2. Odvodte podobné trosku obecnéjsi vzorec: Pro f(t) = |sinat|s a € R je

52 + g2 l—e o 2a

F(s) = L(f(t) = 5 (HG:S) = 52—C|L—a2 cotgh — . (6.69)

Priklad 6.8.3. Polozme

_Jo, te0,a],
filt) = {1, t € (a,2a), (6.70)

a vytvoifme L-periodickou funkci f s T' = 2a takovou, aby se na intervalu [0, 2a) shodovala
s funkei fi. Urcete L(f(t))!

Reseni : Snadno nahlédneme, Ze je

F(s) = L(f(1)) = T Fi(5).

kde

00 2a e—sa _ e—25a
R = £(A0) = [ h0eta = [Teta = S0
0 a
takze celkové dostaneme
—sa __ ,—2sa —sa(1 _ g—50 1
Py =t emdoer®) . (6.71)

s(1—e2s0)  s(1+es)(1—e ) 51+ e)
Piiklad 6.8.4. Polozme

__)sinat, tel0,7/a],
hile) = {o, t € (n/a,2r/a), (6:72)

a vytvofme L-periodickou funkci f s T' = 27/a takovou, aby se na intervalu [0,27/a)
shodovala s funkei f;. Mizeme ji téz popsat jako restrikci kladné ¢ésti (sin az)™ na interval

[0, +00). Uréete L£(f(t))!
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ResSeni : Zfejmé je
1
F(s) = £{f(t) = — 5 FA(s).

1—e a

kde Fi(s) spoc¢teme dvojnasobnou aplikaci metody per partes

27 /a w/a
Fi(s) = L(f1(t)) :/0 fi(t)e st dt :/0 sin(at) e ' dt =

a [T/ st a _7s
:/0 cos(at)esdt:m<l—l—e a).

Odtud jiz jednoduchymi Gpravami snadno obdrzime vzorec

a 1
F(s) =
(s) s24+a?q _ %
. ) ) _2ms _7Ts _1Ts
staél jen uvazit, ze je 1l —e~ a =(1—e a)(l+e a).

Priklad 6.8.5. PrifesSeni ulohy s predchazejiciho piikladu muzeme k vysledku dojit i jinou
cestou: je totiz
f(t) = i(sinat + |sinat|) (6.73)

a obrazy obou funkci na pravé strané rovnosti (6.73) jiz zname (viz (6.44) a (6.69)).

Reseni: Je tedy

6.9 Cviceni

1. Pomoci Laplaceovy transformace feste Cauchyho tlohu pro
" / o t ! _ 143t
Y- by =t y(0)=y0)=0.  [y(t)=Lite
2. Pomoci Laplaceovy transformace feste Cauchyho tlohu pro
y" + 7Y+ 14y +8y =0,  y(0)=1, y'(0) = -1, y"(0) = 2.

4 —t _ 1 — 1 .—
[y(t) = 5" —ge 2 +5e ]
3. Pomoci Laplaceovy transformace feste Cauchyho tlohu pro

' +3y +2y=t+e’,  y(0)=1y'(0)=0.

[3e2 +tet — 3 4 1¢]



6.9. Cviceni

10.

11.

12.

Reste pocatecni tlohy pro rovnice

(@) y)=2%

(a)
(b)

y' -9y =2-t,

"

y +y=0,

Reste pocatecni tlohy pro rovnice

"

y" +y"

e —e

—t) B

—y - y—e , y(O)
y' 2y +y=te’,

10te™t —

t2 —t)

111
Pomoci Laplaceovy transformace se pokuste vyfesit integrodiferencidlni rovnici
t
y’—|—2y+2/ y(v)dv =1
0
s pocateéni podminkou y(04) = 0. [y(t) =e ! sint]
Analogickou tlohu jako ve Cviceni4 FeSte pro rovnici
t
y'+6y+9/ y(v)dv =0
0
s pocate¢ni podminkou y(04) = 1. [y(t) =e31(1 - 3¢) |
. Urcete obrazy
E( sin® at) a L'( cos® at) !
[ 6a> 6a’ }
(s2 4+ 9a?)(s? + a?) s(s2 4+ 7a?)(s? + a?)
S vyuzitim Pravidla E se pokuste dokézat rovnost
1
L1 [—} 1-— t int)) !
Z12579) 2( e "(cost +sint))
Urcete
s+1 3 1 2 1
E_l[ :| ! |: t :E_l(* “ ) 1 3 2t 9 —3t
P+s5—6 y() 55-2 5513) 506 T2
Urcete
1 5”
£ [t [Romad dava:
(s+1)(s+2)%(s+3)
1 1 12 8 27 1
F(s)=—= — — takz
) == 1 52 T srap T 2 ke
flt) = —% et —12e72 4 8te 2 + % e_:ﬂ
Urcete feseni diferencialni rovnice
Y’ — 3y +2y =12,
vyhovujici poc¢ateénim podminkdam y(0) =2 a y'(0) = 6! [y(t) = —6e! + Te? + e 2]

(—6+3t47e¥ —e73), (b) y(t):%(e—tﬂet/gcosgt”
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13. Reste systém LDR 1.7adu

y = (_f _f) y, ¥(0)= <(1)) - [Y(t) N <((1liiij)t/)é3>]

14. Reste systém LDR 1.7adu
, (1 =2 (1 _ e2t(cos 3t — sin 3t)
y = <5 3)Y> y(0) = 1) y(t) = e®*(cos 3t + 2 sin 3t)

15. Reste systém LDR 1.7adu

(3 o) fro-(“Ua)]

16. Pomoci Laplaceovy transformace urcete ,,oddélené“ prvni a druhou slozku feseni Cauchyho

tlohy
, (1 4 1\ . _(2),

odkud dopocteme
yi(t) =2e* +sinht, apodobné yo(t) = —fe ' — e’ + He.
Ctenaf muize srovnat postup s fesenim Piikladu 5 z predchazejici Kapitoly 5. ]

17. Reste systém LDR 1.Fadu s pocateéni podminkou

10 O 1

y=(01 -1]y, y0)=|1

01 1 1

1 0 0 1
y(t)=e" 0] +e' | —sint | +e" [cost| +e" | cost—sint
0 cost sint lcost +sint

18. Zkuste fesit predchézejici tlohu pomoci Laplaceovy transformace!



Kapitola 7
ResSené tlohy

V této kapitole jsou dalsi fesené tilohy. Ctenaf by si je mél po opsani zadani
samostatné vyresit a pak sviij postup a vysledky konfrontovat s textem. Priklady

s e

nebo systémii nevyskytuje. V textu kvili sazbé piseme sloupcové vektory do
radkd, coz by nemélo ¢tenafi vadit nebo ho mast.

7.1 Rovnice 1.rfadu

Vzhledem k tomu ODR 1. fadu jsou jedinymi, které bez dalsiho omezeni umime fesit i v pii-
padé, Ze koeficient a(z) je nekonstantni funkce, spoc¢teme pouze jeden lehky ilustrativni
priklad; vratime se vSak k nému v dalsi kapitole.

Priklad 7.1.1. Reste rovnici
Y =k(y—a), (7.1)
kde k,a € R.

Reseni : Mtzeme napft. feSit tak, Ze rovnici upravime na tvar
Y —ky=—ka,

a postupujeme standardnim postupem feSeni rovnice 1.fddu. V prvnim kroku feSime rovnici
y' — ky = 0 a uréime jeji obecné feseni yy () = C e**, C' € R. Pak variaci konstant(y) dostaneme
po dosazeni

C'(x) " + C(z)ke® — kC(x)e? = —ak,

neboli
C'(z) = —ake ™™ atedy C(z)=ae ",

Partikularni feseni rovnice (7.1) je tvaru yp(z) = ae *ek* = q a jeji obecné fefeni tudiz je
y(z) =ym(x) +yp(x) =a+Ce*®, kde CeR.

(Uvédomte si, ze mizeme postupovat i jinak, jde o rovnici se separovanymi proménnymi; samo-
ziejmé, ze dospéjeme k témuz vysledku).

113
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7.2 Rovnice 2.radu — srovnani

Zkusime na jednoduchém piikladu porovnat feseni obéma zpiisoby, které jsme se naucili,
abychom alesponi ¢asteéné oziejmili, v ¢em jsou vyhody (a nevyhody) pouziti Laplaceovy
transformace.

Priklad 7.2.1. Urcete Feseni rovnice
y' — 4y + 3y = e*, (7.2)
které vyhovuje poc¢ateénim podminkam y(0) = 1, y/(0) = 0.
Reseni : Resme nejprve bez uziti Laplaceovy transformace. Charakteristicka rovnice
M —4A+3=0
mé kofeny \; =1 a Ay = 3, takZe obecné feSeni rovnice 3" — 4y’ + 3y = 0 je tvaru
y(t) = Cre® + Coe®®, (C1,Cy € R.

Specialni tvar pravé strany v (7.2) a to, Ze ¢islo 2 neni kofenem charakteristické rovnice nam
umoziiuje hledat partikularni feseni ve tvaru y(z) = Ke?* s tim, Ze musime uréit konstantu K.
Dosazenim do (7.2) dostavame

4Ke® —4.2Ke* + 3. Ke*® =%,
neboli —Ke?® = e%* takze K = —1. Obecné feseni rovnice (7.2) je tedy tvaru
y(z) = C1e” + Coe®® —e2* (1,0 € R.
Dosazenim pocate¢nich podminek dostaneme
1=Ci+ Cy—1
0=C1+3C, -2,
odkud plyne Cy = 0 a C; = 2. Tak jsme dospéli k hledanému Feseni y(z) = 2e” — 22,

Nyni budeme Fesit pomoci Laplaceovy transformace. Spoc¢teme L-obraz levé strany v (7.2).
Po dosazeni obrazi jednotlivych ¢lent s pfihlédnutim k poc¢ateénim podminkdm (vyuzivame li-
nearitu £) dostaneme

(Y (5) = 5) =4+ (sY () = 1) +3- Y (8) = —.

neboli
1

s—2°

V(s)(s*—4s+3) —s+4=
Po jednoduché apravé dostavame
Y(s) = 52 —6s+9 B (s — 3)? B s—3
(5= 2)(s2—45+3) (s—1(s—2)(s—3) (s—1)(s—2)°

Rozklad na parcialni zlomky je zde jednoduchy, snadno urcime z

s—3 B A n B
(s—1)(s—2) s—1 s5-2’
7e A=2a B = —1. Z rovnice ) )
Y(s) = -
(8) s—1 s-—2

piechodem ke vzortim dostaneme jiz diive nalezeny vysledek y(t) = 2e’ — e?!. Porovnani nechame

N
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7.3 Ulohy na vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

Priklad 7.3.1. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a k nim ptislusné vlastni vektory matice

-3 -3 0
A= 1 2 -1
-1 0 -2

Reseni: ProtoZe snadno ziskame rozklad

-3-X -3 0
det(A — AE) = det 1 2—-2 -1 =
-1 0 —2-A

=(-3-N2-XN)(-2-X2)-3-3A+2)=—A+3)(A-1)(A+1),
jsou vlastni ¢isla matice A rovny A\; = —3, A\g = 1 a A3 = —1. Jsou navzajem ruzna, takze staci,

kdyz ke kazdému z nich najdeme jeden vlastni vektor v. Ocislujeme je shodné s indexy vlastnich
¢isel. K ¢islu A; hleddme vsechna nenulovd feseni soustavy (A + 3E)v = 0, tj. soustavy

0 -3 0 V1 0
1 5 —1 (%] - 0 )
-1 0 1 (O3 0

ktera je ekvivalentni se soustavou

01 O U1 0
1 0 -1 vu | =10
00 O U3 0

Vsechna nenulovd feSeni posledni soustavy jsou (piSeme v textu sloupcové vektory jako jiz diive
do fadku) tvaru v = ¢(1,0,1), ¢ # 0, a tedy, volime-li nap¥. ¢ = 1, vlastnim vektorem pfislusnym
k vlastnimu é&slu Ay je vektor v! = (1,0, 1).

K nalezeni vlastniho vektoru v? pifslusného k vlastnimu ¢islu Ay hleddme viechna nenulovd
feSeni soustavy (A — 1E)v = 0, tj. soustavy

-4 -3 0 V1 0 01 —4 V1 0
1 1 -1 () =10 ,  resp. 1 0 3 Vg =10
-1 0 -3 v3 0 00 O V3 0

Ta ma nenulovd feseni tvaru d(—3,4,1), d # 0, a tedy za vlastni vektor pfislusny k vlastnimu
&islu \g lze volit v? = (—3,4,1).

Pro nalezeni vlastniho vektoru v? p¥islusného k vlastnimu ¢islu A3 hleddme nenulové feseni
soustavy (A + 1E)v = 0, tj. soustavy

-2 -3 0 V1 0 1 0 1 V1 0
1 3 -1 () =\| 0], resp. 0 3 -2 Vg =10
—1 0 —1 V3 0 00 O V3 0

Tato soustava ma vSechna nenulovd feSeni tvaru e(3, —2,—3), e # 0, a tedy lze volit za vlastni
vektor ptislugny k vlastnimu ¢islu A3 vektor v3 = (3, —2, —3).
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Priklad 7.3.2. Najdéte vsechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory matice

A:

= DN W
N O N
W N =~

Reseni: Budeme postupovat trochu rychleji. Protoze det(A — AE) = —(\ + 1)2(\ — 8), jsou
vlastni ¢isla matice A rovny A2 = —1 a A3 = 8. K nalezeni vlastnich vektor v pfislusnych
vlastnimu ¢islu A; 2 hleddme vSechna nenulovd FeSeni soustavy (A + 1E)v = 0, tj. soustavy

4 2 4 V1 0 2 1 2 U1 0
21 2 Vg = 0 |, mneboli 0 0O Vg = 0
4 2 4 V3 0 0 00 V3 0

Vsechna nenulovd feseni posledni soustavy jsou tvaru (c, —2(c + d),d), ¢ + d* > 0. Zvolime-li
napi. ¢ =1, d = 0 a pak ¢ = 0, d = 1, dostavidme dva nezavislé vlastni vektory v! = (1, -2,0)
a v = (0,2, 1), které tvoii bazi vlastniho podprostoru piislusného (dvojnasobnému) vlastnimu
Cislu )\172.

K nalezeni vlastniho vektoru v® piislusného k vlastnimu ¢&slu A3 hledame nenulové feSeni
soustavy (A — 8FE)v = 0, tj. soustavy

-5 2 4 V1 0 1 0 -1 v1 0
2 -8 2 U2 = 0 |, Tresp. 0 2 -1 U = 01,
4 2 -5 V3 0 00 0 V3 0

ktera ma nenulovd feSeni tvaru e (2,1,2), e # 0. Vlastni vektor ptislusny k vlastnimu ¢islu A3 je
napi. vektor v3 = (2,1,2), ktery je zaroveii bazi vlastniho podprostoru p¥isluiného k 3.

Priklad 7.3.3. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory matice

1 0 0
A= 2 1 -2
3 2 1

Reseni : Protoze det(A — AE) = —(\ —1)(\? — 2\ +5), jsou vlastni ¢isla matice A rovny A\; = 1
a A23 = 1 % 2i. K nalezeni vSech vlastnich vektordi v piislusnych vlastnimu ¢islu A; hleddme
vSechna nenulovd FeSeni soustavy (A — 1E)v = 0, tj. soustavy

00 O V1 0 1 0 —1 V1 0
2 0 -2 ) =1 0], resp. 3 2 0 Vg =10
3 2 0 V3 0 00 O U3 0

Vsechna feseni posledni soustavy jsou tvaru c(2,—3,2), a tedy vSechny vlastni vektory pfislusné
vlastnimu ¢islu A\; maji popis v = ¢(2, —3,2), ¢ # 0. Mizeme tedy volit ¢ = 1 a tak dostat vlastni
vektor vl = (2, -3,2).

K nalezeni vSech vlastnich vektorii v piislusnych vlastnimu ¢islu Ag 3 hleddme vSechna nenu-
lovd TeSeni soustavy (A — (1 + 2i)E)v = 0, tj. soustavy

—2i 0 0 V1 0 10 0 V1 0
2 =21 =2 () = 0 |, Tresp. 0 1 —2 U2 = 0
3 2 —2i V3 0 00 O V3 0
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Posledni soustava ma nenulovd FeSeni tvaru d(0,i,1), d # 0, a tedy vSechny vlastni vektory
piislusné vlastnimu é&slu A jsou tvaru v? = d(0,1i,1), d # 0.

K nalezeni vsech vlastniho vektoru v?3 pfislusného k vlastnimu ¢islu A3 miiZeme napi. hledat
vSechna nenulovd feSeni soustavy (A — (1 — 2i) E)v = 0, coz po piepisu je soustava

2. 0 0 V1 0 1 00 V1 0
2 2t =2 Vg =\| 0|, resp. 0 1 =2 ) =10
3 2 2 V3 0 0 0 0 U3 0

Tak ziskdme vyjadieni vSech vlastnich vektorti pfislusnych k vlastnimu ¢islu A3: je tvaru

v2 =¢e(0,—i,1), e # 0. Obé& posledni vyjadieni nejsou realna, vime vsak, Ze sta¢i napt. vzit

jejich realnou a imaginarni ¢ast. Mizeme tedy napt. volit v = (0,0,1) a v3 = ¢(0,1,0).

7.4 Ulohy na soustavy ODR

Priklad 7.4.1. Naleznéte feseni Cauchyovy tlohy pro soustavu

2 0 1 1 1
zt)=1 02 0 |z@®)+| 0 |e* =z(0)=[1|. (7.3)
01 3 1 1

Zjistéte dale, zda je kazdé Teseni prislusné autonomni rovnice stabilni, resp. asymptoticky
stabilni.

Reseni: Ozna¢me A matici soustavy. Protoze det(A — AE) = (2 — A\)2(3 — \), jsou vlastni ¢isla
A1 = 3 a A23 = 2. Nalezenim vSech nenulovych feSeni soustavy (A — 3E)v = 0, tj. feSenim
rovnice

-1 01 -1 0 1
0 -1 0 | v=0, resp. 01 0 |v=0,
0 10 0 0O

dostavame vSechny vlastni vektory piislusné k vlastnimu ¢&islu Ap: jsou tvaru v = ¢(1,0,1), ¢ € R,
¢ # 0. Nalezenim v8ech nenulovych feseni soustavy (A — 2E)v = 0, tj. FeSenim rovnice

0 01 0 01
0 0 0 |v=0, resp. 0 00 |v=0
011 010

dostavame vSechny vlastni vektory pfislusné k vlastnimu ¢islu Ag3: v = d (1,0,0), d € R, d # 0.
Protoze je
2

00 1 011
(A-2E?=(000]=|00 0],
011 011

je zfejmé, ze viechny vektory v splitujici podminky (A —2E)?v =0 a (A —2E)v # 0 jsou tvaru
v= (e f, —f),kdee, f€R, d#0.Zvolime-li e =0, f = 1, dostavime obecné feseni homogenni
soustavy ve tvaru (c1, ¢z, c3 oznacuji redlné konstanty):

1 1 0 0 01
zpg(t)=c | 0 et | 0 | ¥+ 1 |+t 0 0 O 1 e?t
1 0 -1 0 1 1
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coz po upraveé dava

1 1 —t
zp(t)=c | 0 |e¥+eca| 0 | +e3 1| e
1 0 -1

Partikularni feseni nehomogenni rovnice budeme hledat pomoci metody variace konstant:

1 1 —t
zp(t)=c1(t) | 0 | +ea(t)| 0 | e+ e3(t) 1| e
1 0 —1

Dosazenim tohoto feseni do rovnice (7.3) ziskdme po déleni vyrazem e

rovnic tvaru (v maticovém zapisu)

soustavu algebraickych

1 1 —t 1
)| 0 et +éa(t)| 0 | +es(t) 1 ]=(0o0],
1 0 -1 1
kterd m4 feseni ¢1(t) = e™!, éo(t) = 0, ¢3(t) = 0. Odtud dostaneme c1(t) = —e™!, co(t) = 0,

c3(t) = 0 (integracni konstanty jsme zvolili vesmés rovny nule), takze

Obecné feseni nehomogenni soustavy je tvaru:
ZBOB(t) = acH(t) + wp(t).
Nyni uréime konstanty ci, co, c3 tak, aby byly splnény pocateéni podminky, tj. dosadime do

obecného feseni, které jsme nalezli £ = 0 a fesime vzniklou soustavu linedrnich algebraickych
rovnic

1 1 0 1 1
.’BOB(O) = (1 0 + c2 0 +c3 1 — 0 = 1
1 0 -1 1 1
Tato soustava ma Tefeni ¢; = 3, ¢ = —1, c3 = 1. ReSeni rovnice (7.3), spliiujici poc¢atecéni
podminku, je tvaru:
1 241
z(t)=3[ 0 |- -1 |e&* teR
1 2

Protoze vSechna vlastni ¢isla jsou kladnd, neni zadné feseni @y (t) homogenni rovnice stabilni ani
asymptoticky stabilni.

Priklad 7.4.2. Naleznéte feseni Cauchyovy tlohy pro soustavu

01 -1 1 0
et)=| -2 3 -1 |a®)+| -2 |e?, xz©@=[0]. (7.4)
11 1 ~1 1

Rozhodnéte, zda je feseni prislusné autonomni rovnice stabilni a asymptoticky stabilni.
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Reseni: Ozna¢me matici soustavy

01 -1
A=| -2 3 -1
-1 1 1

Protoze det(A — AE) = —(A — 1)2(\ — 2), jsou vlastni ¢isla \; = 2 a A\g3 = 1. VSechny vlastni
vektory prislugné k vlastnimu éislu A1 jsou tvaru v = ¢ (0,1, 1), ¢ # 0. K dvojndsobnému vlastnimu
¢islu Mg 3 jsou vSechny vlastni vektory tvaru v = d(1,1,0), d # 0. Protoze je

2

-1 1 -1 000
(A-1E?=| 2 2 -1 | = -1 10
-1 1 0 110

a pro vektor v = (0,0,1) je (A — 1E)?v =0 a (A — 1E)v # 0, ma homogenni soustava obecné
FeSeni tvaru (c1, c2, c3 libovolné konstanty):

0 1 0 -1 1 -1 0
zgt)=c | 1 |e*+ca| 1 |+ || 0|+t 2 2 —1 0 ||e,
1 0 1 -1 1 0 1
neboli
0 1 —t
zpg(t)y=c1 | 1 ey 1 |et+es| =t |€.
1 0 1

Partikularni reseni nehomogenni rovnice hledame ve tvaru

kde a, b, ¢ jsou konstantni funkce. Dosazenim do rovnice (7.4) dostaneme

S
s
—

—| b Jet=A[ b |et+ | —2 |t
c c -1

coz po upravé vede na soustavu

a 1 1 -1 a -1
(A+E)| b | = -2 4 -1 b | = 2 1,
-1 1 2 c 1
kterd ma feSeni a = —1, b = ¢ = 0. Obecné feseni nehomogenni soustavy méa tvar
0 1 —t -1
xop(t) = 1 | e+ Co 1 e+ c3 —t | e+ 0 |e.
1 0 1 0

Abychom ur¢ili feSeni spliiujici po¢ateéni podminku, dosadime do rovnice ¢ = 0 a dostaneme tak
rovnici v maticovém tvaru, ze které ur¢ime koeficienty c1, ¢, c3

0 1 0 -1 0
c1 1 + co 1 +c3 0 + 0 = 0
1 0 1 0 1
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Jejim feSenim obdrzime c¢; = —1, co = 1 a c3 = 2. Hledané Teseni je tedy tvaru
0 1-2¢t -1

z(t)=| -1 | —| 1-2t |+ 0 |e teR.
-1 2 0

ProtoZe vlastni ¢isla matice A jsou vesmés kladna, nejsou feSeni pfislusné homogenni rovnice
stabilni ani asymptoticky stabilni.

Priklad 7.4.3. Naleznéte feseni Cauchyovy tlohy pro soustavu

2 00 3 2
zt)=( 10 2 |z@®)+e | 2 |, x(0)=] 3
1 0 2 1 1

Rozhodnéte, zda je kazdé feseni soustavy asymptoticky stabilni.

ReSeni: Ozna¢me A matici soustavy. Protoze det(A — AE) = —(X\ — 2)2), jsou vlastni ¢isla
A1 =0 a g3 = 2. V8echny vlastni vektory piislusné k vlastnimu ¢&islu A; jsou tvaru ¢(0,1,0),
c # 0, a k dvojnasobnému vlastnimu ¢islu Ay 3 jsou tvaru d (0,1,1), d # 0. Protoze je

0 00 0 00 00 0
(A-2E?=1[|1 -2 2 1 -2 2 |=|04 —4 |,
1 00 1 00 00 0

a pro vektor v = (1,0,0) je (A — 2E)?v =0 a (A — 2E)v # 0, ma homogenni soustava obecné
feSeni tvaru

0 0 1 0 00 1
zpt)=ci [ 1 | +e| 1 |e¥+e || 0 |+t 1 -2 2 0 ||e*
1 0 1 00 0
coz dava po upravé
0 0
zp(t)=c | 1 | +ea| 1 |e*+cs| t |e*.
0 1 t

Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru xp(t) = (a, b, c). Dosazenim do sou-
stavy dostavame po dpravé algebraickou soustavu linearnich rovnic

3 00 a -3
112 b | = -2 |,
1 0 3 c -1
kterd ma feseni a = —1, b = —1, ¢ = 0. Obecné feseni nehomogenni soustavy ma tvar:
0 1 -1
xop(t) = 1 |eX4es| t |2+ -1 |t
1 t 0
Zbyvéa nalézt konstanty c1, co a c3 tak, aby
0 0 1 —1 2
CBOB(O) = 1 + c2 1 +c3 0 + -1 = 3 ,
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tj. TeSit soustavu

0 01 c1 3
1 10 co = 4
010 cs3 1

Soustava ma Teseni cg = 3, co = 1 a ¢; = 3, a tedy TeSeni spliiujici po¢ateéni podminku je

0 0 1 -1
ut)=3( 1 |+ 1 |e*+3| t |+ | -1 |e', teR
0 1 t 0

Protoze memaji vSechna vlastni ¢isla matice A zaporné realné Casti, mejsou FeSeni soustavy
asymptoticky stabilni.

Priklad 7.4.4. Naleznéte feseni Cauchyovy tlohy pro soustavu

1 -1 -1 1 —2
zt)= 1 -1 0 |Jxz@®)+e*| 4 |, =z(0)= 4
1 0 -1 4 2

Rozhodnéte, zda je kazdé feseni soustavy asymptoticky stabilni.

Reseni: Oznaéme A matici soustavy. Protoze det(A — AE) = —(\ + 1)(A? + 1), m4 matice A
jednoduché vlastni ¢islo A\; = —1 a dvojnasobné vlastni ¢islo Ay 3 = £i. VSechny vlastni vektory
k vlastnimu ¢éslu Ay jsou tvaru ¢(0,1,—1), ¢ # 0. Pro nalezeni vlastnich vektort k vlastnimu
¢islu Ao = 7 feSime v komplexnim oboru rovnici

1—i -1 ~1 v1 0
1 —1-4i 0 ve | =10,
1 0 —1-—i s 0

kterou snadno upravime do tvaru

0 1 —1 V1 0
1 —1—4 0 vg | =120
0 0 0 v3 0

Odtud dospéjeme k obecnému tvaru piislusného vlastniho vektoru v = d(1 +,1,1), d # 0.
Protoze je

1+ 1 1
1 =11 |+ 0 ],
1 1 0

ma analogicky jako ve (5.8) homogenni soustava obecné FeSeni tvaru

0 cost —sint sint + cost
xp(t) = 1 e t+e cost +c3 sint
-1 cost sint

Partikularni feseni nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru xp(t) = (a,b,c)e?, kde a,b, c
jsou konstantni funkce. Po dosazeni do soustavy dostavame soustavu linearnich rovnic tvaru

a 1
(A-2E)| b =—1 4 1,
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kterda ma feseni a = —1, b = ¢ = 1. Obecné FeSeni nehomogenni soustavy ma tvar
0 cost —sint sint 4+ cost -1
zop(t) = 1 e t+e cost +c3 sint + 1 | e,
—1 cost sint 1

Zbyvéa nalézt konstanty c1, co a c3 tak, aby po dosazeni t = 0 pro xpp(0) platilo

0 1 1 -1 -2
Cc1 1 + c2 1 + c3 0 + 1 = 4 ,
-1 1 0 1 2
tj. Tesit soustavu
0 11 c1 -1
1 10 c | = 3
-1 10 c3 1
Soustava ma feSeni ¢c; = 1, ¢o = 2 a c3 = —3. ReSeni spliiujici poc¢ateéni podminku je tedy
0 —cost — Hsint —1
x(t) = 1 |e "+ | 2cost—3sint |+ 1| e
-1 2cost — 3sint 1

Podle kritéria nejsou feSeni soustavy asymptoticky stabilni, nebot vlastni ¢isla Ao 3 = £1i nemajé
zapornou realnou ¢ast.

Priklad 7.4.5. Naleznéte feSeni Cauchyovy tlohy pro soustavu

020 2 —2
x(t) = 002 |z@®)+e*| 0|, =(0)=]| —4
-1 10 1 0

Rozhodnéte, zda je kazdé feseni prislusné autonomni soustavy asymptoticky stabilni.

Reseni: Oznaéme A matici soustavy. Protoze det(A — AE) = —(A+2)(A? — 2\ +2), jsou vlastni
¢isla A\ = —2 a Ay 3 = 1 £ 4. VSechny vlastni vektory piislusné k vlastnimu ¢islu A; jsou tvaru
c(1,-1,1), ¢ # 0. Abychom ur¢ili vSechny vlastni vektory pfislusné k vlastnimu ¢islu Ag = 1 + 14,
musime najit nenulovd feSeni soustavy

—1—1 2 0 (%] 0
0 —1—34 2 v | =1 0],
-1 1 —1—1 V3 0

ktera je ekvivalentni se soustavou

0 1+¢ -2 V1 0
1—7 2 0 vu | =10
0 0 0 U3 0

Ta mé nenulova feseni tvaru v = d (—2i,1 —4,1), d # 0. Protoze je

—2i 0 )
1—i | =1 |+il -1 ],
1 1 0
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mé homogenni soustava obecné feseni tvaru (srovnej s (5.8)):

1 2sint —2cost
xgt)=c | —1 | e +co| cost+sint | el +c3| sint—cost |e.
1 cost sint

Partikularni feseni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru xp(t) = (a,b,c). Ctenaf jisté jiz sa-
mostatné uréi feseni soustavy a nalezne a = 1, b = ¢ = 0 (partikularni feSeni se hleda stejné jako
v pfedchozim piikladé). Obecné feseni nehomogenni soustavy je tvaru

1 2sint —2cost 1
xop(t)=c1 | —1 | e 4cy| cost+sint | el +c3| sint—cost |et+ [ 0 |e*.
1 cost sint 0
Dosadime do obecného feSeni ¢ = 0 a urcime z obdrZené rovnice ¢; = 1, co = —1, c3 = 2, takze
hledané feseni méa tvar
1 -2 4 1
zt)= -1 |e?+ 1 |e'sint—| 3 |efcost+ | 0 |e*, teR.
1 2 1 0

Podle kritéria nejsou FeSeni soustavy asymptoticky stabilni (A2 3 mé kladnou redlnou ¢ast).

7.5 Ulohy na Laplaceovu transformaci

Priklad 7.5.1. Reste rovnici
y' + 4y + 3y = xj011(t) (7.5)

kde xjo,1] je charakteristickd funkce intervalu [0, 1], a naleznéte jeji feSeni, které spliuje
podminky y(0) = 4'(0) = 0.

Reseni: Z linearity a ze vzorce (6.33) dostaneme po dosazeni po¢atecnich podminek
L(y"(t) +4y'(t) + 3y(t)) = Y (s)(s* + 45 + 3)

a pomoci jiz odvozeného obecnéjsiho vztahu (6.63) dostaneme proa=0ab=1

1—e°
L(x701)(x)) = P
Porovnanim obrazi levé a pravé ¢asti rovnice (7.5) dostaneme
1—e* 1—e7%
Y(s)(s® +4s+3) = boli Y(s)=—5—— .
(s)(s* +4s+3) ~— neboli (s) SGZ 5T 3)

Rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme (lze vyuzit (6.12), resp. (6.45))
1 1 1 1 1 1 1
s(s?2+4s+3) - (gg_i s+1 +3 s+3)'
Odtud dostaneme pro vSechna t > 0

11 1 1 1 1 1 et 1 et 1 et
=L =2, - ]Htfﬁ_l[f-—ffo =y Hi(t) .
y(t) 35 2 541 5 s+l 35 2 s+175 513,00
Vysledek v jiné formé mizeme zapsat po rozepsani uzitych Heavisideovych funkci
%—%e*’ﬂ—%e*gt pro x€][0,1],
y(w) = (7.6)

sle—1et+i(1-ee pro x€[1,+00).
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Priklad 7.5.2. Je pomérné obtizné odhadnout, kdy je uziti Laplaceovy transformace vy-
hodné. Mame-li urc¢it pouze jednu slozku feseni systému rovnic, zda se pouziti Laplaceovy
transformace piirozené, miiZe to viak byt i tak velmi pracné. Ukdzeme si to na pitkladu !):
Je tfeba urcit prvni slozku feseni Cauchyho ulohy

v=(2 e (2) wo- ().

ResSeni: Maticovy zapis tlohy je pro zvoleny postup nevhodny, proto systém rozepiSeme :

Ya(t) = — 6y1(t) —t, y2(0) = —1.
Uzitim Laplaceovy transformace na kazdou z obou rovnic dostaneme

sYi(s) — 1= 3Yi(s) —3Ya(s) + %»

1

sYa(s) +1=—6Yi(s) — 2

a po uprave ziskdme ,standardni“ systém linedrnich rovnic

2+ s

(5= 3) Vi(s) +3Ya(s) =~
241
s2

6Yi(s)+ sYa(s) =

Vylou¢ime z rovnic Y3(s) a dostaneme

382+3_S3+582+3
2 52 ’

(2 =35 —18)Yi(s) =2+ s +
a po rozkladu a tpraveé
B s3 +5s2+3
"~ s2(s+3)(s—6) "

Po rozkladu na parcidlni zlomky (pozor, 0 je dvojndsobnym kofenem polynomu ve jmenovateli!)

Yl(S)

obdrzime

1,3 18 28 133
Y; :—<f——— )
1) =105 \s "2 5331576

Pomoci slovniku pro Laplaceovu transformaci pak jiz snadno obdrzime

1
n(t) = 155 (3—18t—28e %" +133e").

1) Podle internetovych materidltt Paula Dawkinse.



Kapitola 8

Praktické ulohy

V této kapitole jsou dalsi dlohy, jimiz se snazime ukazat ,praktic¢téjsi“ stranku
pouziti ODR. VSimneme si i problematiky sestavovani rovnic a jejich systémi. Na
druhé strané upozornujeme, ze moznosti vyuziti diferencialnich rovnic k popisu
a TeSeni uloh z praxe jsou podstatné Sirsi, nezli Ize v tomto textu ukazat.

8.1 Linearni rovnice 1. radu

Zacneme ulohou, kterd ptisobi trochu zahadné. Vytvafeni modelu redlné situace je nutné
vzdy zalozeno na urcitych zjednodusujicich predpokladech. Ukazme si to na prikladu, jehoz
schéma je pfevzato z [1]:

Priklad 8.1.1. Predstavme si, Ze zacalo nahle velmi husté snézit. Pan Novak, bydlici na
samoté, se vzbudil a vyhodnotil situaci jako kritickou: jiz od 7 hod zacal ¢istit frézou cestu
k nejblizsi udrzované komunikaci. Za prvni hodinu vy¢istil 2 km, za dalsi hodinu zbyvajicich
1,5 km. Zcela vycerpan si povzdechl: ,Rad bych védél, kdy zacalo takhle hrozné snézit®
a my bychom mu s timto problémem méli pomoci.

ResSeni: Pokud jsme konfrontovani s takovou tlohou, kterd se zda dosti zvlastni, uvédomime si
nejprve, ze zpomaleni vykonu odpovidéd nasi zkusenosti: silnéjsi vrstva snéhu se odklizi pomaleji.
To nam vsak prili§ nepomuze k feSeni: musime vytvorit néjaky matematicky model, zalozeny na
jednoduchych predpokladech; patrné ne idealnich, nicméné vedoucich k fesSeni, protoze slozity
model nemusime umét dosud ziskanymi znalostmi Tesit. Model zalozime na predpokladu, ze fréza
je schopna odklidit £ km?® snéhu za 1 hodinu (za jednotku volime kilometry). Cas ¢ budeme méiit
v hodinéch pocinaje od 7 hod, tloustka vrstvy snéhu v ¢ase t necht je z(t) (opét v odpovidajicich
jednotkach, tj. km). Délka vycisténé drahy v case ¢ necht je s(t), takze $(t) je rychlost frézy v ¢ase
t. Oznacime-li jesté sitku zabéru frézy d, dostaneme jednoduchou rovnici

xds=k. (8.1)

Abychom nalezli funkci x, ozna¢me ty neznamy cas, tj. dobu, po kterou jiz snézilo, nez zapo-
Cala fréza pracovat, a dale h necht je (konstantni) rychlost piirtstku tloustky snéhové vrstvy
(v odpovidajicich jednotkéch, tj. v km/hod). Potom je
w(t)=h-(to+1t), t>—to,

coz po dosazeni do (8.1) dava rovnici

. ko1

§=——,

dh to+t

125
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kterou snadno vytesime; jeji obecné feseni je

k
s(t) = = (log(to +) + C) , (8.2)
kde C je redlnd konstanta a t € (—tg,00). D4 se ofekavat, Ze udaje ze zadani by ndm mély stacit
k uréeni ¢asu tg. Z s = 0 pro t = 0 dostaneme C' = —logtg, coz po dosazeni do (8.2) dava
0 =" 10 (1+ ) (8.3)
S — .
dn ®

Vime jesté, ze s(1) =2 a s(2) = 3,5, coz by ndm mélo umoznit tlohu vyftesit. Je tedy

2= %log(l—i—l) a 3,b= %log<1+2>

Z obou rovnic spo¢teme vyraz dh/k a porovname vysledky, ¢imz dostaneme rovnici

1 1 1 2
glos(14 ) =gz los (14 ).
g 8\t Ty) Tas et

kterd po dalsi tpravé a ,,odlogaritmovani“ je tvaru

(1 + ;)3’5 - <1 + tQO)Q (8.4)

Zadame-li napt. v programu Maple, coz je jeden z programii usnadiiujicich vypocty !)

solve((1+2/t)"2 = (1+1/t)"3.5), (*)
dostaneme za maly okamzik feSeni ve tvaru
2.548142158, -1.665520267 (*)

kde prvni (kladny) kofen odpovidd hledanému feSeni tg. Proto tedy zacalo snézit pred cca
60 - 2,548142158 min, tj. cca 153 minut pfed 7 hod, tj. v 4 hod 27 min. Nemusime snad zdi-
raznovat, ze model byl primitivni a zadani bylo podfizeno nasim moznostem. Pokud ma ctenar
k dispozici jen tuzku a papir, mize zkusit totéz se zadanim: prvni hodinu urazila fréza 2 km,
druhou hodinu 1 km. Dospéje pak ke kvadratické rovnici, kterou snadno vytesi. Dostane tak jako
vysledek to = (v/5 —1)/2, z ehoz plyne, Ze snézit zacalo cca v 6 hod 23 min.

Piiklad 8.1.2 (radioaktivni rozpad). Rozpad radioaktivnich latek se fidi zékonitosti
podobnou jako je ta, kterou jsme jiz poznali. Je-li M (¢) mnozstvi latky v case ¢, pak

AM = M(t+ At) — M(t) =~ aM(t)At,
kde vsak je a < 0. PiSeme-li —a misto «, bude a > 0 a vztah nabude tvaru
AM ~ —aM(t)At.

Od néj dospéjeme k rovnici tvaru M’ + aM = 0, pficemz nés z fyzikalniho hlediska zajima
pouze mnozstvi latky v ¢ase od okamziku ty = 0.

1) Céarky na konci fadkil oznadenych (*) nejsou soucésti vstupu ani vystupu programu.
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Reseni : Rovnici tedy vysetfime na intervalu (0, +00) a dospé&jeme k Feseni
M(t) = Mge ™, t€(0,4+00),
takze rozpad je popsén pfi a > 0 pro ¢t > 0 vztahem
M(t) = Mge™ .

Cas 6, za ktery se mnozstvi latky zméni na poloviéni, se obvykle naz§va polocas rozpadu. Pak je

takze § = (log2)/a = (0,6931)/a 2).

Porovname-li feSenou rovnici s rovnici (1.17), zjistime, Ze velmi odlisné déje se Fidi z ma-
tematického hlediska analogickymi zakonitostmi.

I kdyz se zdanlivé jedna o cisté teoreticky vysledek, ma znacné dtlezité praktické
disledky. Uzivame ho pfi urcovani staii archeologickych vykopavek, ale i pii zkoumani
pravosti starych obrazti. Pro pfedstavu: polocas rozpadu radioaktivniho isotopu uhliku
4 je cca 5568 let a metoda urcovani stari, kterd tento rozpad vyuzivd, pochdzi z roku
1949. Blize viz [3], kde je poutavé popsan i pfibéh padélatele obrazii H. A. van Meegerena
(1889—-1947), ktery prodal prostfednictvim jednoho bankéfe Hermanu Goringovi padélany
obraz barokniho malife Jana Vermeera (1632 —1675). Po vélce byl obvinén z kolaborace
s nacisty a pri té prilezitosti byly odhaleny dalsi jeho padélky Vermeerovych obrazi. Ptibéh
se dockal dokonce zpracovani v u nas dobfe znamém cesko-némeckém televiznim serialu
,Dobrodruzstvi kriminalistiky* (Dil 16: Paprsek).

Priklad 8.1.3 (ochlazovani). Jestlize ohfejeme napf. hrnec s vodou na 100°C a pak
nechame na sporaku v pokojové teploté 25° C chladnout, idi se jeho okamzita teplota
Newtonovym zédkonem pro ochlazovani, ktery ma tvar diferencialni rovnice (7.1)

y/ = k(y - CL) ;
kde k, a € R. Funkce y popisuje okamzitou teplotu, a ma vyznam teploty okolniho prostredi.
Reseni : Spoéitali jsme jiz v Pitkladu 7.1.1 obecné feseni rovnice (7.1):
y(z)=a+Ce*™, kde CeR.

Zbyva tedy urcit z konkrétniho zadani hodnoty k& a C. Vime-li tedy napriklad, Ze teplota vody
v hrnci po 5 min bude 80° C, dostaneme odtud %(0) = 100 = 25+ Ce*?, tedy C = 75 a z rovnosti,
kterou dostaneme pro stav po 5 min spoc¢teme hodnotu & :

80 =25+ 75¢"", tedy e’ = 55/75, a tedy k = %log(11/15) = —0,03101.

Nasledujici tabulka ukazuje prubéh teploty, po¢itany v tomto (hypotetickém) pfipadé podle po-
psaného modelu; hodnoty teplot jsou zaokrouhlené :

Teplota po: | 5 min | 10 min | 20 min | 30 min 40 min 50 min 60 min

80°C | 65°C | 46.7°C | 36.67°C | 31.28°C | 28.37°C | 26,81°C

2) Pro jistotu upozoriiujeme, ze log je prirozeny logaritmus.
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8.2 Nelinearni rovnice prvniho radu

Piiklad 8.2.1 (logisticky rustovy zakon). Snaha po nalezeni dokonalejsiho riistového
zédkona vedla k modifikacim diferencialni rovnice (1.17). Intuitivné citime, ze ,lepsi“ rustovy
zédkon by méla popisovat rovnice P’ = a(P) - P, kde « je vhodné zvolena funkce, ktera je
pro néjaké § > 0 na intervalu (J, +00) klesajici; pak bude klesat i rychlost rastu populace.
Budeme se zabyvat jednoduchym pfipadem tohoto typu, dfive vSak uvedme jeden udaj,
tykajici se formy rovnice. Casto se ristova konstanta a v rovnici (1.17) zapisuje ve tvaru
rozdilu a pracuje se s nepatrné formdlné odliSnou rovnici

P =~yP—-71P, ~,7>0,
kde konstanty v a 7 charakterizuji porodnost a umrtnost dané populace.
Reseni: Modifikovana rovnice, popisujici logisticky rtistovy zékon, je tvaru

P'=yP—7P%, ~,7>0. (8.5)
Rovnici lze dat jesté dalsi interpretaci: prostiedi, v némz populace Zije, m& omezené zdroje, které
uréuji ,maximéalni kapacitu zivotniho prostoru“. Rust populace je tmérny nejen jeji velikosti, ale
i ,velikosti zbyvajicitho prostoru®. Skuteéné, polozme A = 7 a K = v/\. Zbyvajici zivotni prostor

popisuje veli¢ina K — P(t), kde konstanta K odpovidd maximalni kapacité. Rovnice tak po tpravé
ma tvar

P' = )\P(K — P), (8.6)
kde \, K > 0. Zde je vySe zminéna funkce a(P) = A(K — P) linearni, tedy obzvlast jednoducha.
Reseni rovnice je tvaru (to se d4 spoéitat pomoci tzv. separace proménnych, ¢tenéi se viak o tom
miuze presvédéit derivovanim)

0% K
P(t) = resp. P(t) =
() T—I—(’y/Po—T)e_’yt’ P () 1+(K/P0—1)€_)‘Kt’
kde Py > 0. Lze ukézat, ze v daném oboru je to popis vSech maximalnich Feseni rovnice (8.5).
Resens rovnice vsak jiz neni linedrni rovnici prvniho fadu, nebot obsahuje ¢len P2.

t>0,

Poznamka 8.2.2. Rovnice typu (8.6) se v nékterych pfipadech jevi jako pomérné dobry model
pro realnou situaci. Tak napf. studie o ristu slunecnic ukazuji jinou realnou situaci, jiz odpovida
tyz model. Vyska slunecnic pomérné dobfe vyhovuje analogickému vztahu

H
h(t) = Nt
1—{—(H/h0—1)€7 ¢
kde H je maximéalni vyska rostliny a hg vyska na zacatku pozorovani. V r. 1983 byla publikovana
studie, kterd ukazala, ze analogické chovani vykazuje i ,,svétova automobilova populace®.

vvvvvv

to ani konstantni funkce, coz jsme uvazovali v Poznamce 1.2.2, ani linearni klesajici funkce jako
v pfedchazejicim Ptikladu 8.2.1. Néhledem na data v [34] zjistime, Ze tzv. mezirocni priristek
log (P(t+1)/P(t)) (srov. s (1.18)) neni ani monoténni v ¢ase. Zatimco v letech 1950 — 60 rostl od
cca 0,015 az do hodnoty 0,02 uzité v Poznamce 1.2.2, na které se pak drzel asi 10 let, od r. 1971
témér stale klesa k hodnoté 0,0116 za dobu 2004 — 2005. Kolem r. 2050 by podle prognéz mél byt
cca 0,005.

Ukazatelé chovani lidské populace jsou rtznorodé. Doporucujeme Ctenari ndhled na URL
adresu uvedenou v citaci [34]. Tam odtud jsou prevzaty nésledujici grafy, které vypovidaji o lidské
populaci mnohem vice, nezZ nami uzité primitivni modely, které nezohlednuji celou fadu dalsich
faktorn :
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Anomalie ristu populace, ktery se zvysil v letech 1950—1960 z 1,5 % na vice nez 2 % a pak
se nahle propadl, souvisi s Cinou (obdobi ,Velkého skoku vpied“ za Mao-Ce-Tunga) a vyvojem
hormonalni antikoncepce.

Na strankach U.S. Census Bureau se muzeme také napiiklad dodcist to, Ze se obyvatelstvo
svéta zdvojnasobilo v letech 1959 az 1999 (ze 3 na 6 miliard obyvatel) a ze podle odhadi k dalsimu
vzristu o 50 % dojde patrné za 45 let, tj. 9 miliard obyvatel by mohla hostit Zemé v roce 2044.

Priklad 8.2.4 (start rakety). Predpoklddame, ze vesmirna raketa startuje ve svislém
sméru; polomér Zemé oznacime R a h, vysku rakety nad zemskym povrchem v okamziku,
kdy dojde k vyhofeni paliva rakety; hodnota x(t) necht udéva vysku rakety nad zemskym
povrchem v c¢ase t. Od okamziku vyhoteni paliva se raketa chova jako kdmen vrzeny do
prostoru. Vrhneme-li ho malou rychlosti, spadne opét na zemsky povrch, pii velké rychlosti
se vymani z vlivu zemské pritazlivosti. Minimum rychlosti, pro néz nastava druhy ptipad,
se nazyva unikova rychlost a nasim ukolem je ji urcit.

Reseni: Na pocatku situace, kterou se zabjvame, je
z(0)=R+hy, =12, a z(0)=:uv,.

7 Newtonova gravita¢niho zakona vyplyva, ze velikost sily ptsobici na raketu je dana rovnosti
K = —vy - m(x)/2% kde m(x) je hmotnost rakety; ta se pochopitelnd méni s dobou, a tedy
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i v zavislosti na x. Je proto napf. M := m(R) hmotnost rakety pfi startu a m := m(z,) vlastni
hmotnost rakety (bez paliva) 3). Uréime velikost v vySetfenim situace pii startu. Z rovnosti

M
— Mg = —’yﬁ dostaneme 'y:gRQ,
takze K = —gR?m/x?. Proto po vyhofeni paliva pro raketu plati rovnosti
g
m 1
ma'v':—gRQ'—w resp. jé:—ng-—Q.
x x

Nyni si pomtzeme ,trikem“: nasobime obé strany rovnice ¢initelem 21, takze dostaneme
i 1\’
2&i = —2gR? - —5, Tesp. (&%) = (29R2 . ) ;
x x
zde opét znacime ¢arkou derivaci podle ¢asu. Odtud dostaneme integraci (v := &)
2 2 1
v" =29R*-—+C, CeR.
x

Uvéazime-li, Ze pro t = 0 je v2 = 2gR? - (1/x,) + C, dostavame kone¢né )
v? = 2gR*x™! + 02 — 2gR%xt. (8.7)

Bude-li platit v2 — 2gR2/x, > 0, prisluné rychlost umozni raketé opustit sféru vlivu p¥itazlivosti
Zemé. Tomuto jevu odpovida hodnota v, = \/2gR?/x,.

P#i priméru Zemé rovném D := 2R = 12,757 - 10 m, g = 9,81 ms™2 a pfi relativné malé
vysce, tj. pii h, = R, je pfibliznd hodnota unikové rychlosti /gD = 11,19km/s. Toto je tedy
hledand tnikova rychlost.

Oznaceni 8.2.5. V dalsim se budeme zabyvat pohybem ideélniho télesa (hmotného bodu)
v gravitacnim poli Zemé. Jeho vysku nad zemskym povrchem v ¢ase ¢ ozna¢ime z(t) a ori-
entaci volime tak, aby byla nezdpornd. Tomu pak odpovid4 rovnice pro zrychleni )

i=—gq, (8.8)

pricemz pro jednoduchost budeme v praktickych ukazkach pocitat se zaokrouhlenou hod-
notou g = 10ms~2. Derivace budeme znadit zptisobem obvyklym ve fyzice, tj. pomoci
teCek nad oznacenim funkci. Integraci dostaneme z (8.8) © = —gt + Cy. Polozime-li
vo := v(0) = #(0), dostaneme dosazenim vy = C; a dospéjeme ke vzorecku pro rychlost

v(t) = —gt +vo, (8.9)
znamému z fyziky. Analogicky dospéjeme dalsim krokem ke vzorci

l'(t) = —%gt2 + Uot + 02

wevs

rakety dilezitou roli a je proto zbytecné.

4) Rovnice (8.7) odpovida energetické bilanci, kterou by patrné zkusendjsi fyzik pti odvozovani napsal
pfimo ,bez pocitani®.

%) Na rozdil od vétsiny fyzikdlnich uéebnic zde piseme —g misto g. Z matematického hlediska ma smysl
se zabyvat feSenimi na R, z hlediska fyzikaln{ interpretace staci pracovat s feSenimi na intervalu (0, +00),
resp. s jejich spojitymi rozsifenimi na interval [0, +00).
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a polozenim x(0) = o uré¢ime Cy = zy. Dospéjeme tak k rovnici
x(t) = zo + vot — 3 gt*, (8.10)

kde xq je vyska nad povrchem Zemé v ¢ase ¢t = 0. [ kdyz pracujeme s otevienymi intervaly,
protoze na nich jsou definovana feSeni, funkce spojité rozsifujeme na uzaviené intervaly
vzdy, kdy je to mozné a pro zkraceni zapisu uzitecné.

Pro vy = 0 = 2y tak dostaneme

v(t)=—gt, =z(t)=-3gt*,

coZ jsou (az na znaménko) znamé vztahy popisujici fyzikalni zakony, ke kterym dospél na
zékladé pokust jako prvni GALILEO GALILEI (1564 —1642).

Piiklad 8.2.6 (vrh svisly vzhuru). PouZijeme oznaceni zavedené v piedchazejicim od-
stavci. Pohyb idealniho vrzeného télesa (hmotného bodu) se déje bez odporu prostiedi
a zajima nas v ¢asovém intervalu [0,t5], kde o > 0 je Cas, ve kterém bude z(t2) = 0,
tj. kdy vrzené téleso dopadne na zem.

Reseni : Z piedstavy o realné situaci vyplyva, ze 2o = 0 (vrhame vzhiiru ze zemé), a Ze pocatecni
rychlost vy je kladna. Rovnice (8.10) bude mit jednodussi tvar

z(t) = vot — 5 gt* = t(vo — 5 gt) , (8.11)

pricemz funkce x bude kladné v intervalu (0, t3), kde t2 = 2vg/g. Funkce 2 nabude svého maxima
na intervalu [0,¢2 ] v nulovém bodé ¢; okamzité rychlosti

v(t):=x(t) =vg—gt, tedy t1=wo/g=(1/2)ts;

funkce z roste v intervalu [0,¢;] a klesd v intervalu [¢;,t2]. Maximélni dosazena vyska vrhu je
z(t1) = v3/2g.

Konfrontujme model s nasimi pfedstavami: vyhodime-li kdmen svisle vzhiiru rychlosti 20 m/s,
poleti vzhiuru 2 sekundy a dalsi 2 sekundy bude padat zpét na zem. Dosdhne maximalni vysky
x(t1) = 20m. Jestlize v8ak vystielime vzhtru z pusky rychlosti 300 m/s, bude kulka ve vzduchu
celou minutu a dosédhne nejvétsi vysky 4 500 m. Poznamenejme, ze pfi malych rychlostech zaned-
bani odporu vzduchu nevede k velkym chybam, avsak ty pii vyssich rychlostech rychle rostou.

Piiklad 8.2.7 (volny pad). Pfi studiu (idealizovaného) volného padu opét vychézime
z rovnice ¥ = —g a dosp&jeme k rovnici (8.10), ale nyni zy = x(0) > 0 udava vysku, z niz
k padu dochézi a vy = 0.

Reseni : Rovnice nabude proto tvaru
z(t) = z0 — 1 gt*. (8.12)

K dopadu pfedmétu na zem dojde v ¢ase t; > 0, pro ktery z(t1) = 0, z ¢ehoz dostavame
t1 = \/2z0/g. ReSeni (8.12) rovnice & = —g m4 nyni fyzikdlni smysl v intervalu (0,t1). Funkce
(8.12) méa vsak rozumny fyzikalni smysl i na uzavieném intervalu [0,t; ]| a odpovidé spojitému
rozsSifeni FeSeni na tento interval.

Opét pro ilustraci uvedme: dle tohoto modelu bude padat pfedmét z vysky 2o=500m 10
sekund a dopadne rychlosti 100 m/s. Zde je vliv odporu vzduchu podstatnéjsi, a tak je vysledek
vcelku prijatelny pro olovénou kulku, zatimco pristavaci rychlost padékt je nejméné desetindsobné
mensi. Snadno tak nahlédneme, Ze v nékterych situacich jsou tyto zakony nepouzitelné: nefidi
se jimi ani pad ¢lovéka v zemské atmosféfe (napi. pfed otevienim padaku). Zcela jsme totiz
zanedbali vliv odporu prostfedi. Viz dalsi priklad.
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Piiklad 8.2.8 (stabilizovany pad). V nékterych realnych situacich odpor prostiedi za-
nedbat nelze. Jestlize pfihlédneme k odporu vzduchu, ktery je timérny rychlosti padajiciho
télesa v atmosfére, dospéjeme na zakladé fyzikalnich ivah k rovnici

i=—ki—g, (8.13)

ve které k > 0 souvisi s odporem prostiedi. Vysetifime tedy tuto rovnici.

Reseni : Dosazenim v = & dostaneme rovnici prvniho fadu
v+kv=—g.

s integra¢nim faktorem exp(kt); to vede k identitdm (piSeme kvuli zfetelnosti ¢arky misto tecek)

(v(t)ekt)/ = —geMt = — (% ekt)/ (8.14)

a k existenci konstanty C', pro kterou je

v(t)ett = ¢ — % M

Z podminky v(0) = 0 plyne, ze C' = g/k, z ¢ehoz dostaneme

#(t) = v(t) = % (e*’ff - 1) . (8.15)
Dalsi integraci ziskdme identitu
1
o(t) = — % (t + 2 e_kt) +D, (8.16)

kde hodnotu konstanty D najdeme pomoci podminky (0) = z¢. Protoze odtud snadno dostaneme
D = xg + g/k?, méa identita (8.16) po tipravé tvar

x(t) = o — % (kt + ekt _ 1> : (8.17)
Funkce v ve vzorci (8.15) mé pro t — 400 limitu —g/k; odtud plyne, ze pokud z¢ je tak velké
¢islo, ze vyraz exp(—kt) ma cas klesnout k hodnotam blizkym k nule, rychlost padu se od jistého
okamziku prakticky nezvysuje.

Uvedme pro ilustraci pfiklad poéitany pomoci tohoto modelu: Pfedpokladame-li, Ze pfi se-
skoku padakem urcitého typu z dostateéné velké vysky se rychlost padu ustali na 6 m/s, bude
k = 5/3, protoze g/k = 10 : (5/3) = 6. Pfi tomto k trva podle (8.17) seskok z vysky 1000 m
nepatrné déle nez 167,25 sekundy. Podle (8.15) by rychlost padu byla (pokud by se padak oteviel
v Case t = 0) jiz za 3 sekundy vétsi nez 5,9 m/s. Volny pad bez pfihlédnuti k odporu vzduchu by
pritom trval dle modelu z Piikladu 8.2.7 jen o mélo vice nez 14 sekund. Opét jsme vSak zanedbali
nékteré vlivy, které mohou za urcitych okolnosti hrat podstatnéjsi tlohu, napr. pokles hustoty
atmosféry v zavislosti na vysce apod.

Jind tvaha ndm muze osvétlit nékteré jevy souvisejici s pocasim: Nepatrné vodni kapicky
tvofici mlhu maji limitni rychlost klesani (pro t — +o0) rovnou cca 12 mm/s. Proto mlha pada
nékdy tak dlouho. Odpovida to hodnoté k = 2500/3 = 833,3 a doba padu z 1000 m na zem by za
téchto podminek trvala teoreticky pres 23 hod. Pro konfrontaci se zkuSenostmi z praxe uvazme,
Ze jsme zcela zanedbali dalsi faktory, napf. vliv slune¢niho zareni.
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Priklad 8.2.9 (let rakety). Vytvoite matematicky model pro let rakety, a to od mo-
mentu startu az po jeji dopad na zem. Prihlédnéte pritom k tbytku vahy vznikajicimu
hofenim paliva, zanedbejte vsak odpor prostiedi a pripadnou zménu tihového zrychleni
v zavislosti nad povrchem zemé.

Reseni : Uvédomme si vétsi komplexitu modelu, ktery budeme vytvaret. Budeme pracovat s po-
hybem télesa s proménou hmotnosti pod vlivem dvojice sil, z nichZ jedna popisujici tah motoru
bude pusobit pouze do vyhoteni paliva. Od tohoto okamziku se bude raketa vykonavat pohyb ob-
dobny tomu, ktery jsme popsali v Prikladu 8.2.6 az do okamziku, kdy dosdhne maximalni vysky
a pak bude jeji pohyb analogicky jako ten, ktery jsme popsali v Prikladu 8.2.7. Situace je stale
velmi zjednodusend, model by vSak mél dat lepsi predstavu o chovani rakety, ktera nedosédhne
tnikové rychlosti.

Zavedeme nejprve oznaceni. Hmotnost rakety bez paliva ozna¢ime M, a celkovou hmotnost
paliva pfi startu rakety M, takze celkova hmotnost rakety pii startu je Mo = M, + M,. Oznacime
dale 7 celkovou dobu hoteni paliva a M (t) okamzitou hmotnost rakety v ¢ase t, 0 < ¢ < 7, takze
M(1) = M,; dale pfedpokladame, Ze palivo bude ubyvat konstantni rychlosti, pficemz tubytek
hmotnosti za ¢asovou jednotku oznac¢ime p. Symbolem oznacéime u oznac¢ime vytokovou rychlost
plynt z trysek rakety a v = v(t) jeji rychlost v ¢ase ¢, ktery méfime od okamziku startu rakety.

Z modelu chceme zejména ziskat :

(a) okamzitou vysku rakety h(t) a jeji rychlost v(t) v ¢ase t od okamziku startu az do jejiho
dopadu na zem,

(b)  vysku rakety a jeji rychlost v okamziku 7, a
(c) maximalni vysku, které raketa dosahne.

Ze zadani vyplyva, ze na raketu pisobi vzhiiru ve svislém sméru az do vyhotreni paliva stala
sila Fy,p, = pu a v opaéném sméru pritazlivost G = M(t)g, kde g znac¢ime (konstantni) gravitacéni
zrychleni. Podle Newtonova pohybového zakona dostaneme

M(t)a = Fin — G = pu— M(t)g.

Po startu se tedy raketa pohybuje vzhiiru se zrychlenim

. p
a=0=———9g>0.
M@ 7
Zaroven vidime, ze tazna sila motort musi splinovat podminku Fi,; > Mg, jinak by se raketa
nevznesla. ProtoZe palivo ubyva rovnomérné, je jeho ubytek popsan linearni funkci, takze

M(t) = M() - Mt.
Okamzitou rychlost rakety az do doby vyhoteni paliva ziskame integraci diferencialni rovnice

o  pu
M@ 9T Myt

qg.

Integraci této rovnice obdrzime

v(t):/i)(t)dt:/<J\&—g)dt:uu/]\%d_tm—gt.

Integrujeme pomoci jednoduché substituce z = My — ut, ze které dostavame pro dosazeni
i—f =—pu, dt = —‘L—Z, z ¢ehoz plyne
1 dz dz
v(t) :MU/(—> —gtz—u/—gt:—ulog]z| —gt+Cy =
z 7 z

= —ulog(Mo — ut) — gt + C1 .
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Z podminky v(0) = 0 dostaneme hodnotu C; = w log My. Pro rychlost v(t) v ¢asovém tseku
[0, 7] tak dostaneme

v(t) = —ulog(My — ut) — gt + u log My = —u (log(My — ut) — log My) — gt =

My ’

Vysku h ziskdme jako primitivni funkci k v, pfi¢emz integraéni konstantu ur¢ime z pocatecni
podminky ~(0) = 0. Pak urc¢ime h(7).

Mo — pt
h(t):/vdt:—u/log((}W”)dt—g/tdtz
0

My — ut
:—u/log((}wﬂ)dt—éthQ.
0

Budeme postupovat trochu rychleji: Po substituci z = MOT_O’“ obdrzime pro integral I v predchéa-

zejici rovnici

My — ut My Moy
I:/log ————|dt =—— [ logzdz = ——2(logz — 1) + (s,
< My ) 7 I ( )

neboli, po provedeni ,zpétné substituce® a tpravé

My — pt My — pt
[:_Oiu[log<07'u’

Mo )_1}”72‘

Dosadime-li nyni vypocteny integral do vyjadfeni h(t), dostaneme

u(Mo — pt) My — pt 1,
iy = "o = [1og (Mo ity 1, Lo
(t) . g (1 uCh = 59
Dosazenim h(0) = 0 ur¢ime

M,
02:*70a
1

takze raketa méa okamzitou vysku

h(t) = u<M0_Ht){log<MO_Mt> _1] uM

+— Lg%, tefo,7].
1 Mo T [0,7]
Tim jsme ziskali odpovéd na otazku v (a).

V okamziku ¢t = 7 vyhoteni veskerého paliva je M(7) = My — ur = M,. Pro ¢as vyhofeni
paliva tak dostaneme

a po dosazeni obdrzime

h(r) = u(Molu— W) [log (Mo - ur) B 1} uMoy | o

coZ po uprave da

uM, M, My
)= 2 g () 2 1] e
()= [1og (37) + 32 1] -~ 3or

V okamziku 7 dosdhne raketa své nejvyssi rychlosti

MO — U7
My

My
UmaXZU(T)Z—U10g< )—gT:ulog(M>—gT.
T
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Po vyhoteni veskerého paliva se raketa chové jako pfi vrhu svislém vzhiiru, nebof na ni ptisobi
pouze sila pritazlivosti G = M,g. Zaroven zname jeji pocateéni rychlost v okamziku 7. Proto
dostavame
h(t) = h(r) +o(r)(t —7) = 59t —7)*, t>7,

kde h(7) je vyska rakety v okamziku 7 vyhoteni paliva, druhy ¢len odpovidé draze pfi pohybu
konstantni rychlosti v(7) za ¢as t — 7 a tfeti ¢len odpovida ,sloZce volného padu“ se zrychlenim
g za dobu t — 7.

Raketa dosahne své nejvétsi vysky v okamziku t;, kdy bude jeji rychlost nulova (,bod
avratu“). Je v(t1) = 0 pro

u(T) + gt .

v(t) —g(t1 —7) =0, takzeje t; =
g

Odtud dostaneme dosazenim
1
hmax = h(t1) = h(7) +o(7)(tr = 7) = 5 g (t1 — T)? =

= h(7) +U(T)v(gT) - ;9(11(97))2 = h(r) + 2 (7)

Od okamziku t; se raketa pohybuje volnym padem (odpor prostiedi zanedbavame),
postupujeme tedy jako v Prikladu 8.2.7 a ur¢ime dobu tohoto padu z vysky hpmax. Tuto
¢ast jiz prenechame c¢tenari za cviceni.

Piiklad 8.2.10 (fetézovka). V obecné roviné jde o popis kfivky, modelujici tvar fetézu,
lana ¢i vodice, zavéseného mezi dvéma body. Situaci opét zjednodusujeme, uvazujeme
dokonale ohebné a nepriitazné homogenni vldkno. Problém je velmi stary, viz Historické
poznamky, str. 148.

Reseni : I kdy# technici zpravidla vychazeji pfimo z popisu Fetézovky jako grafu hyperbolického
kosinu, my se drive seznamime s jeho odvozenim. Problém vede na nelinearni diferencialni rovnici

2.14du
ay’ =+\/1+ (v)?. (8.18)

Vyraz vpravo je vlastné délkou ¢asti oblouku, kterou uziviame k vypoctu sily, kterou je v uréitém
bodé namahano. Substitujeme-li z = 1/, 2’ = ", dostaneme rovnici 1.fadu

1
/
2= /1422,
a
kterou uz snadno vyieSime. Pfi rozepsani 2z’ = g—; dostaneme formalni apravou

_dz 1 e /dz_l/dx
Vi+z22 a P V122 a ’
odkud dostaneme

[argsinh z | = log (= + 1—|—z2)=§+0, neboli z:sinh<§+0>.

Zvéazime-li jesté provedenou substituci a zvolime-li Sikovné soutadnicovou soustavu tak, aby v bodé
x = 0 bylo 2(0) = ¢/(0) = 0, dostaneme podminku sinh C' = 0, ktera dava C' = 0. Dalsi integraci

dostaneme
Yy = /y'(:z:)dx = /Sinh (g) dz = a - cosh (%) +C.
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Na obrazku odpovida nejvice rozeviend krivka hodnoté a = 2 a zuzujici se kfivky postupné
hodnotdm a = 1 a a = 1/2. I v tomto pfipadé méa C nepiili§ dilezitou roli, jde vlastné pouze
o vertikalni posunuti grafu. Ukéazali jsme, Ze fetézovka je, jak jiz bylo feceno, az na jistou deformaci
grafem hyperbolického kosinu.

Priklad 8.2.11 (tautochrona, resp. isochrona, resp. brachistochrona). Tato tlo-
ha ma zdanlivé k praktickému vyuziti daleko. Jeji formulace je tésné spjata s predchazejici
ulohou o fetézovce. Je tieba nalézt tvar kiivky mezi dvéma body umisténymi v rizné vysce
v gravitacnim poli a nelezicimi nad sebou, podél které se bez tfeni pohybujici se objekt
dostane z jednoho bodu do druhého v nejkratsim case. Je intuitivné ziejmé, ze zacneme-li
z jiného bodu krivky, dostaneme se do nejnizsiho jejiho bodu podél ni opét v nejkratsim
mozném case. Viibec vSak neni ziejmé, ze celkovy ¢as pohybu nezavisi na bodu kiivky, ze
kterého pohyb zacina, a ze tento Cas je pro vSechny stejny.

Reseni: Sledujte obrazek: Ma-li se objekt (idealizované: hmotny bod HB) piemistit z bodu
O do bodu A v nejkratsim c¢ase, zkusime potfebny c¢as vypocitat. Rychlost pohybu HB bude
dle fyzikalniho zakona rovna v = 1/2gy, délku oblouku pocitdme podle zndmého vzorce integraci
vyrazu \/1 + (y')2. Cas, ktery mame minimalizovat, je proto roven

T a 2
T:/ at = 2 / L),
0 v/2g Jo Y
a

e =

Vzhledem k tomu, Ze vlastnost minimality bude mit kazda, tedy i infinitesimalné maléd ¢ast

trajektorie HB, bude platit
1 1

V299 1+ ()2

= konst.
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Odtud jednoduchou tpravou ziskame ODR
y(1+ (y)?) = konst.
Jde o nelinedrni ODR, jejimz fesenim je kfivka s parametrickym vyjadfenim
z(t) = a(t —sint), y(t) = a(l — cost) = 2asin(t/2),
ktera se nazyva cykloida.

Piiklad 8.2.12 (matematické kyvadlo). Pohyb idedlniho kyvadla, tedy hmotného bo-
du M o hmoté m na nehmotném zavésu délky [, 1ze pii zanedbani odporu prostiedi popsat
rovnici

$+(g/l)sinp =0, (8.19)

kde ¢ = ¢(t) je thel, ktery vladkno zavésu svird se svislym smérem v case t. Pro malé
hodnoty ,rozkyvu* (tj. maximélni hodnoty, kterou ¢ nabyva) je sin piiblizné roven .
Miizeme proto doufat, ze feSeni zjednodusené rovnice

¢+ (g/D)p=0

budou celkem dobfe aproximovat Feseni rovnice (8.19). Oznacime-li jesté w := /g/l > 0,
bude mit posledni rovnice tvar
b+ w?p=0; (8.20)

tato rovnice tzv. harmonického oscilatoru ma ve fyzice znacny vyznam, a to nejen v sou-
vislosti s kyvadlem.

Reseni: Charakteristicka rovnice pfislusna k rovnici (8.20), tj. rovnice
MNirw?=0
mé kofeny =+ iw, kterym odpovidaji nezévisla (komplexni) feseni y; = ¢! a y; = e~™!. Prejde-

me-li od nich standardnim zptisobem k redlnym fesenim, lze obecné FeSeni rovnice (8.20) zapsat
ve tvaru

o(t) = Crcoswt + Cysinwt, Cp,C € R. (8.21)

Z4déme-li nalézt napf. to feseni, které vyhovuje poc¢atecni podmince ¢(0) = ¢ (kde @ je rozkyv)
a $(0) = 0, ziskdme zfejmé funkci p(t) = ¢ coswt; v extrémni poloze méa kyvadlo nulovou
rychlost, protoze v ni jeho rychlost méni své znaménko.

V realném zivoté se Casto vyskytuji mechanické ¢i elektrické systémy, které jsou popsany

vvvvvv

8.3 Systém linearnich rovnic 1.1radu

Piiklad 8.3.1. Tento pfiklad je podrobné rozebran v [3] a ilustruje chovani lidské populace
v souvislosti s pfenosem pohlavni choroby: gonorrhoea (Cesky kapavka) je choroba, Sifici
se témeér vyluéné pohlavnim stykem. Dnes je sice tspésné lécena antibiotiky, ale spolu se
stoupajici frekvenci vyskytu rezistentnich kultur ptivodce, bakterie Neisseria gonorrhoea

(gonokok), predstavuje zavazny problém.
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V povéale¢nych obdobich dochazelo vzdy k ristu poc¢tu zachycenych pripadi. Po druhé
svétové valce se tehdejsi Ceskoslovensko vyhnulo vétsimu narfistu poctu infikovanych diky
zvyseni zivotni Grovné obyvatelstva, aplikaci zdkona o pohlavnich chorobach a hlavné ob-
jevu penicilinu. Proto celkové poklesl vyskyt sexualnich infekci v padesatych letech na
minimum, avSak v Sedesatych letech nastava vyrazna zména; za dalsich dvacet let vzrostl
v Evropé pocet nakazenych kapavkou tiikrat. U nas ji rocné onemocni cca 1000 lidi a na
jejim castéjsim vyskytu ma velky podil migrace. Vyskyt kapavky se v Cesku dlouhodobé
snizoval. Z témér 6500 ptripadt v roce 1990 klesl v poloviné 90. let na 2000 ptipadl a od
roku 2000 se pocet nakazenych pohybuje kolem jednoho tisice.

Za casty vyskyt kapavky muze jeji velmi vysoka infekénost. Pii styku s virem HIV je
pravdépodobnost nakazy radoveé nékolika méalo procent, u kapavky se u zen udava pres
50 %. Inkubac¢ni doba je 2 az 14 dni, pficemz u muzi to byva nejcastéji v rozmezi 25
a u zen 4 -7 dnti. Poznamenejme jesté, ze po vyléceni pacient neni ani v nejmensim imunni
vici dalsi ndkaze. Nas model je opét znacné zjednoduseny, ale i tak velmi zajimavy.

ResSeni : Sexualné aktivni a promiskuitni ¢ast obyvatelstva rozdélime na dvé skupiny: infikované
a ohrozené. Oznacme c;(t) celkovy pocet promiskuitnich muzi a ca(t) celkovy pocet promiskuit-
nich Zen. Déle necht z(t) je pocet vSech infikovanych muzi a y(t) pocet vSech infikovanych zen.
Mame tedy ¢ (t) — x(t) ohrozenych muzi a ca(t) — y(t) ohrozenych zen. Budeme predpokladat,
ze Sifeni kapavky se ridi podle téchto pravidel:

(a) Infikovani muzi se vylééi v poméru a; umérnému jejich celkovému poétu a infikované zeny
se vyléCi v poméru aso, ktery je také timérny jejich celkovému poctu. Zde a; > as, a to

N

onemocnéni u zen jsou hife zachytitelné a tak jsou v priméru zeny infekéni delsi dobu.

(b) Celkovy pocet promiskuitnich muzi je ¢; a promiskuitnich Zen je ¢y, pFi¢em? tyto poéty
povazujeme za neménné.

(c) Nové infikovani muzi pfibyvaji tmérné sou¢inu (¢; — )y s koeficientem tmérnosti b; a ana-
logicky nové infikované Zeny pfibyvaji tmérné souéinu (ca —y)z s koeficientem tmérnosti bs.

Nezli sestavime prislusny systém rovnic, uvédomme si, ze uvazujeme pouze heterosexualni kon-
takty; z ruznych pri¢in infikovanych homosexualti je jen velice malé procento celkového poctu
onemocnélych, coz je v prikrém kontrastu ve srovnani s pripady onemocnéni syfilis ¢i AIDS.
Formulované zjednodusené predpoklady nyni vtélime do nasledujici soustavy rovnic

T =—aw+bi(cr—x)y, (1)

y = —ay + bQ(CQ — y);p X (2) (822)

Provéfime nejprve, zda nas model v nékterych aspektech odpovida realité. Tomu odpovida
zjisténi, zda v pripadé,
(1) zeje z(to) > 0 a y(to) > 0 pro né&jaké ty, je také x(t) > 0 a y(t) > 0 pro vSechna t > ¢y, a
(ii) jestlize je z(to) < c1 a y(to) < c2, pak také i z(t) < ¢1 a y(t) < ¢z pro v8echna t > 1.
Tvrzeni z (i) budeme dokazovat sporem: Necht ¢t; > tp a t; je nejmensi z takovych nulovych
bodt z. Pak v ¢; nabude prvni rovnice z (8.22) tvaru &(t1) = bic1y(t1). Je y(t1) > 0, protoze

v opacném piipadé by bylo x = 0, y = 0 feSenim; odtud plyne, Ze hodnota vpravo v rovnosti
je kladna. Pak vsak je x v bodé t; rostouci funkce a nabyva tak v levém okoli bodu t1 zdporné
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hodnoty, coz vede diky Darbouxové vlastnosti x ke sporu s tim, zZe t; je nejmensi nulovy bod
x vetsi nez ty.
Také tvrzeni z (ii) budeme dokazovat sporem: Nyni necht je ¢1, t; > ¢y nejmensi takovy bod, ve
kterém nabude z hodnoty ¢; nebo y nabude hodnoty cy. Bude-li z(¢1) = ¢, dostaneme z prvni
rovnice v (8.22) rovnost #(t1) = —ajc1. Vpravo v rovnosti je zapornd hodnota, takze pro néjaké
to <t <t je x(t) > c1. Pak se vSak musi nabyt hodnoty ¢; nékde v intervalu (to,t) a to je spor
s volbou t1, coz je nejmensi takovy bod. Analogicky odvodime spor z predpokladu, ze t1, t1 > tg
je nejmensi takovy bod, ve kterém nabude y hodnoty cs.

Nyni prikro¢ime k analyze modelu. Intuitivné citime, Ze ovlivnénim nékterych parametrt
bychom mohli dospét ke stavu, kdy choroba bude na astupu, ale to musime dokazat. Ukézeme
proto, Ze plati tvrzeni:

Véta 8.3.2. (a) Predpoklddejme, Ze je ajas < bibycice. Potom kaZdé Teseni soustavy
(8.22), pro néz je 0 < x(ty) < c¢1, 0 < y(to) < co, se prot — +oo blizi konstantnimu
resent
. bibs 103 — ayag . bibs 103 — arag
N a1b2-+-blb202 ’ y= G2b1'+'b1b201

(8.23)

Jinak receno, v takovém pripadé se pocet nakaZenych v ohroZené casti populace postupné
ustali na uvedenych hodnotdch.
(b) Predpokladejme, Ze je ajas > bibg cico. Potom kaZdé teseni soustavy (8.22), pro néz

plati 0 < x(tg) < ¢1, 0 < y(to) < ¢a, se prot — 400 blizi k0. V takovém pripadé kapavka
postupneé vymaizi.

y /y = ¢1(z)

Iv) (I1T)

>0 <0

§<0 §<0 Yy = ¢2(x)
L

Um%]

@ (I1)

>0 <0

y>0 >0
c1 X

Obr. 8.1

Ukéazeme si hlavni momenty dikazu obou tvrzeni Véty 8.3.2. Pro dikaz ¢ésti (a) rozdélime ob-
délnik (0,c1) x (0, c2) na ¢tyfi ¢asti (sledujte Obr.8.1), ve kterych zadna z derivaci &, y neméni
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znaménko. To udélame takto: v rovnici (1) v (8.22) polozime & = 0 a spo¢teme ze vzniklé rovnice
y v zavislosti na x. Dostaneme

ayx ( )
y=——-=0i(1).
b1 (01 — .%') 14
Analogicky v rovnici (2) v (8.22) polozime y = 0 a tak dostaneme
asy ) bacox
=—"2— mneboli y=—"—""— = pso(x).
ba(c2 —y) ay +bor  © (=)
Obé funkce jsou rostoucimi funkcemi v proménné x a je
b
lim i = 400, lim ﬂ:@,

z—+o00 ag + box

neboli pro x — ¢1 je ¢1(r) — +00 a pro z — 400 je pa(z) — co. Pruseéiky kiivek y = p1(x)
a y = pa2(x) jsou dva: jsou to body o soufadnicich [0,0] a [z, yo ], kde

_ bibacrea —araz _ bibaciea —araz
N a1bg + bibaca Yo = agb1 4+ b1bacy

Koneéné funkce ¢o(z) v bodé x = 0 vzhledem k predpoklddané nerovnosti roste rychleji nez

funkce ¢1(z), protoze
/(0):@>£: 1(0)
i) 3 brer w1 V).

Odtud vyplyva, Ze mezi body 0 a zg je wa2(z) > ¢1(z). Poznamenejme jesté, ze [z, yo | repre-
zentuje rovnovazné feseni systému (8.22), protoze & i ¢ jsou pro z = xg a y = yo rovay 0.

Obdélnik se tak rozpadne na ¢étyii ¢asti (viz opét Obr.1) (I), (II), (III) a (IV). Protoze & je
kladna nad kiivkou y = ¢1(z) a zadporna pod ni, a podobné y je kladna pod kfivkou y = p2(x)
a zaporna nad ni, mizeme popsat v jednotlivych ¢astech chovani &, 3 takto:

Q) >0, y>0, (IIT) t<0,y<0,
(1) t<0,9y>0, (IV) t>0,9<0.

Dikaz ¢asti (a) Véty 8.3.2 se rozpadne na ¢tyfi ¢asti podle toho, ve které z ¢asti (I), (II), (II),
(IV) lezi bod [z(to), y(to) .

Lemma 8.3.3. Pro kazdé reseni (x(t),y(t)), t € [to,00), pro které je [z(to), y(to)] € (1),
je [z(t),y(t)] € (I) pro vSechna t € [to,00). Ddle je (z(t),y(t)) — [0, y0] pro t — +o0.

Diikaz. Budeme postupovat sporem: Piedpoklddejme, Ze v néjakém dase t; Feseni (:r(t),y(t))
opusti (I). Pak vsak @(t1) = 0 nebo y(t1) = 0, protoze by se tak stalo jediné pfes jednu z kii-
vek y = ¢1(z) nebo y = @a(x). Necht tedy #(t1) = 0. Dalsim derivovanim rovnice (1) z (8.22)
dostaneme po dosazeni tq za t

.i'(tl) = bl (01 — x(tl))y(tl) . (8.24)

Protoze z(t1) < c1 a ¢ je kladnd na y = p1(x), 0 < = < x9, je prava strana rovnosti kladna. Proto
mé z(t) v bodé t; lokalni minimum. To je vSak ve sporu s tim, ze & > 0 v (I), takZe x je rostouci.

Jestlize je y(t1) = 0, postupujeme obdobnym zptisobem. Derivovanim rovnice (2) z (8.22)
dostaneme po dosazeni ¢ za t

§(t1) = ba(ca — y(t1))@(t1) - (8.25)

Protoze y(t1) < c2 a @ je kladnd na y = pa(x), 0 < = < xg, je prava strana rovnosti kladna.
Proto mé y(t) v bodé t; lokalni minimum. To je vSak ve sporu s tim, ze y > 0 v (I), takze y
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je rostouci. V obou pifipadech jsme dospéli ke sporu, takze jsme tim dokondili diikaz prvni ¢asti
tvrzeni Lemmatu 8.3.3.

Z jiz dokézaného vyplyva, ze jakékoli FeSeni systému (8.22), pro néz je [x(to),y(to)] € (I)
yzustava® v (I), tj. plati pro né [z(t),y(t)] € (I) pro vSechna ¢ > to. Protoze = i y jsou omezené,
monoténni funkce, existuji tedy

lim z(t) =2", lim y(t) =y",

t—o0 t—o0
pricemz (x*,y*) je s ohledem na Lemma 5.3.3 rovnovaznym feSenim (8.22). Takova FeSeni jsou
pouze dvé (odpovidaji prusecikim kiivek 1 a @2): [0,0] a [zg,y0]. Protoze vsak jsou z i y
rostouci funkce, plati z* = zg a y* = yo. O

Lemma 8.3.4. Pro kaZdé reseni (x(t),y(t)), t € [to,00), pro které je [z (ty), y(to) | € (III),
je [z(t),y(t)] € (III) pro vSechna t € [to,00). Ddle je (x(t),y(t)) — [xo,yo] pro t — +oo.

Dikaz se provede analogicky jako u Lemmatu 8.3.3. Opét se postupuje sporem: Predpokladame,
Ze v n&jakém Case t; TeSeni (x(t),y(t)) opusti (III). Pak vsak @ (t1) = 0 nebo g(t1) = 0, protoze
by se tak stalo opét jediné pies jednu z kiivek y = ¢1(z) nebo y = pa(z). Pak by musela nabyvat
x nebo y v bodé t; lokdlniho minima, coz vede ke sporu; nastane tedy situace, popsanéd v prvni
¢asti tvrzeni. Protoze x i y jsou omezené, monotonni funkce, dostaneme podobnym obratem jako
v ditkazu Lemmatu 8.3.3 druhou ¢ast tvrzeni.

Zbyva vytesit piipad oblasti (II) a (IV), o kterych plati nepatrné odlisné tvrzeni. Zfor-
mulujeme je do nasledujicich dvou lemmat, ktera maji obdobny dtikaz; proto pak dokazeme
pouze jedno. Porovnejte nasledujici lemma s Lemmatem 8.3.3 a vSimnéte si rozdilu ve znéni.

Lemma 8.3.5. Pro kaZdé reseni (az(t),y(t)), t € [to,00), pro které je

[2(t), y(to) ] € (IT)

a které ,zistane“ v (II), tj. pro néz je [x(t),y(t)] € (II) pro vechna t € [to,00), je
(z(t),y(t)) — [0, y0] prot — +o0 (tedy (x(t),y(t)) konverguje ke staciondrnimu resent).

Lemma 8.3.6. Pro kaZdé resent ( ), t € [tg,00), pro které je

[2(t0), y(to) ] € (IV)

(
a které ,zistane“ v (IV), tj. pro néz je [z(t),y(t)] € (IV) pro vSechna t € [ty,0), je
(z(t), y(t)) — [wo,y0] pro t — +oo (tedy (x(t ), y(t)) konverguje ke staciondarnimu tesent).

)
Dikaz Lemmatu 8.3.5. Jestlize pro feseni (z(t),y(t)), t € [to,00) plati [z(t),y(t)] € (IV) pro
vSechna t € [tg,00), je = klesajici a y rostouci funkce na 1ntervalu [to,0). Pfitom je x kladna
a y(t) < cg, takze x i y jsou omezené monoténni funkce. Plati tedy opét jako v dikazu Lem-
matu 8.3.3
«

lim z(t) = 2", lim y(t) =y",

t—o0 t—o0
pfi¢emz (z*,y*) je s ohledem na Lemma 5.3.3 rovnovaznym fesenim (8.22). Protoze je y rostouci,
nemize to byt bod [0,0] a je to tedy bod [z, yo ]. ]

Nyni miizeme pristoupit k ditkazu véty, ve které je zformulovano feseni feseného pro-
blému. I kdyZ jsme si jiz ptipravili ¢astecné vysledky, které potiebujeme, je diikaz véty po-
meérné dlouhy. Ukazuje se tak, Ze pro feseni praktickych problémt potiebujeme z matema-
tického hlediska dalsi prohlubujici poznatky, takze prakticky tvorime jakousi ,miniteorii®.
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Dikaz Véty 8.3.2. Nejprve se budeme zabyvat ¢asti (a). Pfipomenime, Ze z hlediska praktické
upotfebitelnosti naseho modelu popsaného systémem dvou rovnic (8.22) odpovidaji realné poca-
te¢ni hodnoty bodtm obdélnika (0,c1) x (0,c2). Ten jsme rozdélili na ¢tyfi ¢asti (I), (II), (II)
a (IV). Pak jsme ve ¢tyfech Lemmatech 8.3.3 az 8.3.6 probrali pfipady, kdy pocéateéni hodnoty
x(to) a y(to) odpovidaji bodtiim téchto disjunktnich oblasti.

y y = p1(z)
C2
ey (1)
>0 £<0
y<0 y<0 _— y=¢(2)
(1)
<0
y>0
Obr. 8.2

Je-li [z(to),y(t )] (I), nebo [xz(t ) y(to)] € (II), pak pro takové feseni podle Lemmat
8.3.3 a 8.3.4 plati ( )) [20,y0] pro t — —+oo. Dalsi krok dtikazu se rozpadne na dvé
Casti: Jestlize je [z (to) y( 0)] € (II), nebo [z(to),y(to)] € (IV), pak pro takové FeSeni, pokud
neopusti tyto oblasti, podle Lemmat 8.3.5 a 8.3.6 opét plati (ac(t), y(t)) — [x0,y0] pro t — +o0.
Zbyvé si rozmyslet piipad, kdy by feseni (z(t),y(t)), t € [to,00) opustilo oblasti (II) nebo (IV).
Pak by vsak ,preslo“ do (I) nebo (III) a situaci bychom dofesili pomoci Lemmatu 8.3.3 nebo
Lemmatu 8.3.4. Pokud tedy [z(to),y(to)] € (II), nebo [z(to),y(to)] € (IV) nebo [z(to),y(to)]
lezi na kfivkach o rovnicich y = ¢1(x) nebo y = (), dostaneme opét (z(t),y(t)) — [zo,yo]
pro t — 4o00. Tim jsme vycerpali vSechny moznosti a dokonéili tak dikaz ¢asti (a).

Nyni dokézeme ¢ast (b) Véty 8.3.2. Jestlize je ajas > b1by c1c2, potom kiivky o rovnicich
y=i1(x) ay = pa(z) déli obdélnik (0,c1) x (0,c2) na tri ¢asti (I), (II), (III); sledujte Obr. 8.2.
Pfipomenme, Ze 7 je kladnd nad kfivkou y = ¢1(z) a zdporna pod ni, a podobné y je kladna
pod kiivkou y = pa(x) a zadpornd nad ni. Proto lze popsat v jednotlivych ¢astech (I), (II), (II)
chovani z, v takto:

IO &>0, y<0, () <0, y<0, (M) &<0, §>0.

Kazdé feseni, pro které je [x(to),y(to) ] € (I)n ,ztstane” nadale v (II), tj. plati [z(t),y(¢)] € (L)
pro vSechna t € [y, +00). To dokdzeme sporem. Pokud by to neplatilo, pak pro ¢1, 0 < t; < oo, by
bod [z(t1),y(t1)] lezel na kiivce o rovnici y = ¢1(x) nebo na kiivce o rovnici y = ¢a(z). Protoze
v prvnim pfipadé je #(t1) = 0, z(t1) < ¢1 a ¢ je nyni zdporna na kiivce y = ¢1(x), je prava strana
v rovnosti (8.24) zaporna. To znamend, ze x nabyva v bodé t; svého minima, coz je ale spor,
nebot & < 0 v (II). Ve druhém piipadé je y(t1) = 0, y(t1) < c2 a & je zdporna na kiivce y = pa(z),
takZe je prava strana v (8.25) zapornd. To znamend, ze y nabyva v bodé t; svého minima, coz je



8.3. Systém linearnich rovnic 1.fadu 143

ale spor, nebot y < 0 v (II). V oblasti (II) jsou x i y omezené monoténni funkce, maji tedy vlastni
limitu 0, nebot nyni je [0,0] jedinym bodem odpovidajicim rovnovaznému feSeni soustavy (8.22).

Tim jsme dokéazali jakysi analog Lemmatu 8.3.3, tentokrat vSak pro oblast oznacenou
nyni (I). Zbyva zjistit, jak se budou chovat feSeni, pro néz je [x(to),y(to)] € (I) nebo
[z(t0), y(to)] € (III). Pokud piijde o feSeni, ktera zustanou v téchto oblastech, pak diky monotonii
x a y dojdeme opét k rovnovaznému feseni odpovidajicimu dvojici [0,0]. Pak jiz sta¢i uvazit,
ze pokud takové feseni opusti (I) nebo (III), musi se ,dostat* pfes kiivky o rovnicich y = ¢1(z)
ay = @a(z) do (II), ale FeSeni, které se v néjakém Case ocitne na jedné z téchto kiivek nebo v (II),
se opét pii t — +oo blizi ke stacionarnimu feseni odpovidajicimu dvojici [0,0]. O]

Poznamka 8.3.7. V dnesni dobé je mozné ziskat prostfednictvim internetu o kapavce pomérné
mnoho informaci. Nebezpec¢i nakazy nesmime bagatelizovat, kazdoroéné u nas onemocni touto
chorobou s ob¢asnymi vykyvy nékolik stovek lidi. Znepokojivé je, Ze zpocatku velmi efektivni 1éc¢ba
penicilinem ¢i tetracyklinem se stava méné Gcinnou diky postupnému vzniku rezistence, dokonce
i na néktera dalsi specidlni antibiotika. Z matematického hlediska ma prezentovany model fadu
,hacka“. S ohledem na cetnost pohlavniho styku v zévislosti na véku lze dosdhnout presnéjsich
vysledkt pii pfihlédnuti k vékovym kategoriim (pro zajimavost: nejohrozenéjsi vékovou skupinu
tvofi u nas lidé zhruba ve véku 15—-30 let). Je téméf nemozné ziskat dostateéné presné odhady
velikosti jednotlivych konstant figurujicich v modelu. Pfesto je vSak mozné z dostupnych dat
(onemocnéni kapavkou a nékterymi dalsimi pohlavnimi chorobami podléhé specidlnim evidenénim
predpisiim) odhadovat napt. veli¢inu by c1 /az, kterou lze interpretovat jako primérny pocet muzt,
ktefl jsou nakaZeni jednou Zenou v obdobi jeji infekénosti, pokud jsou vSichni muzi nachylni
k onemocnéni. Stejné tak lze odhadovat veli¢inu baca/a; s podobnou interpretaci. Z nich lze pak

odhadovat, zda je
b b
( 101>< 202) > 1.
ag al
Podrobnéjsi, i kdyz ne aktualni, rozbor situace lze nalézt v knize [3].

Priklad 8.3.8. Moderni vodarenské véze maji ¢asto tank, ve kterém je prechovavéana voda,
kulového tvaru ). P¥i opravé vodojemu je nutno tento tank vypustit. JestliZe si piedstavime
vypustny ventil zjednodusené jako kruhovy otvor o poloméru r» > 0 na dné tanku, ktery
je kouli o poloméru R > 0 (pfedpokladdme, Ze r je mnohem mensi nez R), mame urcit
vysku hladiny vody v tanku v zavislosti na case a stanovit, za jak dlouho voda pouhym
pusobenim gravitace z plného tanku zcela vytece.

Reseni: Podle Torricelliho fyzikalniho zékona bude rychlost vytékajici vody

v =+/2gh,

kde h je vyska hladiny vody v tanku a g je gravita¢ni zrychleni. Za jednotku ¢asu (sec) vytece
otvorem voda o objemu AV = 7Tr2\/297h a tento objem bude p¥iblizné roven mx?Ah, kde Ah je
zména vysky hladiny a z polomér kruhu, zaujimaného v tanku hladinou zbyvajici vody. Pomoci
této tivahy dospivame k rovnici (funkci, kterd nés zajima, oznacime tradicéné y)

—mz?dy = mr?\/2gydt .

6) Vodojemy Aknaglobus a Hydroglobus, kterych je v Ceské republice instalovan vétsi pocet a které
jsou tohoto typu, se vyrabély v Madarsku. Nap¥. u obce Bfiza se nachdzi vodojem o kapacité 200 m?,
jehoz kulova ¢ast ma prumér cca 7.5 m. Vypustni potrubi ma pramér 150 mm.
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Vyjadiime jeste veli¢inu x pomoci y a R: Je 22 + (y — R)? = R?, neboli 22 = R? — (y — R)?,
a tedy po upravé a po dosazeni dostaneme

(2R\y — y*/?)dy = —r?\/2gdt , resp.
(2RVy —y*?)y = —r*\/2g.

4Ry3/2 2 5/2 T2 /29t+0,

Integraci obdrzime

14[

pfi¢emz pocateéni podminka dava y(0) = 2R. Odtud tedy dostdvame C' = R®/2. Tak

celkové dostavame vztah
4Ry3/2 2 5/2 2 @t—i— 141\5/5 R5/2 .

Zcela vyteklé vodé odpovida y(ty) = 0, kde ¢y je doba celkového vyprazdnéni tanku. Dostavame
tak rovnici

14v2
0=—1r? \/2gto+1\5[R5/2,

ze které urcime tg:
14 R%/?

15 r2\/g’
Nezli prejdeme k dalsimu praktickému piikladu, zobecnime trochu nase diivéjsi uvahy
z Piikladu 8.2.12. Vyjdeme z obecnéjsi rovnice pro vlastni (nevynucené) oscilace

v+ 2ky +ay = f(t), k,a>0, (8.26)

to =

ktera odpovida pfipadu, kdy v (8.26) je f(t) = 0. Kofeny charakteristické rovnice piislusné
k (8.26) jsou \; = —k + \/k? —a a Ay = —k — \/k? — a. Pak lze popsat odliSnost chovani
obecného Feseni y(t) = yo(t) takto:

(a) Pro tzv. neperiodicky pfipad, nebo téZ silné tlumeni, kdy je k* > a oznaéime
= /k? — a. Pak je obecné feSeni rovnice (8.26) tvaru

y(t) = Cre—Fit | Cye(-h-it —
= e’kt(Cl coslt + Cy coslt +1i(Cy sinlt — Cy sin lt))
a neosciluje, pfi¢emz ziejmé lim; ., y(t) = 0.
(b) Pro neperiodicky mezni pfipad pti k* = a > 0 m4 obecné feseni rovnice (8.26) tvar
y(t) = (C1 + Cot) e
a také neosciluje, pficemz ziejmé opét je lim; . y(t) = 0.

(c) Periodicky pfipad, nebo téz slabé tlumeni nastévé pro k? < a. Pak dochézi k vlast-
nim (nevynucenym) oscilacim a [ := \/a — k? je tzv. vlastni frekvence feseni
y(t) = e ¥ (C} cos It + Cysin l~t) =
= Ce ™M cos(l~t —-p), C,peR.
Amplituda oscilaci je tlumena faktorem e~*t. Opét je lim; ., y(t) = 0, tentokrat

vsak feSeni osciluje. V meznich pripadech musime byt opatrni: pokud je £ = 0, pak
k Zadnému tlumeni nedochazi a pokud je k% = a, vysledkem je opét piipad (b).
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V pfipadé, Ze na pravé strané rovnice (8.26) je nenulova funkce f, je obecné feSeni
y rovnice (8.26) souctem FeSeni y, pravé prozkoumané rovnice s nulovou f a partikularniho
feseni y,. Pii k > 0 je y, — 0 pro t — +o0, takZe y se blizi k y,. Nebudeme detailné
zkoumat vSechny dalsi moznosti a vSimneme si praktického piikladu.

Priklad 8.3.9 (raznice). Ukazeme si analyzu pohybu pruzné ulozeného razidla, které
uvadi do pohybu vacka. K feSeni pouzijeme Laplaceovu transformaci. Vertikalni pohyb
raznice popisuje FeSeni rovnice (8.26) s k = 0 a L-periodickou funkei f

y'+ 4y = f(t). (8.27)
Funkce f(t) je popsana vztahem (6.73) pro hodnotu a = 1.

Reseni: Jestlize transformujeme (8.27) a piihlédneme pfitom k (6.74), dostaneme

o0

1 1 1
2 _ _ § : —kms
SY(8)+4Y(S)_32+1 1—e—”3_82+1k_oe ’
neboli
1 =2
Y(s) = E e ks

(s2+1)(s®+4) —

Rozlozime faktor pred znakem sumy a dostaneme

1 11 11
(s24+1)(s2+4) 3s2+1 3s2+4’

z ¢ehoz plyne

11 1 1 2 X
V()= 3o T e e i@l
k=0

Prvni vyraz na pravé strané predeslé nerovnosti porovndme s odvozenym vztahem (6.74) a na
druhy ¢len pouzijeme Pravidlo G, vzorec (6.23). Dostaneme tak

1 1 &
y(t) = s(sint +[sint]) — = kz;)sinZ(t —kn)H(t — k) =

Lgint + [sint ) Sinztiﬂ(t k)
= —(S1n Sin — — KT
6 6 Pt ’

protoZe sin 2(t — k) = sin 2t pro vSechna k € N. Dale uvazime, Ze pro soucet posunit Heaviside-
ovych funkci plati

S Ht—km)=1+k, kr<t<(k+1)m,
k=0

a Ze je tieba rozliSit chovani v intervalech typu [2km, (2k + 1)7) a [(2k + )7, (2k + 2)7),
k € Ny. Kone¢ny vysledek tak nabude tvaru

1

3 5 sin2t pro x € [2km, (2k+ 1)7),

o(t) = - (5.25)
sin 2t pro z € [(2k+ 1)m, (2k+ 2)7).
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Za povsimnuti stoji fakt, Ze v tomto piipadé vlivem tzv. rezonance amplituda kmitt (linedrné)
roste, a Ze tedy pro takovou raznici by rychle doslo k destrukci zarizeni.

Priklady, které jsme prezentovali v této kapitole, zdaleka nedokazi v celé $ifi ukazat
pestrou paletu vyuziti diferencidlnich rovnic. S jakousi nadsazkou lze Tici, Ze zajimavéjsi
problém nastava, kdyz sestavenou rovnici, kterda modeluje urcity proces, neumime 7resit.
Trochu presnéji: nedokazeme popsat feSeni analyticky a musime saéhnout k metodam nu-
merické matematiky, umoznujicim popis feSeni s urcitou presnosti. Ale to jiz pfesahuje
tematicky ramec tohoto textu.



Kapitola 9

Historické poznamky

Kazda védni disciplina mé svoji historii. Poznatky v matematice se postupné
skladaji a vrsi po stovky let. ,Neprepisuji se“ pravidelné, jako v jinych védnich
oborech, ale ziistavaji v platnosti od okamziku jejich objeveni. V této minikapi-
tole se pokusime podat strucnou informaci o historii pojmu a tvrzeni probrané
¢asti teorie ODR. Ctenaii, ktery by se rdd o historii ODR poudil detailnéji,
doporuéujeme nahlédnout napi. do [8], [13] nebo do starsiho textu [33].

9.1 Trocha historie

Historické poznamky 9.1.1. S otéazkami, souvisejicimi s diferencidlnimi rovnicemi, se
setkali matematici jiz na zacatku 17.stoleti. I kdyz napf. JOHN NAPIER (1550-1617)
zavedl prirozeny logaritmus tabulkami, byl jeho vypocet hodnot v podstaté piibliznou
integraci rovnice ¢/ = —107/x.

Diferencialni rovnice se objevuji nejprve v pracich, tvoricich samotny zaklad historie
diferencialniho a integralniho poctu. Vyskytuji se jiz r. 1693 u CHRISTIAANA HUYGENSE
(1629-1695) a také u GOTTFRIEDA WILHELMA LEIBNIZE (1646—1716), obvykle v kon-
krétnich tlohach. Nékdy se povazuje za feSeni diferencialnich rovnic jiz hledani primitivnich
funkci, které u Leibnize sahd do r. 1675. Poznamenejme jesté, ze studium problémi, ve-
doucich na systémy diferencialnich rovnic, 1ze dokonce stopovat az k ISAACU NEWTONOVI
(1642—1727). U néj tvoril hlavni objekt studia pohyb dvou a vice téles pii vzadjemném
gravitacnim piisobeni a pochéazi od néj téz prvni pokus o klasifikaci rovnic 1. fFadu.
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Roku 1676 zavedl Leibniz pojem diferencialni rovnice (latinsky aequatio differentialis), ¢imz
poskytl jejich studiu jméno. Jeden z historickych problémti, ktery jsme zminili (viz str. 11),
se tykal kiivky nazyvané traktriz. Tuto kiivku popsal jiz roku 1670 CLAUDE PERRAULT
(1613—-1688), architekt a vSestranné nadany ¢lovek. Pozdéji ji studovali jak Newton (1676),
tak 1 Huygens (1692). ODR se vyskytly v souvislosti s dalsimi k¥ivkami mnohokrat: problém
isochrony, ktery jsme zminili (viz str.136), pochazi z r. 1690, kdy jeho feSeni publikoval
v Casopise Acta Eruditorum JOHANN BERNOULLI (1667 — 1748).

Ve stejné praci zformuloval Johann Bernoulli tlohu o nalezeni tvaru retézovky
(viz str.135). Jeho TeSeni podali o rok pozdéji nezavisle na sobé napf. Huygens, Leib-
niz a Bernoulli. Obraceny oblouk fetézovky se vyskytuje i v davné architektuie; ukazkou je
obrazek oblouku (viz str. 148), ktery byl ¢asti paldcového komplexu, postaveného v 6. stol.
naseho letopo¢tu v Ctesiphonu (Irak).

Dalsi vyvoj teorie ODR vyznamné ovlivnili JACOB BERNOULLI (1655—-1705) a Jo-
HANN BERNOULLI (1667—-1748). Oba byli vyznamnymi matematiky a zarovern bezpro-
stfednimi pokracovateli Leibnize. Jacob Bernoulli znal jiz roku 1692 metodu feSeni obecné
linearni rovnice 1.Fadu. Roku 1696 formuloval Johann Bernoulli tlohu o brachistochrone,
tj. kiivce, po které se za idealnich podminek pfemisti hmotny bod v tihovém poli z jed-
noho bodu do druhého za nejkratsi dobu a roku 1698 fesil problém popisu ortogondlnich
trajektorii k jednoparametrickému systému krivek. Jednim ze specialnich typi rovnic je

rovnice

Y = a(z) + b(z)y + c(2)y?,

ke které dospél JACOPO RICCATI (1676 —1754). Dnes ji nazyvame Riccatiho rovnice, i kdy?z
ji tspésné vyftesil jako prvni DANIEL BERNOULLI (1700—1782). Pfipomernime jesté to, Ze
ODR jsou nepostradatelnym nastrojem pro fyziku a ze zase ta zpétné ovliviiuje nase popisy
realnych situaci pomoci ODR diky fyzikdlnim poznatkim a zdkonim. My jsme se v té
souvislosti setkali napf. se jménem EVANGELISTY TORRICELLIHO (1608 —1647), vynalezce
dodnes pouzivaného rtutového barometru.

Separace proménnych je obsaZena jiz v Leibnizové praci z r. 1691; jeji explicitni po-
pis podal Jacob Bernoulli. Jiz v r. 1694 Johann Bernoulli také pouzil pribliznée resent
rovnice (2.3). Popsand metoda konstrukce pfiblizného feSeni, kterou v podstaté pouzival
LEONHARD EULER (1707-1783), je z r. 1768. Poznamenejme, Ze o stafi poznatkt z této
oblasti svéd¢i napt. to, ze pojmy charakteristicky polynom nebo charakteristicka rovnice po-
chézeji patrné jiz od Eulera. Tato etapa vyvoje ODR spocivajici, zhruba feceno, v hledani
obecnych metod integrace rovnic trvala do r. 1775, pak doslo ve studiu této problematiky
na dlouhou dobu k jistému ttlumu.

Teprve kolem r. 1740 se objevuji diferencidlni rovnice vzniklé eliminaci konstant ze
vztahu pro funkce a jejich derivace. Studoval je tehdy napt. ALEXIS FONTAINE DES BER-
TINS (1704-1771).

Historicky prvnim tvrzenim o ezistenci (a dokonce i o jednoznacnosti FeSeni, ovSem
za silngjsich predpoklad) bylo tvrzeni, které dokazal r. 1824 Louls AUGUSTIN CAU-
CHY (1789-1857). Mnohem pozdéji studovali kompaktnost mnoziny spojitych funkei na
intervalu CESARE ARZELA (1847-1912) a GIUuL1IO ASCOLI (1843 —1896), jejich tvrzeni je
vsak pouze jednou z moznych cest k dikazu tvrzeni o existenci feSeni, o kterém jsme se
zminili. Jeho autorem je GIUSEPPE PEANO, (1858 —1932) ktery vyznamné ptispél i k axi-
omatické vystavbé prirozenych cisel a zaslouzil se téZ o rozvoj teorie mnozin. Patrné nej-
znaméjsim jeho vysledkem je piiklad kiivky, prochazejici vSemi body jednotkového ¢tverce
[0,1] x [0,1].
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V tomto textu jsme také pouzili mnoha poznatkl z algebry. K oblasti studia linear-
nich rovnic polozil zaklady Leibniz pracemi z r. 1678 a r. 1693. Metoda feseni soustav
rovnic o dvou, tfech a ¢tyfech neznamych pochézi z r. 1729 od COLINA MACLAURINA
(1698 —1746), byla vsak publikovdna po jeho smrti r. 1748. Svycar GABRIEL CRAMER
(1704—-1752), po némz se dnes postup (Cramerovo pravidlo) nazyva, ho popsal r. 1750.

Vyznamnym algebraikem byl ALEXANDER-THEOPHILE CHARLES AUGUST VANDER-
MONDE (1735-1786). Pro prace z oblasti teorie FeSitelnosti algebraickych rovnic vyssich
stuptii byva oznacovan jako pfedchiidce NIELSE HENRIKA ABELA (1802 —1829). Nesporné
je vsak tviircem teorie determinantu, ve které mu nalezi fada vysledkt. Specialni determi-
nant, se kterym jsme se setkali pii studiu linedrni nezévislosti funkci, pochézi od JOZEFA
MARIT HONE-WRONSKIHO (1776 —1853), polského matematika, filozofa a astronoma; pro
nas neni bez zajimavosti, ze jeho otec byl ¢eského piivodu.

Obycejné diferencidlni rovnice tvori vyznamnou partii matematiky, ktera je vzhledem
k Cetnym aplikacim velmi dtilezitd. Velmi podnétné jsou v tomto sméru uéebnice [3] a [8].
U vét o existenci a jednoznacnosti jsme se o hlavnich protagonistech vyvoje jiz kratce zmi-
nili. Neprobirali jsme podrobné vSechny typy rovnic, které lze bez vétsi ndmahy vylozenym
feseni.

Zdrojem problémi, vedoucich na diferenciadlni rovnice, byla ve znac¢né mire fyzika.
Napf. tlohu o padu télesa se zanedbanim odporu prostfedi fesil jiz GALILEO GALILEI
(1564—1642). Ta vede na rovnici typu ' = kx a jeji integraci Galileo pfevadél na vypo-
¢et obsahu trojuhelniku. Podobné v souvislosti s problematikou kolem lomu svétla dospél
RENE DESCARTES (1596 —1650) k tloze, kterou lze zhruba charakterizovat jako ,obréce-
nou ulohou na teény“. Roku 1638 fesil lohu, vedouci na rovnici

Rovnice druhého fadu byly v souvislosti s fyzikalnimi problémy studovany jiz r. 1691.
Studovali je jak Jacob Bernoulli, tak i Johann Bernoulli. Jednim z takovych problémt byl
popis kmitani strun. Zde Johann Bernoulli navazal na predchozi prace BROOKA TAYLORA
(1685—1731). Dalsi vysledky v této problematice ziskali Euler r. 1728 a Daniel Bernoulli
r. 1733, kteri dospéli nejen k zakladni frekvenci kmitani struny, ale i k tzv. vys$sim har-
monickym. Daniel Bernoulli r. 1734 jiz Gspésné tesil rovnici fddu 4. Prvni kniha vénovana
zcela diferencialnim rovnicim vysla patrné r. 1707; jejim autorem je GABRIELE M ANFREDI
(1681—1761).

Roku 1739 informoval Euler Johanna Bernoulliho o feseni obecnych linearnich rovnic
s konstantnimi koeficienty. Také metoda variace konstant se objevuje v jednoduché verzi
v souvislosti se studiem specialni rovnice 2.7adu poprvé u Eulera r. 1739. V obecnéjsi
podobé ji pfi systematickém studiu linearnich diferencialnich rovnic (s nekonstantnimi ko-
eficienty) pouzil pozdéji JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736 —1813). Ten také polozil zaklad
ke studiu systémi diferencialnich rovnic.

Pozdéji se oblast ODR zacala obohacovat o problémy, souvisejici s hraniénim chovanim
feSeni. Problémy souvisejici s fesenim rovnice, ktera dnes nese jméno po FRIEDRICHU
WILHELMOVI BESSELOVI (1784 —-1846), vedly ke studiu Laguerrovijch, Legendrovych a
Hermitovych polynomd, jejichz studium a studium dalsich t¥id funkci vedlo posléze k rozvoji
modernich numerickych metod.
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V pripadé komplexnich funkci komplexni promeénné je teseni diferencidlnich rovnic
rovnéz rozvinutou partii matematické analyzy; poznamenejme alespon to, ze feSeni lze
napi. hledat ve tvaru mocninné fady. Reseni rovnic tohoto typu je vénovana kniha [11].

Priklad, ukazujici moznou nejednoznacnost feseni, ktery jsme uvedli jiz v Kapitole 1,
nalezl Peano. Tzv. Lipschitzovu podminku zavedl poprvé Lipschitz r. 1864 pfi vysSetiovani
Fourierovych rad. Pfipomenme konec¢né jiz zminény pramen: jedine¢nym zdrojem poznatki
z oblasti historie ODR je kniha [8].

PIERRE-SIMON LAPLACE (1749-1827) byl k pouziti integralni transformace k fe-
seni ODR patrné inspirovan Eulerem. Zasadni praci o této problematice napsal r. 1775.
Systematickému vyuziti Laplaceovy transformace se pozdéji vénoval OLIVER HEAVISIDE
(1850—-1925). Pomérné vyznamny vysledek o jednoznacnosti, ktery jsme zminili, pochazi
od MATYASE LERCHA (1860—1922).

Otézek stability jsme se pouze dotkli, avSak i ony patii ke klasickym partiim teorie
ODR. Jednim z téch, ktefi vyznamné prispéli ke studiu stability, byl rusky matematik
ALEKSANDR MICHAJLOVIC LJAPUNOV (1857-1918). Zabyval se praktickym problémem
existence rotujicich elipsoidalnich kapalnych utvart pifi malych zménach rychlosti rotace.
Populdrné lze ideu stability popsat takto: Rovnovazny stav systému (5.31) je stabilni,
jestlize kazdé tesSeni, které je v case t = 0 ,blizko”“ rovnovazného stavu, bude ,blizko*“
i v libovolném budoucim okamziku.

Historie kazdé oblasti matematiky byva slozita a predchozi vyklad nema byt stru¢nou
historii ODR. Méa pouze ukazat, ze jde o dlouho studovanou c¢ast matematiky, na jejimz
vytvareni se podilelo mnoho slavnych matematikl, a Ze jeji koreny sahaji az ke vzniku
infiniteziméalniho poctu.



Slovnik Laplaceovy transformace,
dtlezité vztahy a pravidla

V této casti uvadime vztahy a vzorce, které se pouzivaji pfi praci s Laplaceovou
transformaci. Tabulka obsahuje vSechny vzorce, které jsme v tomto textu odvo-
dili nebo uzili, neni to vSak v zddném pfipadé vycerpavajici seznam, avsak pro
bézné tlohy s nim vystacime. Vzorce jsou ocislovany, takze se na né lze jednoduse
odvolavat.

Zakladni obecna pravidla

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

f(@) L(f(1) = F(s)
f(@) F(s)= [y~ f(t)e™"dt
af(t) +bg(t) aF'(s) +bG(s)
F1() sF(s) = f(0+)
7o) () = 57 Lf(04) = 572 (04) o
= s/ 7D(04) = f(0+)
o) = [} f(u) du a(s) =
flat), a>0 2F<2)
ft)e F(s+a)
tf(t) — F'(s)
t"f(t) (=1)"F(s)
@ [7°° F(u) du
o f(t —u)g(u) du F(s) G(s)
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Obrazy nékterych zakladnich funkci

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

4
+at

te +at

e +at

cosh(at)

sinh(at)

cos(at)

sin(at)

e~ cos(bt)

e~ sin(bt)

efat - efbt

b—a

(c—a)e ™ — (c—b)e ™

b—a

cos(at + b)
sin(at + b)

tr p>—1

Ha(t) = X]a,+o0) »

5(t —a)

Laplaceova transformace

(s ¥ a)?
n!
(3 F a)n+1
S
§2 — 2
a
§2 — 2
S
a
s+ a
b
1
(s +a)(s+0)

s+c
(s+a)(s+0b)
scosb —asinb

52 + a?

ssinb — acosb
s2 + a?

T(p+1)
Sp+1

efas

S

e—as
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