Kapitola 12

Metrické prostory

Trocha historie

Jiz nékolikrat jsme se setkali s obecnymi mechanismy, které bylo mozno pouzit v mnoha
ptipadech. Byl to nejen napt. zptsob dokazovani nebo technicky trik, ale i pouziti obec-
nych vét, platnych v rtznych strukturdch. Uzili jsme napt. vicekrat princip vlozenych
intervalt ¢i jednu substituci pro vypocet primitivnich funkci k funkcim uréitého tvaru.
Pri praci se spojitymi nebo integrovatelnymi funkcemi jsme casto pouzivali pojem line-
darnt prostor, ktery je prikladem vcelku jednoduché, avsak velmi dulezité struktury. To
vSe ilustruje uziteénost ,,obecného* pristupu.

Nyni se sezndmime s pojmem metricky prostor, coz je struktura, kterd ma pro mate-
matickou analyzu zdsadni vyznam (dale budeme ¢asto uzivat zkraceného oznaceni MP).
Mnozstvi prikladi, které uvedeme, by mélo postacit pii dobrém promysleni k osvojeni
teorie: je jednou z mala partii modernéjsi analyzy, kterd se v tomto textu podrobnéji
studuje. Budeme se téz zabyvat normovanymi linedrnimi prostory a castecné i prostory
se skaldrnim soucinem.

Historickd poznamka 12.0.11. Latka, kterou vyloZime v néasledujicich dvou kapito-
lach, vznikla pfevazné ve 20.stoleti; presto se jiz stala klasickou partii analyzy. I kdyz
mnoho dil¢ich poznatkd o specidlnich metrickych prostorech je starsich, samotny vznik
pojmu metrického prostoru se datuje k r. 1906. Pojem MP byl zaveden MAURICEM RENE
FRECHETEM (1878 — 1973). Dale jej rozvinul FELIX HAUSDORFF (1868 —1942) ve znamé
monografii [9] z r. 1914. EDUARD CECH (1893 — 1960) je autorem knihy Bodové mnoZiny
[4], ktera vysla r. 1936 a byla na svoji dobu velmi moderni. Vysla pouze Cesky, ale byla
to jedna z prvnich monografii, které byly vénovany metrickym prostorim.

Linearni prostory opatfené normou jsou zarovenn MP, jejichz metrika je definovana
pomoci této normy. Jde o strukturu méné obecnou, nezli je MP. Naproti tomu systém
vS8ech otevienych mnozin MP tvoii tzv. topologii v tomto prostoru, a tak MP jsou
specidlnim piipadem topologickych prostori. U této struktury se seznamime prakticky
pouze s jeji definici. Velmi dulezity je i geometricky zpusob vyjadfovani, ktery budeme
pouzivat a ktery je zdkladem komunikace v moderni matematice.
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Protoze historie vzniku vétSiny struktur je dosti slozitéa, odkazujeme ¢tenaie na his-
torické poznamky na konci Kapitoly 14. Pro povzbuzeni zvédavosti uvedme zakladni
data pro normovany linearni prostor a pro topologicky prostor, kterd vSak jsou bez po-
drobnéjsiho vysvétleni zavadéjici. Se vznikem teorie normovanych lineadrnich prostoru
lze svazat rok 1932, kdy byla publikovana kniha [1], kterou napsal STEFAN BANACH
(1892 - 1945) ). Jednotlivé pojmy jsou oviem starsiho data. Podobné lze sledovat vznik
topologie zpét az k pracim BERNHARDA RIEMANNA (1826 — 1866), ktery se prvni po-
kusil definovat topologicky prostor; viz [2], str. 138. Dalsim meznikem jsou préace, které
napsal GEORG CANTOR (1845 — 1918) v osmdesatych letech 19.stoleti, v nichz zavedl
fadu topologickych pojmu (viz dale pojmy okoli, oteviené a uzaviené mnoziny apod.).

V této kapitole se seznamime s uzivanou terminologii a zakladnimi pojmy. Pozna-
menejme kone¢né, e je velmi obtizné stanovit autorstvi jednotlivich tvrzeni. Casto
byva tvrzeni spojeno obsahové s jinym klasickym tvrzenim z doby davno ptfed vznikem
obecnych struktur a pak se nékdy nazyva po objeviteli pivodniho tvrzeni. Pfitom v
nékterych piipadech je ditkaz obecnéjsiho tvrzeni jednodussi. Ctenafe mize napadnout,
ze pak by bylo lepsi postupovat od obecného tvrzeni k jeho specidlnim ptipadim, a to
alespon v téch pfipadech, kde jsou takova tvrzeni k dispozici. Ani to vSak neni vzdy
rozumné ?).

12.1 Zakladni definice, priklady

Definice 12.1.1 (Fréchet 1906*). Necht P # () a necht funkce p: P x P — R
ma tyto vlastnosti:

(1) o(x,y) > 0 pro vSechna z,y € P, tj. o je nezdpornd funkce;
(2) o(z,y) =0, prévé kdyz x = y;
(3) o(z,y) = o(y,x) pro vSechna x,y € P, tj. o je symetrickd funkce;

(4) o(z,y) < o(x, z) + o(z,y) pro viechna z,y,z € P, tj. o spliluje tzv. trojihel-
nikovou nerovnost.

Potom g je metrika (fikdme: ,metrika na P“,ikdyz P neni defini¢éni obor ) a éislo
o(z,y) je vzddlenost bodi x,y € P; asto se o g hovoii téz jako o vzdalenosti na
P. Dvojici (P, p) nazyvame metricky prostor.

Poznamky 12.1.2. 1. Mnozina P je nosnd mno#ina metrického prostoru (P, o). Casto
se mluvi o ,metrickém prostoru P* a rozumi se tim automaticky dvojice (P, ); s takovou
situaci jsme se jiz setkali u R.

1) Jméno Banach mél po svoji matce Katarzyné Banach, kterou vsak nikdy nepoznal. Jeho
otcem byl Stefan Greczek a je zajimavé, ze byl, stejné jako Banach, samouk.

2) Prof. VosTicH JARNIK (1897 — 1970) hlésal nazor, Ze piechod ke zobecnéni je mozny
v pfipadé, ze se zobecnuje nejméné ze dvou specidlnich ptripadi.
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2. Vlastnosti (1) — (4) z definice MP se uzivaji k definici MP nejéastéji, jejich podet viak
lze omezit. Je-li P # () a o funkce na P x P takova, Ze pro vSechny body z, y, 2 € P
plati (2) a podminka

@) olz,y) < oz 1)+ o(2,9),
je (P, o) metricky prostor. Podrobny dtkaz lze jisté pfenechat ¢tendfi, napovime-li mu,
ze kdyz do (4’) dosadime = = y, dostaneme podminku (1), a kdyz do (4’) dosadime
z = y, ziskdAme podminku (3). Vlastnost (4) se lis{ od (4’) (srovnejte pozici bodu z),
nebot jsme trojuhelnikovou nerovnost nepatrné modifikovali.

Definice 12.1.3. Bud P, C P, P, # 0. Necht p; je restrikce ¢ na P, x P.
Potom je (P1, 01) zfejmé metricky prostor a nazyvame jej podprostor metrického
prostoru P. O metrice o; fikdme, Ze je na Py indukovdna z (P, ). I kdyz je to
nedisledné, znacime ji ¢asto stejné: piseme opét g misto o;.

Umluva 12.1.4. Casto budeme zavadét pojmy pro podmnoziny (P,p) impli-
citné: zavedeme je pouze pro cely prostor, budeme je vSak pouzivat i pro pod-
mnoziny prostoru P, chapané jako jeho podprostory. Na zakladé tohoto principu
napf. staci zavést jen pojem omezeny prostor (P, ) a je automaticky definovina
i omezend mnozina M C (P, p): budeme-li mit definovan omezeny MP, budeme
jiz védét, co to je omezend mnozina v MP.

Dale uvedeme vétsi pocet prikladi, na které se budeme pozdéji odvolavat.
Ctenaf by si je mél dikladné promyslit; nejprve uvedeme dalsi dilezitou definici:

Definice 12.1.5 (F. Riesz 1910). Necht X je linedrni prostor (neboli vekto-
rovy prostor) nad polem R nebo nad polem C. Necht je na X definovina realna
funkce p s témito vlastnostmi:

(1) p(x) > 0 pro v8echna z € X,

2 ) =0, pravé kdyz « = 0,

(2) p(x
(3) p(ax) = |a|p(z) pro vechna « € R a vSechna x € X,
(4) »(

4) p(z +y) < p(z) + p(y) pro vSechna z,y € X.

Tato funkce se nazyva norma na X; budeme pro ni zpravidla uzivat oznadeni ||-||,
resp. jeho rtzné modifikace; piseme tedy napf. ||x| misto p(z). Dvojice (X, p) je
normovany linedrni prostor nad polem R (nebo nad C). ?).

Poznamka 12.1.6. Nelze zcela pominout historii vzniku linedrniho prostoru. Axioma-
tickou definici podal r. 1888 GIUSEPPE PEANO (1858 — 1932) v knize Calcolo geomet-
rico secondo; kniha ztstala delsi dobu malo znama. Mezi jeho pfedchiidce jsou Fazeni
BERNARD BoOLzANO (1781 — 1848) (1804), EDMUND NICOLAS LAGUERRE (1834 — 1886)
(1867), HERRMAN GUNTHER GRASSMAN (1809 — 1877) (1844, 1862). Na Peana navézal

3) S normovanym linedrnim prostorem nad polem C vSech komplexnich ¢isel v tomto textu
nebudeme pracovat.
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SALVATORE PINCHERLE (1853 — 1936) (1896/97), ktery je po Peanovi znam jako autor
druhé knihy o LP (1901), a celd italskd matematicka skola.

Pojem normovaného lineadrniho prostoru se objevuje poprvé patrné v praci, kterou
napsal r. 1910 FREDERIK (FRIGYES) RIESZ (1880 — 1956), a v nékolika dalsich pracich
z let 1920 — 1922, které napsali EDUARD HELLY (1884 — 1943), HANs HAHN (1879 —
1934), NORBERT WIENER (1894 — 1964) a Banach.

Piiklad 12.1.7 (velmi duleZzity). V kazdém normovaném linedrnim prostoru
je prirozenym zptsobem definovana metrika, takze kazdy normovany linearni
prostor je zaroven i MP; proto lze do normovanych lineadrnich prostort snadno
vSechny pojmy z teorie MP prenést. Staci definovat

Q(xvy):p(xfy)a ZL',yEX,

a dokézat, ze ¢ je metrika. To je snadné, nebot vlastnosti metriky (1) — (3) jsou
ziejmé. Z trojihelnikové nerovnosti (4) pro normu plyne trojihelnikovd nerovnost
(4) pro metriku:

o(z,y) = plx —y) < plz—2) +p(z —y) = o(z,2) + o(2,y) -

Za této situace zpravidla rikdme, Ze metrika o je generovdna normou p.
Poznamka 12.1.8. Naopak to neni pravda, na linedrnim prostoru definované metrika
nemusi s jeho linedrni strukturou viubec souviset. Lze vSak snadno zjistit vice. Je-li g
metrika na X, generovand normou p, plati pro vSechna z,y,z € X a vSechna a € R
identity

ox+zy+z)=plr+z—y—2z)=pa-y) =oy),

o(ax, ay) = plax — ay) = |alp(z —y) = |elo(z, y) -
Ma-li metrika ¢ na linedrnim prostoru X tyto dvé vlastnosti, lze ji vytvofit pomoci
normy p, polozime-li p(z) = (0, x): vlastnosti normy (1)—(3) jsou zfejmé, vlastnost (4)
plyne ze vztaht
p(r+y) = 00,z +y) < 0(0,2) + o(z,x —y) =
=0(0,2) + o(x —z,z —x —y) = 0(0,z) + 2(0,y) = p(z) + p(y)

Piiklad 12.1.9. Mnozina R! := R spolu s funkci
Q(l’,y):|$—y|, xvyeRla

tvori MP; tento prostor je nam jiz dtivérné znamy, o vzdalenosti bodt v R jsme jiz
(Gasto v intuitivn{ roving) mluvili. V dal§im budeme ze znalosti tohoto prostoru
Casto ziskavat motivaci k dalsimu postupu. Mnoho véci lze jen s malymi zménami
z tohoto MP prevzit a zobecnit.

Piiklad 12.1.10. Necht (Py, 01), (P2, 02) jsou MP. Jsou-li dvojice z1 = [x1,91 ],
zo = [@2,y2]| prvky P; x P, definujme na P; x P funkci

0 (21, 22) := 01(21, 72) + 02(y1, ¥2) -
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Potom je (P; x Pa, 0) zfejmé rovnéz MP. Je ,, 0 = o1 + 02%, coz je pouze dobra
pomiicka k zapamatovani.
Podobné: Jsou-li (X71,p1), (X2, p2) normované linedrni prostory a polozime-li

p([z1,22]) = p1(21) + p2(22), 1 € X1, 72 € X2,

je p norma na X; X Xo; mizeme si ji pamatovat jako normu ,p = p; + p2“.
V obou pfipadech je ovéreni vSech vlastnosti véetné trojuhelnikové nerovnosti
pro metriku ¢ i normu p trivialni.

Definice 12.1.11. Prostor (P, X Pz, 0), ktery jsme takto vytvorili, se nazyva
soucin metrickych prostord (Py, 1) a (Pa, 02).

Poznamka 12.1.12. Obecnéji se obdobné definuje soucin (P X - - X Py, 0) a také
soucin normovanych linedrnich prostord (X1 X -+ X X,,,p) pro m prostort,
m € N, m > 2. Ctenaf jisté uhodne, jak lze zavést metriku 01 + 02 + - -+ + 0"
v Pp X Py X -+ X Py, resp. normu ,p; +p2 + -+ pm v X7 X Xg X -+ X X

Priklad 12.1.13. Necht (P, g) je libovolny metricky prostor. Ukazme, Ze pak je

O'(J],y) = M7 -’L',yGP,

- 1+o(z,y)
také metrika na P. Polozime-li
a:=o(z,2), b:=oz,y), c=oy2),
jsou a, b, c nezaporna c¢isla, pro néz a < b + c¢; mame dokazat, ze

a b c
< 12.1
1—|—a_1+b+l+c ( )

Vynéasobenim soucinem jmenovatelt dostaneme ekvivalentni nerovnost
a(l+b)(1+c)<b(l+a)(l+c)+c(l+a)(l+D),

a po roznasobeni dalsi nerovnost

a+ ab+ ac+ abe < b+ ab + bc + abc + ¢+ ac + be + abe,  resp.
a<b+c+ 2bc+ abe.

Protoze posledni nerovnost zfejmé plati, plati i ekvivalentni nerovnost (12.1). Protoze o
ma ziejmé prvni tii vlastnosti metriky, je (P,0) MP. Za povSimnuti stoji fakt, Ze o je
omezend funkce: plati o < 1.

12.2 Eukleidovsky prostor

Velmi ¢asto pracujeme s mnozinou vSech usporadanych m-tic realnych ¢isel. Tuto
mnozinu budeme nazyvat aritmeticky m-rozmérny prostor a znacit A™. Z hlediska
algebry je to linedrni (= vektorovy) prostor, definujeme-li s¢itani dvou m-tic

£=[$1,x2,...,xm], y:[yhyQa"'aym] (122)
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a nasobeni m-tice ¢islem ¢ € R rovnostmi
x4+y=[z1+y1,224Y2, ., Tm+Ym], cx=/[cr1,cT2 ..., CTm]. (12.3)

V souvislosti s (12.3) fikdme, Ze séitdme a nésobime po souradnicich (nebo po
slozkdch.)

Je-li X linedrni prostor (nad R), fikdme, Ze funkce pfifazujici (usporddané)
dvojici [z,y] € X x X &islo (x,y) je skalarni soucin na X, jsou-li splnény tyto
Ctyfi podminky:

(1) Pro kazdé z € X je (z,z) >0

)
(2) Rovnost (z,x) = 0 plati, pravé kdyz je = = 0.
(3) Pro kazdé dva body z,y € X je (z,y) = (y,z) *).
(4) Jsou-li z,y,z € X libovolné body a «, 5 € R libovolna éisla, je
(ax + By, z) = a(x, 2) + B(y, 2) . (12.4)

Podminka (3) vyjadfuje symetrii skaldrniho sou¢inu, podminka (4) jeho linea-
ritu v ,prvni proménné“. Jejich kombinaci ziskdme bilinearitu skalarniho soucinu,
tj. platnost identity

(az + By, yu + 6v) = ay(w,u) + ad(z,v) + By(y, u) + Bd(y, v) (12.5)

pro kazdou ¢tverici boda x,y,u,v € X a kazdou ¢tverici ¢isel «, 3,7v,6 € R.
Predpokladejme, Ze je v prostoru X zaveden skalarni soucin a definujme

|| ==/ (z,z), =z€R. (12.6)

Tvrdime, Ze (12.6) je skuteéné norma. Podminky (1) a (2) z definice normy plynou
z vlastnosti (1) a (2) skalarniho sou¢inu. ProtozZe je

laz|l = V/(az, az) = v/a2(z,2) = |al ||z] ,

je splnéna i podminka (3). K dikazu trojihelnikové nerovnosti budeme potiebovat
tzv. Cauchyho nerovnost

[, )l < llzl llyll (12.7)
platnou pro kazdé dva body z,y € X. Pak je totiz

lz +y? = (@ +y,z+y) = llz|* + yl* +2(z,y) <

< llol® + Iyl + 2=l - llyl = (el + ly1)?

4) P¥i praci s m-ticemi komplexnich ¢&isel nad polem C m4 tato podminka tvar (z,y) = (y, ).
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a staci jen odmocnit nerovnost mezi prvnim a poslednim vyrazem, abychom do-
stali trojahelnikovou nerovnost (3) pro normu.
Zbyvé dokazat Cauchyho nerovnost (12.7). Ze vztahu

0 < (az —y, az —y) = o®||z[* - 2a(z,y) + |y*
plyne, Ze polynom (v proménné «) vpravo mé nekladny diskriminant, tj. ze

4(x,y)? — 4l|z|?|ly||* < 0. Odtud plyne (z,y)* < ||z|?|ly||?, z ¢ehoZz odmocné-
nim dostaneme Cauchyho nerovnost (12.7).

Umluva 12.2.1. Je-li na prostoru X zaveden skalarni soucin, budeme mlcky
predpokléddat, ze je tam zavedena i norma rovnosti (12.6) a metrika rovnosti
o(z,y) = ||z — y||; budeme mluvit o normé a metrice indukované (zavedenym)
skalarnim soucinem.

Uzijeme-li oznaceni z (12.2) a polozime-li

(@,9) = > Tryk, (12.8)
k=1

zavedli jsme tim v A™ skaldrni soudin, protoze platnost podminek (1)—(4) plyne
z béznych pravidel elementarni algebry. Norma, resp. metrika indukovana timto
skalarnim soucinem je pak definovana rovnosti

m 1/2 m 1/2
lalls = (Do lanl?) 7 wesp. oa(ey)i= (Dlme-wl?) T (129)
k=1 k=1

a nazyvaji se eukleidovskd norma a eukleidovskd metrika. Aritmeticky prostor A™
s touto normou (metrikou) se nazyva m-rozmérny eukleidovsky prostor a znadi se
R™. Je vhodné mit na paméti, Ze tato metrika je generovana normou, vzniklou
ze skalarniho soucinu (12.8).

Do mnoziny A™ je ¢asto vyhodné zavést i jiné normy; mizeme je nazvat souc-
tovd a mazximovd (rozlisime je opét indexy, jejichz logika bude pozdéji zfejma):

lz)l1 :== ||+ -+ |Zm|s  ||%]|oo := max{|z1], ..., |Zm]|}. (12.10)

Snadné ovéfeni, ze jsou to normy, lze prenechat ¢tenari. Méfeni vzdalenosti pomoci
prislusnych metrik

01(,y) = |v1—y1| + -+ |Tm—Yml ,

Qoo(xvy) : max{|x1_yl|a-~'7|xm_ym‘}

popiseme pro jednoduchost jen pro pfipad m = 2. V obou pfipadech utvoiime
asecky

U= {[x1+t(y1—x1),x2] ;t€[0,1] }, V= {[yl,x2+t(y2—x2)] ;t€[0,1] }
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Predpokladame-li, ze x1 # y1 a xo # ya, jsou to usecky, z nichz prvni je rovno-
bézna s osou x a druhd s osou y, které dohromady tvofi lomenou ¢aru spojujici
body [x1,22]a [y1,y2] ?). Vzdalenost bodt [21,72] a [y1,¥2] je v piipadé prvni
z metrik v (12.11) rovna sou¢tu délek tise¢ek u a v, tj. délce lomené ¢ary, zatimco
ve druhém piipadé z (12.11) je to délka nejdelsi z obou tsecek.

Definice 12.2.2. Dvé normy p, ¢ na témz linedrnim prostoru X se nazyvaji ekvi-
valentni (v X), existuji-li konstanty C, D € (0, +0o0) tak, Ze pro vSechna z € X je

Cp(x) < g(x) < Dp(x). (12.12)

Poznamka 12.2.3. Misto ,,normy p, q jsou ekvivalentni“ budeme ¢asto fikat ,,p je ekvi-
valentni s ¢*. Definice je korektni, protoze podminky v ni uvedené jsou vzhledem k p, ¢
symetrické: Plati-li napt. (12.12), je D™ 'q(z) < p(z) < C~'¢(z), rovnéz pro vsechna
e X.

Lemma 12.2.4. Ve vzorci (12.9) definovand eukleidovskd norma a normy ze
vzorce (12.10) jsou na A™ ekvivalentni.

Diikaz. Snadno nahlédneme, 7e pro vSechna z = [x1, ..., 2y | € A™ a pro vSechna
k=1,...,m, plati
[#]loe < Izl < [l2llt < m - ||2lo - (12.13)

Prvni nerovnost plyne ze zfejmé nerovnosti |zy| < \/|z1[% + -+ + [2,,,]2, platné
prok =1,...,m, pfechodem k maximu vzhledem ke k vlevo, druha je ekvivalentni
s evidentni nerovnosti mezi ¢tverci obou stran a tfeti nerovnost je rovnéz jisté
ziejma. O
Poznamka 12.2.5. Ekvivalence norem na A™ se Casto pouziva. Lze dokonce dokazat,

ze na A™ ¢ obecngji na kazdém linedrnim prostoru komecéné dimenze, jsou vSechny
normy ekvivalentni.

Piiklad 12.2.6. Na linedrnim (nekone¢nérozmérném) prostoru C([a,b]) lze také

vvvvv

v8echny funkce f € C([a,b]) polozme

[flloo := max{[f(£)[; t € [a,b] } (12.14)

a dokaZme, Ze je to norma na prostoru C([a, b]). ProtoZze podminky (1) —(3) z De-
finice 12.1.5 jsou jisté zfejmé, zbyva proto dokézat trojihelnikovou nerovnost (4).
Protoze vsak relace

((f +9) (@) = 1f (@) + g(@)] < [f(@)] + [9(2)] < [flloo + [lgllo

plati pro vSechna x € [a,b], stadi pfejit k maximu vlevo.

5) Je-li x1 = y1 (resp. z2 = ¥2), ,redukuje se“ tsecka na bod a situace se zjednodusi.
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Ukazme nyni, ze rovnost

b
1]l = / F@)dt, (12.15)

definuje dalsi normu na C([a,b]) ©). Ovéfme pro || - ||; vlastnosti normy. Jestlize
existuje u € [a,b] tak, Ze |f(u)| =: ¢ > 0, pak lze nalézt takové kladné ¢islo 6 > 0
a takovy bod v € (a,b), ze Us(v) C [a,b] a zaroven f(t) > ¢/2, t € Us(v). Potom

[in= [T [ [Cnz [ ep=eso,

z ¢ehoz plyne vlastnost (2) této normy. Vlastnost (3) plyne z rovnosti |c|‘ f | = | cf ’
a vlastnost (4) z nerovnosti |f + g| < |f| + |g| a monotonie integrélu.

Priklad 12.2.7. Nechf —oo < a < b < oco. Pro normy z Pfikladu 12.2.6 na C([a,b])
zFejmé plati pro vSechna ¢ € [a, b] nerovnost |f(¢)| < || f]loo, a tedy

b
1711 s/ 1flleo dt = (b — a) [|fl]os

Tyto normy vSak nejsou ekvivalentni. Zvolme [a,b] = [0, 1]; necht fi je definovana tak,
ze fr(t) =0prot e [0,1]\ (1/(k+1),1/k), k € N (doporucujeme &tenafi, aby si nacrtl
obrazek). V ptlicim bodé tj intervalu [1/(k + 1),1/k] definujeme fi(tx) = 2(k* + k)
a pak dodefinujme fj linedrné na obou zbyvajicich intervalech; fi jsou ziejmé z C([0,1])
a || f]l1 = 1. Potom

Tim (U felloo/Ifell) = Jim [[felloo = Jim 2(k% + k) = +00,
a tedy pro zadné C' < oo neplati pro vSechna k € N odhad || fx|lec < C'|| fxll1-

Ucelengjsi pohled na normy, které jsme dosud definovali, véetné logiky stan-
dardniho oznaceni pomoci indexti poskytuje nasledujici vyklad. Poznamenejme,
7e se zde priblizujeme tésné k partiim, které jsou predmétem dalsi samostatné
matematické discipliny nazyvané funkciondlni analyza.

Lemma 12.2.8 (Rogers 1888, Hslder 1889*). Pro kaZdd éisla p,q € (0,00)
splniugict podminku p + q = pq, neboli

1 1
e (12.16)
p q

a kaZdé dva body [x1,...,Zm ], [Y1,---,Ym ] 2 A™ plati nerovnost

Z | zryr | < (Z | 2, |p) . (Z |y |q)1/q : (12.17)
k=1 k=1 k=1

6) Zde jde o ,jintegralni“ normu || - ||. Vyznam indexu ,1“ se ¢tenati oziejmi pozdéji.
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Diikaz. Je ziejmé, ze staci vySetfovat pripad, kdy vsSechna ¢éisla xp a yi jsou
nezdporna a kdy v (12.17) nemusime psat absolutni hodnoty. ProtoZe nerovnost
plati, je-li bud z; = 0 pro vSechna k, nebo y; = 0 pro vSechna k, pfedpokladejme,

7e oba vyrazy
- 1/p Ui 1/q
A= (Z xi) , B:= (Z yg)
k=1

jsou kladné. Polozime-li pak Xy := xy /A, Yy := yr/B, je zfejmé

TR P
k=1

k=1

Je-li pro né&jaké k bud X = 0 nebo Y, = 0, nerovnost
1 1
XY, < -XP 4+ =Y/ (12.18)
p q

jisté plati. Je-li Xy, Yy € (0, 00), polozme si := p log Xy, ti, := ¢q log Yy, a dokazme,
ze

s t 1 1

exp(—k + —k> < - expsk+ — expty. (12.19)

p q p q
Pro s, = t; neostrd nerovnost plati, protoZe s ohledem na (12.16) v ni nastava
rovnost. Je-li s # ti, je vlevo hodnota exponencidly v konvexni linearni kombi-
naci bodu s a t; a nerovnost (12.19) a s ni ekvivalentni nerovnost (12.18) plyne
z konvexity exponencialy.

Se¢tenim nerovnosti (12.18) pro k = 1,2, ..., m dostaneme
iXkYk<liXp+1qu:1+1:1 (12.20)
k=1 P Fa k=1 fp o

Z TRy < (Z xi) : (Z yZ) , (12.21)
k=1 k=1 k=1
kterou jsme méli dokézat. O

Lemma 12.2.9 (Minkowski 1896). Pro kaZdép, 1 < p < oo, a kazdé dva body
T = [xla"'axmL Yy = [yla"'7ym] z A" je

i 1/p i 1/p Ui 1/p
<Z|$k+yk|p) S(Z|$k|p) +<Z|yk\p) :
k=1 k=1 k=1
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Dikaz. Ziejmé lze predpokladat, ze vyraz vlevo je kladny, jinak nerovnost zfejmé
plati. Vyjdeme z identity

(@ + yr)? = zr(zr +y)P "+ ye(@e +ye)?

Pouzijeme trojuhelnikovou nerovnost pro absolutni hodnotu a vzniklé nerovnosti

seCteme pro vSechna k = 1,...,m, ¢imZ obdrzime
S lae+ue P <> el [oe w0 el o+l (12.22)
k=1 k=1 k=1

Z Holderovy nerovnosti (12.21) dostaneme

_ m 1/
\$k|’$k+yk\p 1§<Z\fﬂk|p) p'(
k=1

1/p
sl o P < (X l?) - (
k=1

a odtud sec¢tenim

Z |zx + yr|? < (Z | zx + Yk |p) v ((Z k)P + (Z \yk|p)1/p) . (12.23)
k=1 k=1 k=1 k=1

| 2k + yg |(p_1)q)1/q )

NE

1

NERINGE

[ g0 0)

NER

b
I

1

E
Il
-

Nyni sta¢i délit prvym vyrazem na pravé strané celou nerovnost (je rizny od 0), a
s ohledem na 1 —1/¢ = 1/p dostédvame dokazovanou Minkowského nerovnost. [

V nésledujicim lemmatu popiseme dalsi moznost zavedeni normy na A™. Ta-
kovych norem je dokonce nekone¢né mnoho.

Lemma 12.2.10. Pro vechna x € A™, x = [x1,...,&n], 1 < p < 00, definu-
jeme

i 1/p
lally = (3" lael?) (12.24)
k=1

Funkce || - ||, definovand na A™ je norma na A™.

Diikaz. Vlastnosti normy (1) —(3) jsou zfejmé. Trojihelnikova nerovnost pro nor-
mu || - ||, je vlastné Minkowského nerovnost, takze po prepisu dostavame

Iz +yllp < llzllp + NIyl

coz jsme méli dokazat. O
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Priklad 12.2.11. Pro kazdé x € A™ plati

Tim 2], = 7)o (12.25)

Zvolme libovolné x € A™; odhad

m

(lzllee)” < D lewl” < m(|lelloo)”

k=1

po umocnéni na 1/p dadva nerovnost

lzlloo < lllly < m'P ||zl

ze které plyne (12.25) limitnim pfechodem pro p — oco. Nyni je nejen jasné, proc¢ se
pro maximovou normu uziva oznaceni || - ||, ale i to, Ze normy || - ||, jsou pro vSechna
p € (1,400) ekvivalentni s normou || - ||eo

Umluva 12.2.12. Nyni je jiz ¢tenaii jisté jasné, jaky je vyznam indexti, které
jsme pouzivali k rozliSeni riznych norem na linedrnim prostoru A™. Analogické
oznaceni se uziva i pro ,integralni pripad“, kdy klademe pro 1 < p < oo

i o= ([ 1)

my jsme se vSak zminili pouze o pfipadu p = 1 pro prostor C([a,b]). Pozna-
menejme, ze tak, jako se uzivd R™ pro (A™,| - ||2), zavddi se oznadeni ¢2, pro
(AT ] - 1lp)-

Poznamka 12.2.13. Jestlize bychom pracovali s linedrnim prostorem vSech posloup-
nosti z = {25 }52; s redlnymi nebo komplexnimi ¢leny, pro které je (3°7° |zx|P )P < oo,
lze na ném podobnym zptisobem jako v (12.24) definovat normu: Sta¢i nahradit horni
mez u sumy symbolem co. Vznikly normovany linearni prostor s normou || ||, se obvykle
znadi ¢7; v tomto pfipadé se vSak pracuje s fadami, nikoli s koneénymi soucty.

12.3 Dalsi pojmy a priklady

Definice 12.3.1. Pro kazdé dvé mnoziny M, N C (P, ¢) definujme jejich vzddle-
nost rovnosti

dist(M, N) := inf{o(z,y);x € M,y € N}. (12.26)

Jsou-li obé mnoziny neprazdné, je jejich vzdalenost nezaporné ¢islo. Je-li ale-
spoil jedna z nich prazdnd, je jejich vzdalenost rovna +o0o. Pokud M NN # (),
je dist(M, N) = 0, vzdalenost dist(M, N) vSak muze byt rovna 0 i pro M, N
disjunktni.
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Definice 12.3.2. Primér mnoziny M C (P, ) definujeme podminkami

sup{o(z,y); z,y € M}, je-li M #10,

diam(M) := { 0 Seli M =0

Rikéme, Ze mnozina M C (P, 9) je omezend, je-li diam(M) < oo 7).

Oznaceni 12.3.3. Je-li jedna z mnoZin M, N jednobodova, rovna {z}, piSeme
misto dist({x}, N), resp. dist(M, {z}) kratce dist(x, N), resp. dist(M, x) nebo jen
d(xz,N), resp. d(M, x). Je-li ) # A C P, nazyvame funkci d4(z) := d(z, A), x € P,
vzddlenost bodu x od mnoZiny A.

Piiklad 12.3.4. Je-li X # (), miZeme na X zavést diskrétni metriku o tak, Ze
definujeme o(x,y) = 0 pro z = y a o(z,y) = 1 pro  # y, z,y € X. Metricky
prostor (X, o) se nazyva diskrétni prostor; je jednoduchym piikladem tzv. ultra-
metrického prostoru. Metricky prostor nazyvame ultrametricky, pokud ma jeho
metrika g vlastnosti (1) —(3) z Definice 12.1.1 a vlastnost

(47) o(z,y) < max(o(z, 2), 0o(2,v)) , =zy,z€X.

Snadno nahlédneme, ze z (4”) vyplyva (4), nikoli v8ak naopak: V ultrametric-
kyjch prostorech plati trojuhelnikova nerovnost v zesileném tvaru. Ultrametrické
prostory maji fadu vlastnosti, které se z hlediska nazoru mohou zdat zvlastni az
patologické; doporucujeme ¢tenari, aby u zavadénych pojmu prihlédl i k tomu, co
znamenaji v diskrétnich prostorech. Byva to jednoduché a ¢tenarova predstava
o smyslu toho kterého pojmu se tim rozsifi. Je napt. ziejmé ze kazdy diskrétni
prostor (P, o) je omezeny, nebot diam(P) = 1.

Priiklad 12.3.5. Dokazme nerovnost, ze které pozdéji vyplyne, Ze vzdalenost
bodu od mnoziny d4(x) je spojita funkce na P. Necht A # (). Dokdzeme nejdiive,
ze pro kazdé dva body z,y € P plati nerovnost

da(r) < da(y) +o(z,y) . (12.27)

Dukaz je jednoduchy: v nerovnosti o(z,z) < o(z,y) + o(y, x), platné pro vSechna
z,y,z € P, pfejdéme k infimu pfes vSechna z € A. Vztah je symetricky v = a y,
plati tedy i nerovnost analogicka k (12.27), v niZ jsou proménné z a y zaménény.
7 obou téchto nerovnosti dostavame

[da(z) —da(y) | < o(z,y). (12.28)

Definice 12.3.6. Necht (P, ), (Q,0) jsou metrické prostory a necht existuje
prosté zobrazeni T prostoru P na @, spliujici pro vSechna x,y € P rovnost
o(z,y) = o(T(x),T(y)). Potom Fikdme, Ze prostor P je izometricky s Q. Zobra-
zeni T nazyvame izometrii prostorii P a Q. Rikdme dale, ze prostory P, @ jsou
izometrické, jestlize existuje alespon jedna izometrie prostora P, Q).

7) Omezenost zavedl Fréchet v [7] ekvivalentnim zpiisobem, aviak bez pomoci diam(M).
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Poznamky 12.3.7. 1. Definice je korektni, protoze vztah je symetricky: Je zfejmé
i o(u,v) = o(T™ ' (u), T™'(v)) pro viechna u,v € Q.
2. Gaussova rovina C vSech komplexnich &isel je izometrickd s R?. Izometrii T zde je
zobrazeni, které kazdému z = z + iy € C ptifadi bod [z,y] € R2. Skute¢né, jestlize
z1 = x1 +iy1, 22 = x2 +iy2, je

o1, 22) = |21 = 2| = (@1 —22)* + (01 —2)") ",
3. Oznagime-li C1 := {z = [z,y] € C;y = 0}, je C1 izometricky s R'. Podrobnéji,
podprostor Cy s metrikou indukovanou z (C, g) je izometricky s R
4. Je-li T prosté zobrazeni mnoziny P do metrického prostoru (Q, o), lze jednoduse z P
vytvorit MP tak, aby T byla izometrie; stac¢i definovat na P metriku o pfedpisem

o(z,y) == o(T(2),T(y)), wyePl.

Toto je jedna z cest, pomoci niz lze definovat dalsi MP.

Pojmy invariantni vuci izometrickym zobrazenim se nazyvaji metrické. Jsou-li
(P, 0), (Q,0) izometrické prostory, maji metrické pojmy v obou prostorech zcela
analogické vlastnosti. Kazdému vyroku (definici, vété) v P odpovidé analogicky
vyrok (definice, véta) v . Znamena to naptiklad, ze néktera tvrzeni staci dokdzat
v jednom prostoru a do ostatnich s nim izometrickych se izometrii , pfenesou.
Vzhledem k tak velké podobnosti izometrickych prostort se nékdy rika, ze jde o
tentyz prostor s jinym oznacenim bodi (srov. C a R?).

Priklad 12.3.8. Na prostoru R* definujme zobrazeni do R
_r , jelixzeR,
T(z):={ 1+l (12.29)
+1, je-li x = +o0.
Snadno nahlédneme, 7e T je prosté zobrazeni R* na interval [—1,1]. Za (Q, o)
volme interval [—1,1] s metrikou indukovanou z R! a definujme pro vsechna
z,y € R*
pla,y) =T (x) =T(y)|.

Tak jsme ziskali dvojici izometrickych prostorti a opatfili R* metrikou. V této

metrice (patfi mezi tzv. redukované metriky) je R* omezeny prostor, protoze jeho
pramér je 2.

Definice 12.3.9. Je-lix € (P,p) a 0 < r < 00, nazyvame mnoziny
B(z,r) :=={y € P;o(x,y) <r},
K(x,r):={y € Pjo(z,y) <7}, (12.30)
S(x,r) == {y € P;o(x,y) =r}

postupné po fadé oteviend koule, uzaviend koule a sféra o stiedu x a poloméru r
(v prostoru (P, 9)).
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Piiklad 12.3.10. Rozmyslete si, jaky maji geometricky tvar jednotkové koule v A?
v metrikdch generovanych normami || - ||, pro p = 1,2, 00 (srov. s nasledujicim Obr. 1).
Je snadné si rozmyslit, ze v diskrétnim prostoru je

B(z,r) :={z}, jei 0<r <1, B(z,r) =P, jelir>1,

K(z,r):={z}, jeli 0<r<1, K(x,r)=P, jelir>1, (12.31)
S(z,r):= 0, jelir#1, S(xz,r) = P\{z}, jelir=1.

<3
~

<
~

Geometrické predstavy z roviny a trojrozmérného prostoru jsou pohodlnou a casto
dobrou pomiickou, nelze je vsak prenaset mechanicky do libovolného MP. Koule o po-
loméru 7 a libovolném stfedu mé v R® primér 2r a Gtenaf jisté snadno dokéze, ze v
obecném prostoru (P, ) plati nerovnost diam(K (z,r)) < 2r. Pf¥ipometime, Ze tato ne-
rovnost mize byt ostra: V diskrétnim prostoru (Q, o) dokonce pro kazdé x € Q je

diam(K(z,1/2)) =0< 1/2,

takze prumeér koule muze byt mensi nez jeji polomér.

Doporucujeme ¢tenaii uvazit, ze napt. ma-li diskrétni prostor nekone¢né mnoho riz-
nych bodd, potom pro libovolné a € P sféra S(a,1) obsahuje nekoneéné mnoho ote-
vienych kouli o st¥edech z P \ {a} a poloméru r = 1, pfiGemz vSechny tyto koule jsou
navzajem disjunktni. Podobna pfekvapeni skytaji vSechny ultrametrické prostory.

Ekvivalenci norem si miZeme predstavit tak, ze kouli K(0,1) v uvazovaném
prostoru lze vepsat K1(0,71) a opsat K5(0,r2), kde koule K7,K> jsou definovany
pomoci ekvivalentni normy. Viz Obr. 1, ktery nazorné ilustruje ekvivalenci norem
z Lemmatu 12.2.4 pro piipad prostoru R2:

Schéma norem

v prostoru R?

Obr. 1
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Z obrézku snadno vyéteme (u Sipek uvadime indexy norem) inkluze pro jed-
notkové koule v norméch || - ||oo, || - |l2 @ || - ||1. Srovnejte s (12.13). Viimnéte si, Ze
napf. nejmensi koule v normé || - ||1, obsahujici jednotkovou kouli v normé || - ||,
ma polomér rovny 2.

Definice 12.3.11 (Weierstrass 1860). Mnozina G C (P, g) se nazyva oteviend
(v prostoru (P, p)), jestlize pro kazdé = € G existuje r > 0 tak, ze B(z,r) C G.

Historicka poznamka 12.3.12. Na formovéani tohoto pojmu se podileli i RICHARD
JuLius WILHELM DEDEKIND (1831 — 1916) praci z r. 1871 a Cantor praci z r. 1879.

Definice 12.3.13 (Cantor 1879). Mnozina F' C (P,p) se nazyva uzaviend
(v prostoru (P, g)), je-li mnozina P \ F' oteviena.

Poznamky 12.3.14. 1. Oteviend koule B(z,7) C (P, 0) je vidy oteviend mnozina;
k tomu sta¢i uvazit, ze pro kazdé y € B(z,r) je B(y,r1) C B(x,r), pro vSechna rq
spliiujici nerovnosti 0 < r1 < r — o(z,y).

2. Uzavten4 koule K (z,r) je vidy uzavienid mnoZina, protoZe z nerovnosti o(z,y) > r
plyne, ze B(y,r1) N K(x,r) = 0 pro vSechna 1, 0 < r1 < o(z,y) — r.

3. V diskrétnim prostoru a dokonce obecnéji, ve vSech ultrametrickych prostorech, je
napf. K(z,r) i oteviend a B(x,r) i uzaviend mnozina. Jsou to tedy mnoziny soucasné
oteviené i uzaviené; nazyvame je proto obojetné mnoziny. V diskrétnim prostoru jsou
dokonce vsechny mnoziny obojetné.

4. Z Definice 12.1.3 je zfejmé, co je oteviena koule nebo oteviend mnozina v M C (P, o).
Zévorka v definici oteviené a uzaviené mnoziny ukazuje, kterou ¢ast definice zpravidla
v b&7né feéi vynechavame. Je-li obecnéji M C P, pak podle Umluvy 12.1.4 vime, co je
mnoZina oteviend v M, v tom piipadé ale ¢ast ,v M C (P, 0)“ nebo alespon ,v M“, vy-
nechat nesmime. Pozdéji v Lemmatu 13.3.2 podame charakteristiku otevienych mnozin
v M pomoci otevienych mnozin (v (P, g)).

Definice 12.3.15 (Cantor 1872). Okolim bodu x v prostoru (P, ¢) rozumime
(1) v uzsim smyslu otevienou kouli B(x,r),r > 0,

(2) v $ir$im smyslu (coz budeme uZzivat Castéji) jakoukoliv otevienou mnozinu

G C P obsahujici bod x € G 8).

Poznamenejme, %e na podobnou situaci jsme zvykli z R!, kde jsme pracovali
se symetrickymi okolimi U (z) bodu z a okolimi U(x) bodu z.

Definice 12.3.16. Rikame, ze posloupnost {x,,} bodi prostoru (P, o) konverguje
k bodu x € (P, 9), je-li o(xn, ) — 0 (pro n — c0); je-li zfejmé, ve kterém prostoru
pracujeme, piseme kratce ,, — . Ctenaf snadno nahlédne, Ze podminka x,, — 2
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je ekvivalentni s kazdou z nasledujicich podminek:

(Ve > 0)(3k € N)(Vn > k) (o(zn, ) <€),
(Ve > 0)(3k € N)(Vn > k)(z,, € B(z,¢)) .

Existuje-li © € P tak, ze z, — =z, fikdme, Ze posloupnost {x,} konverguje v P
(nebo ze je v P konvergentni); pokud takovy bod x € P neexistuje, fikdme, Ze
posloupnost {z,} v P diverguje (nebo ze je v P divergentni).

Poznamky 12.3.17. 1. VSimnéme si, Ze pro z,y € (P,p) a ¢leny posloupnosti {z, }
z trojuhelnikové nerovnosti vyplyva

plx,y) < p(z,25) + p(zn,y)

a tedy ze z x, — * a T, — y pro n — oo vyplyva z = y; limita posloupnosti bodu v
(P, p) je uréena jednoznacné.

2. V této fazi vykladu by jiz mélo byt zfejmé, Ze znacnou ¢ast uvah, které jsme jiz
jednou délali pro specialni piipad, opakujeme. Velmi ¢asto ,prenadime pojmy“ z R do
obecnéjsiho kontextu a snazime se pro né dokézat tvrzeni podobné tém, ktera jiz z R?
zname. Pfitom vSak latku nejen zobecnujeme, ale i prohlubujeme.

Piiklad 12.3.18. Pro kazdou posloupnost bod {z(™} = {[:rgn), xé"), i 1}

bodtiz A™ ax =[z1,22...,Zm ] € A™ je pro viechna k zfejmé
|2 =] < o™ —alloo < o™ —allo = Yo — @], (1232)
k=1

z Cehoz plyne ekvivalence
(om(z™, 2)= 2" 2] 0 — 0) < (| mzn)—wk | — 0 pro véechna k =1,2,...,m).

Konvergence v A™ v eukleidovské normé (a ve vSech normdch s ni ekvivalentnich)
je ,konvergence po soutfadnicich®.

Tvrzeni 12.3.19. Oznacme G(P) systém vsech oteviengch podmnoZin metric-
kého prostoru (P, o). Potom plati:

(1) 0,P e g(P),

(2) je-li A# 0 libovolnd mnoZina a G, € G(P) pro kaZdé o € A,
je Unea Ga € G(P),

(3) je-li A # () konetnd mnoZina a G, € G(P) pro kaZdé a € A,
je Naea Ga € G(P).

Diikaz. Tvrzeni (1) je trividlnim disledkem definice oteviené mnoziny. Jestlize
je € G:=J,ecq Ga, existuje a € A tak, Ze v € G,; protoze G, je oteviend
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mnozina, existuje okoli U(x) C G, a tedy i U(x) C G. Tim je tvrzeni v (2)
dokézano.

Staci dokézat tieti ¢ast tvrzeni: Oznacime-li nyni G := () c 4 Ga = ()} Ga, a
budeme-li pfedpokladat, ze x € G, existuji ¢isla r, > 0 tak, ze B(x,r;) C Gq, pro
k=1,...,n; pror := min{r,...,r, } lezi okoli B(x,r) v G. Tim je dokdzano
i tvrzeni (3). O

Poznamka 12.3.20. V kazdém metrickém prostoru (P, o) lze (pomoci otevienych kouli,
tedy konec koncii pomoci metriky o) definovat oteviené mnoziny a tak utvofit systém
G(P) vsech jeho otevienych podmnozin; tento systém se nazyva topologie prostoru (P, o)
a tvrzeni (1) —(3) popisuji jeho zakladni vlastnosti.

Zobecnénim metrickych prostort jsou prostory topologické, definované jako dvojice
(P,7), kde P # () je mnozina a 7 n&jaky systém jejich podmnozin, ktery spliiuje pod-
minky analogické tém, které popisuji (1)—(3). Rikdme pak, Ze systém T je topologie
prostoru (P, 7) a Ze mnoziny G € 7 jsou oteviené mnoZiny prostoru (P, ).

Oteviené podmnoziny metrického prostoru (P, o) jsou (jednoznacné) uréeny
jeho metrikou. V p¥ipadé topologického prostoru (P, 1) definujeme oteviené mno-
ziny vybérem systému 7; tento vybér je podfizen pouze trojici podminek:

(1) 0,Per;

(2) je-li A C 7 libovolny podsystém systému 7, lezi sjednoceni vSech jeho ele-
mentl v T;

(3) je-li A C 7 jakykoli koneéng podsystém systému 7, lezi prinik vSech jeho
elementt v 7.

Poznamenejme, ze v obecnéjsich topologickych prostorech plati fada tvrzeni, ktera
se dokazuji zpravidla jen pro prostory metrické. Definujeme-li napf. v topologickém
prostoru uzaviené mnoziny stejné jako v prostorech metrickych, tj. jako dopliky
mnozin otevienych, mizeme dokazat jejich tii zakladni vlastnosti i v obecnéjsich
topologickych prostorech stejné snadno, jako v MP.

Poznamenejme jesté, ze pomoci vlastnosti tohoto ,dudlniho“ systému vsech
uzavienych mnozin lze opét topologii definovat.

’

Tvrzeni 12.3.21. Systém F(P) vsech uzavienych podmnoZin prostoru P °) md
tyto tri zdkladni vlastnosti:

(1) 0, P € F(P);

(2) je-li A C 7 libovolny podsystém systému F(P), lezi prinik vSech jeho ele-
menti v F(P);

(3) je-li A C 7 koneény podsystém systému F(P), leZi sjednoceni vSech jeho
elementd v F(P).

9) Metrického, nebo obecnéji topologického.
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Diikaz. Protoze (), P jsou doplitky otevienych mnozin P, (), plati (1). Dtikaz tvrzeni
(2) a (3) této véty se provede pomoci de Morganovych pravidel (vzorec (1.3)
z Kapitoly 1) a podminek (2) a (3) z Tvrzeni 12.3.19. Jsou-li mnoziny F,, a € A,
uzaviené, jsou jejich dopliiky G, := P\ F, oteviené, pfiemz

() Fa= () (P\Ga) =P\ | Gas (12.33)

acA a€A acA

protoze posledni sjednoceni je oteviend mnozina, je jeji doplnék mnozina uza-
viend. Tim je dokdzdno tvrzeni (2). Platnost tvrzeni (3) se ovéfi zcela analo-
gicky. O

Poznamka 12.3.22. Pfechod od pruniku uzavienych mnozin ke sjednoceni jejich do-
pliikt v (12.33) budeme &asto uzivat pfi dukazech tvrzeni o MP, ¢asto tak dostaneme
jednoduse bez vétsi namahy dalsi zajimava tvrzeni.

Definice 12.3.23. Je-li M C (P, p), nazveme bod = € P

(1) vnitinim bodem mnoZiny M, existuje-lir > 0 tak, ze B(z,r) C M, tj. jestlize
M N B(z,r) = B(z,7);

(2) hromadnygm bodem mnoziny M, kdyz pro kazdé r > 0 je mnozina M NB(x,r)
nekonecna;

(3) hranicénim bodem mnoziny M, kdyZ je sou¢asné hromadnym bodem mnozin
MiP\M:;

(4) izolovangm bodem mnoziny M, existuje-li r > 0 tak, ze M N B(z,r) = {z};

(5) wnéjsim bodem mnoZiny M, existuje-li r > 0 tak, ze B(z,r) C P\ M,
tj. jestlize M N B(z,r) = 0;

(6) limitnim bodem mnoziny M, kdyZ existuje posloupnost {zj} bodt z M tak,
ze limy_, oo T = .

Poznamky 12.3.24. 1. Nékteré pojmy zavedené v Definici 12.3.23 nemaji velkou sa-
mostatnou duilezitost a lze je lehce popsat jinym zpusobem: Bod x je vnéjsim bodem
mnoziny M, pravé kdyz je vnitinim bodem jejiho komplementu.

2. Je-li bod x izolovanym bodem mnoziny M, je vnitfnim bodem M v podprostoru
(M, p| M x M).

3. Bod =z mnoziny M je vzdy jejim limitnim bodem, ale pokud je hromadnym bodem,
existuje k nému prostd posloupnost bodu xx € M, z;, — x; izolovany bod x mnoziny M
je limitou posloupnosti bodt zx € M, pravé kdyz je {zi} skoro konstantni (tj. existuje
n € N tak, ze {xn+k}he je konstantni posloupnost).

4. Analogickych vztaht mezi riznymi typy bodu v zavislosti na M je mnoho, ¢tenér jisté

nékteré dalsi dokaze samostatné popsat. Diilezitéjsi jsou vSak mnoziny, které lze pomoci
téchto bodi definovat a vztah téchto mnozin k mnoziné M.



356 KAPITOLA 12. Metrické prostory

Definice 12.3.25. Mnozina vSech vnitfnich bod& mnoziny M tvofi vnitrek M°
mnoziny M, mnozina vSech vnéjsich bodt M tvoii vnéjsek M. Mnozina vSech
hrani¢nich bodd M je hranice OM mnoziny M. Mnozina M := M U IJM se
nazyva uzdvér mnoziny M. Mnozinu M’ vSech hromadnych bodt mnoZziny M
nazyvame nékdy derivaci mnoziny M.

Poznamky 12.3.26. Nékteré vztahy mezi zavedenymi pojmy jsou ziejmé, jiné lze velmi
snadno dokazat. Tak napiiklad zfejmé plati:

1. Pro kazdou A C (P, p) je A° CAC A;

2. JeliAC BC (P,p),je A C B°a AC B;

3. Je 9A = O(P \ A) pro kazdou A C (P, p), a tedy DA C ANP\ A.

4. Pro kazdou koneénou mnozinu A C (P,p) je A’ = 0;

5.Je A= AU A, protoze = € P\ A lezi v OA, pravé kdyz z € A'.

Tvrzeni 12.3.27. Mnozina A C (P, p) je oteviend, pravé kdyz je A° = A. Mno-
Zina A C (P, p) je uzaviend, pravé kdyz je A = A.

Diikaz. MnozZina A je oteviend, pravé kdyz je kazdy jeji bod vnitinim bodem
A, neboli A = A°. Mnozina A je uzaviend, je-li jeji kompement P\ A oteviena
mnozina, a tedy zadny bod P\ A neni bodem hrani¢nim. Proto 0AN(P\ A) =0,
a tedy 0A C A, neboli A C A; obracend inkluze je zfejmé. Naopak pii A = A je
0A=0(P\ A) C A, takze vSechny body P\ A jsou vnitini, P\ A je oteviend, a
tedy A je uzaviena. O

Tvrzeni 12.3.28. MnoZina A° je nejuétsi (ve smyslu inkluze) otevienou podmno-

Zinou A. Mnozina A je nejmensi (ve smyslu inkluze) uzavienou nadmnoZinou A.
Je tedy

A°:=J{G;GCc A Geg(P)}, A:=(|{F;ACF FeFP)}. (12.34)
Diikaz. Je-li x vnitini bod mnoZiny M, existuje oteviend koule B(x,r,) C M a
A | J{Br);ze A} c|J{G;GC A Geg(P)yC A, (12.35)
a proto lze vSechny inkluze v predchéazejicim vztahu nahradit rovnostmi. Pfredpo-

sledni mnozina v (12.35) je zfejmé néjvétsi oteviend podmnoZina A.
Komplementem kazdé uzaviené mnoziny F';, A C F, je oteviend mnozina

G C (P \ A), pficem? nejvétsi z nich je (P \ A)°. Déle zfejmé je

A=A=P\(P\A) =P\ (P\A)?°, (12.36)

coz dava druhou ¢ast tvrzeni. O



12.3. DALSI POJMY A PRIKLADY 357

Poznamky 12.3.29. 1. To, Ze se diive uzavér A nékdy nazyval uzavieny obal
A, osvétluje (12.34). Z tohoto tvrzeni téz plyne

(A=A, (A°)° =4°.

2. Z rovnosti (12.36) snadno obdrzime prechodem ke komplementiim

P\A=(P\A?°, P\A°=(P\A). (12.37)

Véta 12.3.30. Uzdver A mnoziny A v (P,p) je roven mnoZiné vsech limitnich
bodi A, tj.

Z:{IEGP; existuji x € A, k € N, tak, Ze x — x'}

Diikaz. Kazdy bod & € A je bud z A a je limitou konstantni posloupnosti se

¢leny z = x, nebo je hraniénim bodem nelezicim v A, ale pak je z A’ a je
dokonce limitou prosté posloupnosti bodi z A. Neni-li z € A, lezi podle (12.37)
v (P\ A)° = P\ A, ¢im? je tvrzeni dokazano. O

Dusledek 12.3.31. Mnozina A C (P, o) je uzaviend, prdvé kdyZ plati:
(xn €A, z, - 1x)= (x€A). (12.38)

Diikaz. Podle vyjddieni uzavéru z Tvrzeni 12.3.30 plyne z podminky (12.38) in-

kluze A C A, a je tedy A = A (druha inkluze je trividlni). Zbytek je dusledkem
Tvrzeni 12.3.30. O

Piiklad 12.3.32. Omezeny prostor R* z Pifkladu 12.3.8 m4 za podprostor R!. Ozna-
¢ime-li jeho metriku o a g eukleidovskou metriku na R, snadno nahlédneme, Ze interval
(a,b), —00 < a < b < 0, je otevienou mnozinou v obou prostorech a ze topologie v obou
prostorech jsou tvofeny stejnymi systémy (otevienych) mnozin, i kdyz z hlediska metrik
se prostory vyrazné lisi, nebot jeden je omezeny a druhy nikoli.

Tvrzeni 12.3.33. Pro kaZdou M C (P,p) je mnoZina OM uzaviend mnoZina.
Dale plati o o o
OM=MNP\M=MnN(P\M°)=M\M°. (12.39)

Diikaz. S pfihlédnutim k Poznamce 12.3.26 (3) a ke vztahtim (12.37) staci dokazat
inkluzi M\ M° C OM. Bod z € M \ M° je v8ak limitnim bodem M, ktery neni
vnifnim bodem M, je tedy i limitnim bodem P\ M, lezi tedy v OM, ¢imz je dikaz
dokoncen. O

Historicka poznamka 12.3.34. Pojem hranice mnoZiny se postupné vyvijel; k vyvoji
prispéli zejména CARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815 — 1897) praci z r. 1861,
RICHARD DEDEKIND (1831 —1916) (1871), GIUSEPPE PEANO (1858 —1932) (1887) a Ma-
RIE ENNEMOND CAMILLE JORDAN (1838 — 1922) (1893).
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Tvrzeni 12.3.35 (Fréchet 1906). Mnozina M C (P,p) je uzaviend v (P, o),
prdvé kdyz M' C M.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, M je uzaviend mnozina. Je-li  hromadny bod
mnoziny M, existuje posloupnost bodt =, € M, z, # z, konvergujici k bodu
2. Z Dtsledku 12.3.31 plyne x € M = M, takze M’ C M. Jiz jsme ukazali, ze
existuje-li posloupnost {x,,} bodi z M tak, Ze x, — = ¢ M, pak pro zadné r > 0
neplati B(z,r) C P\ M, takze M neni uzaviend mnozina; snadno je vSak vidét,
7e x € M’, a tedy neplati ani M’ C M. O

Tvrzeni 12.3.36 (Fréchet 1906). Necht (P, o) je MP, M C P. Potom mno-
Zina M’ viech hromadngch bodi M je uzavrend v P.

Diikaz. Podle definice hromadného bodu je x € P\ M’, préavé kdyz existuje r > 0
tak, ze P(z,r) := (B(z,r) \ {z}) N M = . Pak je vSak mnozina B(z,7) N M
jednobodova a x je izolovany bod M, nebo je B(x,r) N M prazdni. V obou
pripadech je B(z,r) N M’ prazdnd, a tedy P\ M’ je oteviend mnozina, coz dava
tvrzeni. O

Poznamka 12.3.37. Mezi pojmy, které jsme zavedli, existuje celd fada souvislosti, zda-
leka jsme nepopsali v8echny. Tak napf. z rovnosti, které jsou dusledkem (12.37), plyne

9A=ANP\A=(P\(P\A))N(P\A°) = P\ (P\ A)° UA°),
takze pti A C (P, p) se P rozpadd na tii disjunktni ¢asti: A°, 0A a (P \ A)°. Jiné sou-
vislosti jsou dulezitymi dikazovymi prostiedky nebo umoznuji lepsi pochopeni pojmi.
Pro procviceni by se mél ¢tenaf po prostudovani této kapitoly sdm pokusit néjakou dalsi
souvislost objevit a dokazat.

Priklad 12.3.38. Zamyslime-li se nad obéma metrikami z Piikladu 12.3.32 a je-
jich splyvajicimi topologiemi, vidime, Ze posloupnost {z,} konverguje k témuz
bodu x € R v obou prostorech, nebo v obou prostorech diverguje.

Znamena-li p a o totéz co v Prikladu 12.1.13, je pro kazdou posloupnost bodu
Zn € P a kazdy bod z € P podminka ¢ (z,,z) — 0 ekvivalentni s podminkou
0 (zn,z) — 0; zabyvame-li se jen témito dvéma metrikami v P, lze psit z,, — =
bez vysvétleni, zdali je konvergence myslena pii metrice o nebo pfi metrice o.

Pritom je situace trochu odli$na, nez u ekvivalentnich norem. Z defini¢niho
vztahu

o(z,y) = o(z,y)/(1 + o(z,y)), =yeP

plyne o(z,y) < o(x,y). Jestlize vSak neni metrika ¢ omezena na P x P, pak pro
7adné C, 0 < C < 1, neplati Co (z,y) < o(z,y). Pro kazdé x € P vsak plati

(1/2)o(z,y) < o(x,y) < o(z,y) (12.40)

pro tay € P, pro ktera je o(z,y) < 119); k tomu stai zjistit, pro ktera z € [0, c0)
plati /2 < x/(1 4+ z). Je uzitetné si povdimnout, ze i kdyz by byla metrika o

10) Vztah (12.40) neplati pro viechna z,y € P!
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generovana normou, metrika ¢ z ni vytvofena tuto vlastnost neméa. Pt¥iklad nas
motivuje k nasledujici definici.

Definice 12.3.39. Rikame, Ze metriky 0 a o jsou v prostoru P ekvivalentni,
plati-li pro kazdou posloupnost bodi z,, € P a kazdé = € P ekvivalence

limz, =xv (P,9) <= limz,=zv (Po). (12.41)

Potom fikame, ze g, o jsou ekvivalentni metriky na P.

Cviceni 12.3.40. Dokazte, Ze pro kazdou spojitou rostouci funkci 7' : R — R je funkce

o(z,y) =|T(x)-T(y)|, =yeR,

metrika ekvivalentni s eukleidovskou metrikou.

Priiklad 12.3.41. Ozna¢me s mnozinu vSech posloupnosti realnych &isel, ve které je
s¢itani posloupnosti a nasobeni posloupnosti ¢islem definovano ,,po soutadnicich®. Pak
je s zfejmé linedrni prostor. Pro kazdé dva jeho elementy = = {z}, y = {yr} polozme

oo

_N"gk LT —yk] ,

Potom je p metrika na s. Poznamenejme predevsim, ze fada vpravo konverguje, protoze
>y 27% je jeji konvergentni majoranta. Nezaporny vyraz o(z,y) je roven 0, pravé kdyz
je kazdy z nezapornych s¢itanci vpravo roven 0, tj. pravé pii x = y. Protoze symetrie
je zfejma, staci dokazat trojihelnikovou nerovnost. ovéfeni ostatnich vlastnosti metriky
je lehké. S ohledem na Pfiklad 12.1.13 plati specidlné pro v8echna xi, yi, zr € R

T |z — 2kl |2k — Y|
14|z —ye|l — 14 |ze — 26l 14 |26 —ysl’

keN.

Nyni sta¢i nerovnosti postupné nasobit faktorem 27" a se¢ist od k =1 do oo.

I kdyz je o metrika na linedrnim prostoru, neni generovana Zddnou normou na s.
To je snadny disledek Pozndmky 12.1.8, pro vzdélenost konstantni posloupnosti {z},
zr = 5, od pocatku dostavame

oo

o({5}, {0}) = 22321_% = 45 =5a({1h (0]

Ukazme jesté, ze konvergence v (s, 0) je, podobné jako v A™ (viz Piiklad 12.3.18)
konvergenci po soufadnicich, tj. pro kaZdou posloupnost bodu z™ 2z s, ™ = {x,(cm} a
kazdy bod x = { zx} € s je

(lim om(z™,2) =0) < (lim m,(c") = x, pro vSechna k € N). (12.42)
n—o0 n—o0

Abychom nemuseli psat zbytecné slozité vyrazy, ozna¢me V levou stranu a W pravou
stranu ekvivalence (12.42). ProtoZe pro kazdé k € N plati nerovnost

(n) _
|2y — ] P o(e™, ),

14|z — |
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plyne z vyroku V vyrok W. Obracené, jestlize je ddno ¢ > 0, zvolme p € N tak, aby
Z:o:p 1 27k < €/2. Z vyroku W plyne existence takového indexu no, Ze pro vsechna
n >mnge avsechna k=1,2,...,p je

(n) €
|:IJk —mk‘<%
Potom vsak je zfejmé
=1 |2 - 1 (e =1 |2 -
D T T F T X W <
i1 2 14y, | o4 14|z — | k=p+1 L4 |z — oy |
D oo
1 e 1
<Dggt Yo o<e
k=1 k=p+1

pro vSechna n > mg. Z vyroku W plyne tedy vyrok V, a tim je ekvivalence (12.42)
dokazana.

Priklad 12.3.42. Necht A # () a M(A) je mnoZina vSech omezenych funkci defino-
vanych na mnoziné A. Vzhledem k ,bodové“ definovanym standardnim operacim je to
ziejmé linedrni prostor. Polozme pro kazdé f € M(A)

[fllee :=sup{|f()]; t € A}.

a dokazme, ze jde skute¢né o normu; fikad se ji obvykle supremovd. VSechny ostatni
vlastnosti normy jsou evidentni, staci dokazat trojuhelnikovou nerovnost. K tomu staci
vyjit z nerovnosti

[(F+9)@O < fB)]+]19(t)]

platné pro kazdé t € A a prejit k supremu nejdfive vpravo a pak vlevo. Konvergence

v metrice o(z,y) = || — Y|/, generované touto normou, hraje v matematické analyze
velmi dulezitou ulohu; nazyva se stejnomérnd konvergence.
Polozime-li A := [a,b], ziskdme dtlezity prostor M([a,b]), jehoz podprostorem je

prostor C([(,a])(b)), ve kterém lze v definici normy nahradit supremum maximem.

Priklad 12.3.43. Obé normy, zavedené v Ptikladu 12.2.6 na C([a,b]) lze velmi jedno-
duse srovnat v nasledujicim smyslu: pripomenme, ze plati

5= [ 1s@1de < [ supllf@) o € [a,bl}dt = b=l

Odtud plyne, ze posloupnost funkci f, € C([a,b]) konvergentni v normé || - ||oc konver-
guje i v norms || - ||1. S metrikou odvozenou od normy || - ||1 jsme se jiz jednou setkali
pii vySetfovani Riemannova integralu v Pozndmce 11.2.37, resp. ve vztazich (11.28)
a (11.29).

Da se ukazat, ze definice vSech zakladnich pojmt, které jsme v této ¢asti kapi-
toly zavedli, by bylo mozné vyslovit jak pomoci okoli, tak pomoci limit posloup-
nosti. Nezli se budeme zabyvat v dalsi kapitole MP se specidlnimi vlastnostmi,
ukézeme si, jak se v MP pracuje s konvergenci a se spojitosti. Dokdzeme o ni
nékolik uzitecnych tvrzeni.
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12.4 Spojitost

Ozna¢me pro x € (P, 0) mnozinu v8ech B(z,r) C P symbolem s 5, a mnoZinu
vSech otevienych G C P obsahujicich bod = symbolem G, ; jsou to tedy vSechna
okoli bodu x v uzsim a $irsim smyslu.

Definice 12.4.1. Rekneme, 7e zobrazeni f : (P,0) — (Q,0) je spojité v bodé
x € P, jestlize

(Ve > 0)(30 > 0)(Vy € B(z,9))(f(y) € B(f(x),¢)). (12.43)

Snadno nahlédneme, Ze stejné jako v R miZeme pouzit ekvivalentnich vyjad-
feni: pro kazdé okoli U(f(x)) bodu f(z) existuje okoli V(z) bodu z tak, Ze je
F(V(x)) CU(f(x)), resp. pro kazdou posloupnost {z,} bodd z, z P, pro niz
Tn — x € P, je f(x,) — f(x). Logickymi symboly vyjaddfeno jde o podminky

(VU(f(x)) € Gp))AV(z) € Gu)(f V() C U(f(2))), (12.44)
(xn, € P, &y —x € P)= (f(xp) — f(x)). (12.45)

nebo, i kdyZ trochu nepfesné

(VU(f () BV () (f(V(z)) CU(f(x))).

UkaZme napf., Ze je jedno, zda pracujeme s ,kulovymi“ okolimi z B, nebo obec-
nymi otevienymi mnozinami z G, tj. Ze podminky (12.43) a (12.44) jsou ekviva-
lentni: Je-li splnéna podminka (12.44), existuje specidlné k okoli B(f(z),¢) € By(x)
otevfend mnozina V(z) obsahujici B(x,d) pro né&jaké 6 > 0 tak, Ze plati inkluze
f(B(z,0)) C f(V(x)) C B(f(x),¢).

Je-li splnéna podminka (12.43), postupujeme takto: Zvolme U(f(z)) € Gy(a)-
Déle zvolime B(f(z),e) C U(f(x)) a k této mnoziné najdeme dle(12.43) B(z, )
tak, aby f(B(z,0)) C B(f(z),e). Polozime B(x,d) = V(z) a dostaneme

fV(x)) = f(B(z,0)) C B(f(x),e) CU(f(z)).
Definice 12.4.2. Rikdme, Ze zobrazeni f : (P,0) — (Q,0) je spojité (na P),
jestlize je spojité v kazdém bodé x € P.
12.5 Topologické pojmy
Definice 12.5.1. Necht zobrazeni f : (P,0) — (Q,0) je spojitd bijekce a in-
verzni zobrazeni f~! je také spojité. Potom ¥ikame, Ze f je homeomorfismus mezi

prostory P, Q. Rikadme dale, ze (P, 0), (Q,0) jsou homeomorfni, existuje-li mezi
(P, 0), (@, 0) homeomorfismus.
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Poznamky 12.5.2. 1. Pojmy, které se pfenaseji (zachovavaji) homeomorfismy,
nazyvame topologické. Tak napf. otevienost mnoziny se pfi zobrazeni homeomort-
nim zobrazenim zachovavé, jde tedy o topologicky pojem. Omezenost metrického
prostoru se homeomorfismem zachovat nemusi; viz Priklad 12.1.13. Tento pojem
proto neni topologicky. Jak jiz vime, pojmy ¢i vlastnosti, které se zachovavaji izo-
metriemi, se nazyvaji metrické. Izometrické prostory jsou zfejmé homeomorfni,
avSak homeomorfni prostory nemusi byt izometrické. Homeomorfismus je typic-
kym pracovnim nastrojem pro praci v topologickych prostorech. Kazda topologicka
vlastnost je i vlastnosti metrickou, nikoli v8ak obracené.

2. Homeomorfni obraz diskrétniho prostoru je slozen ze samych izolovanych bodii.
Topologii takového prostoru tvoii systém vsSech jeho podmnozin, neboli vSechny
jeho podmnoziny jsou oteviené (a zarovein i uzaviené).

3. Interval [0,1] s eukleidovskou metrikou je homeomorfni s R*, pokud zavedeme
na R* metriku postupem z Poznamky 12.3.7.

4. Je-li identické zobrazeni homeomorfismem mezi prostory (P, o) a (P, o), jsou
metriky o a o ekvivalentni metriky na P. Obracené: Jsou-li ¢ a o dvé ekvivalentni
metriky na P, je identické zobrazeni (P, o) a (P, o) homeomorfismem.

5. Pojmy, které jsou metrické, avsak nikoli topologické, mohou byt piesto velmi
dulezité. Napr. pojem stejnomérné spojitosti, kterym se budeme dale zabyvat,
nent topologickym pojmem.

I kdyz déle pojem topologického prostoru nerozvijime, postupujeme tak, aby
pro ¢tenare nebylo obtiZzné se s nim eventualné samostatné seznamit.

Jestlize chceme definovat limitu (redlné nebo komplexni) funkce vzhledem
k mnoziné M v kontextu metrickych prostori,, musime byt opatrni. Je-li M C (P, p)
a je-li f funkce definovand na M, definujeme jeji limitu pouze v hromadngch bo-
dech mnoZiny M.

Definice 12.5.3. Rekneme, Ze ¢islo A je limitou f vzhledem k M C (P, p) v hro-
madném bodé€ a mnoziny M, jestlize plati

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € M, p(z,a) < 8)(|f(x) — Al < e).
V takové situaci uzivaime obdobného oznaceni jako diive a piSeme

li =A. 12.46

xel\/},na%—m f(l‘) ( )

Neni obtizné si uvédomit, ze opét plati ekvivalence stejného typu jako u Hei-

neho definice limity. Plati (12.46), pravé kdyz pro kazdou posloupnost bodii

2y €M, xx, # a, k € N, pro kterou x — a, plati f(z;) — A. Dikaz této
ekvivalence prenechame ¢tenari.

Poznamka 12.5.4. Je-li f definovana na M, je f spojitd v bodé a € M, pravé
kdyZ pro kazdou posloupnost bodt x € M, z, — a je také f(xp) — f(a). Pro
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izolovany bod mnoziny a € M jsou vSak posloupnosti {zy} konvergentni k a skoro
konstantni, tj. existuje n € N takové, ze xx = a pro vSechna k > n.

storu R je lim,_,, f(z) = A, pravé kdyz pro kazdou posloupnost {z\}, z; # a,
zk — a, je f(zr) — A. V bodé a, ktery je izolovangm bodem mnoZiny M neni
limg 00 o,em f(2k), definovana, nebot zadna takova posloupnost bodu xj, € M,
xp — a, pro kterou by platilo x; — a, neexistuje. Naproti tomu je f v bodé
a spojitd a bude spojitd i v piipadé, ze jakkoli jeji hodnotu v bodé a zménime.
Proto bychom pfi pokusu definovat konsistentné limitu f v izolovaném bodé M
okamzité narazili na problém jeji jednoznacnosti. Limitu vzhledem k M C (P, p)
funkce f definujeme pouze v hromadngch bodech mnozZiny M.

Tvrzeni 12.5.5. Necht A C (P,0), A # 0. Potom x — da(x), x € P, je spojitd
funkce na P.

Diikaz. Stadi zvazit vyznam nerovnosti (12.27) z Piikladu 12.3.5, ze které spoji-
tost pfimo vyplyva. O

Poznamka 12.5.6. Z teoretického hlediska neni na definici spojitosti zobrazeni v bodé
nic nového. S priklady spojitosti tohoto typu jsme se jiz setkali. Jestlize zavedeme na
prostoru C([a,b]) stejnomérnou metriku, pak Diusledek 11.2.36 ukazuje, Ze funkcionél
A, definovany v Oznaceni 11.2.28, je spojity. Tam jsme odvodili odhad (11.29), ktery lze
prepsat do tvaru
|A(f) = Alg) | < 01(f,9) < (b—a)oe(f,9) -

Na prostoru R(a,b) se supremovou metrikou je A rovnéz spojity. M4 to vSak jeden
,hacek“: abychom z || fn — f]lec — 0 a fn € R(a,b) mohli odvodit A(fr) — A(f), museli
bychom navic védét, ze plati i f € R(a,b).

Uvedme nyni nékolik podminek ekvivalentnich s ,,globéalni spojitosti“, tj. spo-
jitosti na celém prostoru.

Véta 12.5.7 (Hausdorff 1914). Pro kaZdé zobrazeni f : (P,p) — (Q,0) jsou
ekvivalentni tyto podminky:

(1) zobrazeni f je spojité na P;

2) mnozina f~(G) je oteviend v P pro kazdou mnozinu G C Q otevienou v Q;

(2)
(3) mnozina f~1(F) je uzaviend v P pro kazdou mnoZinu F C Q uzavienou v Q;
(4)

4) pro kazdé A C P je f(A) C (f(A).
Poznimka 12.5.8. V &asti (4) je uzavér A samoziejmé uzavérem v prostoru P, (f(A)
uzavérem v prostoru ). Nékdy se zaclenuji mezi podminky véty i néktera ekvivalentni vy-
jadFeni spojitosti ve vSech bodech prostoru P, kterd jsme poznali dfive; srovnej napt. [12].
Diisledkem podminky (2) je napf. charakteristika spojitych funkei, se kterou se éte-
naf jisté setkd: funkce f je spojitd na (P, p), jestlize jsou pro vSechna o € R mnoziny
{z € P; f(z) < a}a{zeP; f(x) > a} oteviené.
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Dikaz. Dokadzeme postupné fetéz implikaci
MH=@=0=2=0.

(1) = (4): Je-li z € A, existuji body z,, € A tak, Ze x,, — . Pak je f(z,,) € f(A)
a ze spojitosti f plyne, Ze f(x,) — f(x); z toho plyne f(x) € f(A).

(4) = (3): Prfedpoklddejme, ze FF = F C @ a dokazme, Ze pak je uzaviend i
mnozina A := f~1(F), tj. 7 A C A. Podle (4) je

fA) =N F) C f(f Y (F)cF=F,
takze B o
AC [THfA) C fHF) = A;

(3) = (2): Je-li G C @ oteviend mnozina, je F := @ \ G uzaviend. Podle (3) je
tedy uzaviena i f~1(F), takze

FHE) =R\ = fTHN\STHF) =P\ fTH(F),

coz je jakozto doplnék uzaviené mnoziny oteviena mnozina.
(2) = (1): Je-lie > 0 a x € P libovolné zvoleny bod, pak

FTHB(f(2),€))

je oteviend mnozina a s bodem z obsahuje i B(z,d) pro jisté § > 0. Odtud ale
plyne spojitost f v z, a proto je zobrazeni f spojité v P. O

Piiklad 12.5.9. Funkce f(z) = sin(1/z), z # 0, f(0) = 0, zfejmé neni spojitd v bodé
0; vSimnéte si, ze pro

M= f7H([1/2,1])
plati 0 ¢ M, ikdyz zfejmé je 0 € M. Funkce f tedy nespliiuje podminku (3) z Vety 12.5.7.

Poznamka 12.5.10. V obou Cechovych knihach [4] a [5] je uzavér mnoziny A C (P, o)
zavadén pomoci funkce d4(z) vzdalenosti bodu z od mnoziny A. Toto pojeti ma nékteré

Priklad 12.5.11. Je-li A C (P, o) libovolnd neprazdnd mnozZina a je-li ¢ > 0,
nazyva se mnozina

Ge(A) :={x € P;da(z) < e}
g-okoli mnoZiny A. Dokazme, Ze pro kaZdou neprdzdnou mnoZinu A C (P, o) je
A={z e P;da(z)=0}.

Ozna¢me M mnozinu na pravé strané. Je zfejmé uzaviend a obsahuje A, tedy
AC M. Jelliy ¢ A, existuje 6 > 0 tak, ze B(y,0) N A = (. Je zfejmé, ze pak
da(y) > § a bod y nelezi v M. Tim je rovnost M = A dokazéana.
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Véta 12.5.12. Pro kazZdé dvé neprdzdné disjunktni uzaviené mnoZiny v metric-
kém prostoru (P, o) ewistuje spojitd funkce f : P — [0,1] tak, Ze f~1(0) = A,
Y1) =B a0 < f(z) <1 pro vsechna x € P\ (AU B).

Diikaz. K dikazu pouzijeme vzdélenost d 4 (x) bodu x od mnoZiny A. Staéi poloZit

dA(a:)

0= T+ an

Funkce f je spojita a ziejmé je f(A) =0, f(B) = 1. Pro kazdé z € P\ (AU B)
C¢itatel zlomku vpravo mensi nezli jeho jmenovatel, takze 0 < f(x) < 1. O

12.6 Spojitost funkci vice proménnych

Velmi dillezitou partii analyzy tvofi vysetfovani funkci vice proménnych, pripadné
zobrazeni mnozin z R™ do R* s n,k € N. Pfislugnou teorii, ktera je relativné
obsahlé, nebudeme rozvijet. Na jednoduchém ptikladu si vSak pFiblizime nékolik
zékladnich poznatk.

Z toho, co jsme jiz fekli, specialné vyplyva definice spojitosti funkce vice pro-
meénngjch, tj. zobrazeni f : R™ — R!. Viimneme si toho, Ze praktické vysSetieni
spojitosti nebo limity funkce vice proménnych neni az zas tak jednoduché, jak
by se na prvni pohled po precteni zakladnich definic mohlo zdat. Tuto cast je
tfeba chapat jako pripravu pro Kapitolu 14, v niz se sezndmime bliZe s diferenci-
4lnimi rovnicemi. Poznamenejme, Ze tak jako v R! uZivame v R™ ekvivalentnich
podminek pro spojitost typu Heineho definice spojitosti apod.

Priklad 12.6.1. VysSetfeme funkci dvou proménnych

__ Ty
f(x’y)_:zr2—|—y2'

Podle nasich diivéjsich timluv, které opét preneseme z R! na R™, m > 1, budeme
pokladat za Dy mnozinu vsech [z,y] € R2, pro néz ma vyraz v rovnosti vpravo
smysl, tedy

Dy ={[z,y] € R} 2* +y* # 0} = R*\ {[0,0]}.

Je také ziejmé, Ze pii vySetfovani limit & spojitosti v R? musime pracovat s ,,dvou-
rozmérnymi* okolimi vySetfovaného bodu. K vysetfeni pouzijeme vhodné zvolené
posloupnosti. ProtoZe pro posloupnosti bodt [0,1/n] a [1/n,1/n], n € N, plati

-2

£(0,1/n) =0 —0 a také f(l/n,l/n):2r;72:1/2—>1/2,

nemd funkce f limitu v pocatku.
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Je-li {y = kx; 2 € R, k € R} svazek pfimek prochazejicich pocatkem, pak
pro kazdou pfimku mé restrikce f na tuto pfimku v pocatku limitu:
kx? k k
li kr) =lim ———— = lim —— = —— .
wll)l%)f(l’, I) IEE) 2 + k242 wllg) 1+ k2 1+ k2
Jak vidime, tato limita zavisi na k. Zejména je nutno pochopit, ze napft. spojitost
restrikce funkce f : R? — R na kazdé p¥imce prochézejici bodem [0, 0] nezarucuje
jeSté spojitost f v tomto bodé. P¥i vyvoji spojitosti funkci vice proménnych nebylo
prekonani predstavy, Ze ,oddélena spojitost®, tj. spojitost funkci

[fry= fay), fUrre fly)

pro vSechna z, y € R, nesplyjvd se spojitosti f v R? podle nasi definice; v minulosti,
v zarodku teorie funkci vice proménnych, nebylo zcela jasné, jak se tyto véci lisi.

Piiklad 12.6.2. VySetfeme nyni funkci
z?y
flz,y) = PR
Je opét Dy = R?\ {[0,0]}. Pro posloupnosti bodt z pfedchazejiciho piikladu [0,1/n]
a[1/n,1/n], n € N, plati

-3
f(0,1/n)=0—0 ataké f(1/n,1/n)= n—4n+ = 1/7%11 —

0,

aviak presto funkce f nemd limitu v pocatku. Je-li {y = kz?; = € R, k € R} svazek para-
bol, pak pro kazdou takovou parabolu ma restrikce funkce f na tuto parabolu v pocatku
limitu zavislou na parametru k

kx* k k

li Jka?) = lim ———— — = lim —— = —
zli%f(x z ) zli% {L‘4+k2m4 z%1+k2 1+k2

avsSak pri pouziti svazku primek je tato limita stale rovna 0. Lze sestrojit priklady, které
na misté svazku pfimek maji mnohem komplikovanéjsi svazky polynomialnich kfivek
apod.; viz napf. [8].

Historicka poznamka 12.6.3. V této kapitole je jen malo tvrzeni, historicky komen-
tal se proto tyka prevazné vyvoje teorie a jejich zakladnich pojmut. Zatim jsme se vétsi-
nou zabyvali pouze priklady; pokud jsme uvadéli tvrzeni, jde ve vétSiné pripadt o piepis
néceho, co jsme poznali jiz dfive, do jiného oznaceni.

Cauchyho nerovnost prodélala pomérné dlouhy vyvoj. Protoze existuji dalsi zo-
becnéni této nerovnosti, byva k jejimu oznaceni uzivano libovolné kombinace jmen
Cauchy, Schwarz, Bunjakovskij. To mé nésledujici kofeny: LoUls AUGUSTIN CAUCHY
(1789 — 1857) odvodil nerovnost v popsaném tvaru. VIKTOR JAKOVLEVIC BUNJAKOV-
SK1J (1804 — 1889) dokézal platnost integrélni varianty nerovnosti r. 1859. Nezavisle k ni
dospél r. 1875 CARL HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843 — 1921), ktery ji pak zobecnil
i na vicerozmérny integral r. 1885.
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Poznamenejme, Ze podstatnou ¢ast teorie normovanych linedrnich prostorti vytvo-
Fil Frederik Riesz pt¥i studiu prostort (P (v obecnéjsi formé) jiz v r. 1913 v praci [13].
Rovnéz i stézejni tvrzeni z této oblasti matematiky byla znama pred r. 1932, kdy vysla
kniha [1]. Vlastnosti normy v normovaném linedrnim prostoru jsou v pfimé souvislosti
s konvexitou kouli B(z,r) v tomto prostoru. Koule v £, s rostoucim p € [1,00) rostou
monoténné, meznimi pipady jsou ,étvercové koule“ v £3 a £5°, nebo osmistén a krychle
v £} a €. Viz Obr. 3 v této kapitole, na kterém &sla 1,2, ..., co jsou vybranymi hod-
notami parametru p; obrazek je pouze schématem pro lepsi predstavu véci. Za zminku
stoji fakt, Ze nerovnost z Lemmatu 12.2.8 dokazal o rok dfive v modifikované podobé
LEONARD JAMES ROGER (1862 — 1933), OTrT0 LUDWIG HOLDER (1859 — 1937) jeho
praci cituje; viz [11]. Myslenka dikazu Minkovského nerovnosti z Holderovy nerovnosti
pochézi od F. Riezse z prace [13].

Charakteristika globalni spojitosti (ekvivalence podminek (1) — (3) z Véty 12.5.7) po-
chazi od Hausdorffa z préace [9]. Jind zavaznéjsi tvrzeni v této kapitole obsaZena nejsou.
Teprve vSak nasledujici kapitola ukaze, proc¢ je tento ,novy jazyk“ tak vyznamny. Jeho
vyznam pro analyzu je srovnatelny s vlivem, ktery pfinesla teorie mnozin, a je pokraco-
vanim jejiho vyvoje v jistém sméru.

Jiz bylo feCeno vyse, ze metrické prostory zavedl Fréchet r. 1906. Nekdy se udava
jind doba, vétsina autorti vSak odvozuje tdaj od publikace jeho préace [7]. Pfiblizme si
jeho definici: Uvazujme t¥idu (V) pruki libovolné povahy, ale takoviych, Ze lze o kaz-
dych dvou tici, zda splyvaji ¢i nikoli. Navic takovym dvéma prvkum lze priradit cislo
(A,B) = (B, A) >0, které md ndsledugici dvé vlastnosti: 1° Nutnou a postacujict pod-
minkou k tomu, aby (A, B) byla nula je, aby A a B splyvaly. 2° Ezistuje nezdpornd
funkce f(g) jdouci k O spolu s e takovd, Ze nerovnosti (A,B) < ¢, (B,C) < e ddvaji
(A,C) < f(e), at jsou body A, B,C jakékoli. Jinak Teceno, staci, aby (A,B) a (B,C)
byly malé, aby platilo totéz o (A,C). Cislo (A, B) nazyvdme odlehlost (voisinage) bodi
A a B.

O kus déle Fréchet zavadi ve v§i obecnosti metriku (I’écart) a uvadi i trojihelnikovou
nerovnost: (A, B) < (A,C) + (C, B). Z¥ejmé predpokladd i jeji symetrii, a¢ ji vyslovné
neuvadi, nebot se vraci k definici t¥idy (V) popsané vyse a fika, ze pro metriku staci volit
napf. f(g) = 2e. Pro prostor v nasem smyslu metricky uziva oznadéeni (E) a upozoriiuje,
ze (dle jeho definice) metrika je vzdy vzdalenosti, a tedy t¥ida (E) je vzdy i tfidou (V).

Bylo by nespravedlivé nezminit alespon nékteré Fréchetovy predchiidce. K tvorbé
jednotlivych zakladnich pojmt v kontextu eukleidovskych prostori vyznamné piispéli
napf. Camille Jordan, JULES HENRI POINCARE (1854 — 1912), FELIX EDOUARD JUSTIN
EMILE BOREL (1871 — 1956), RENE-LouIs BAIRE (1874 — 1932) a HENRI LEON LEBE-
SGUE (1873 — 1941). Na pozdé&jsim formovani teorie v obecnéjsim kontextu se podileli
VITTO VOLTERRA (1860 — 1940), DAVID HILBERT (1862 — 1943) a IvAR FREDHOLM
(1866 — 1927). Zéroven je tim pokryt popis vzniku (metrizovatelnych) topologickych
prostorti.

Poznamenejme jesté srovnani: Fréchetova teorie byla zaloZena vpodstaté na pojmu
konvergentni posloupnosti a pfi svém zrodu nebyla dostatecné obecna. Frederik Riesz
nacrtl v letech 1907—8 obecnéjsi teorii, jejimz zakladem byl pojem hromadného bodu;
jeho pojeti bylo obecnéjsi, ale i komplikovanéjsi a sam autor se dal§imu rozpracovavani
teorie metrickych prostort v celé sifi nevénoval a soustfedil se na nékteré specidlni
problémy.

Kromé Banachovych prostorii (iplné normované linearni prostory) a Hilbertovych
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prostori (uplné prostory se skaldrnim souéinem) se vyskytuje mnoho specidlnich pro-
storti, pojmenovanych po slavnych objevitelich. Pozor, napf. Fréchetiv prostor neni
obecny MP, ale tuplny metricky linedrni prostor, ve kterém je metrika definovana pomoci
tzv. paranormy (paranorma je funkce podobného typu jako norma, avSak s vlastnostmi,
které jsou ,slabsi“ nez vlastnosti normy) tak, ze plati

(zn — 2, an = Q) = apry, — ax.

Ctenaf se po precteni nasledujici kapitoly patrné presvédéi, Zze se nékterd nam jiz
zndmd tvrzeni po zobecnéni do kontextu MP stanou mnohem prithledné&jsi, nebot se
oziejmi jejich jadro ¢i mechanismus, ktery je pouzit pfi diikazu (plati to napi. u tvrzeni
o spojitych funkcich na intervalu [a,b]).

V souvislosti s kratkou exkurzi do problematiky spojitosti funkci vice proménnych
poznamenejme, Ze tyto funkce byly zkoumany jiz v 18. stol. JEAN LE ROND D’ ALEMBERT
(1717 — 1783) studoval pomoci nich r. 1748 chvéni strun. Jesté Cauchy r. 1821 zaménoval
oddélenou spojitost se spojitosti (na omyl upozornil r. 1884 Peano).

Literatura:

[1] Banach, S.: Théorie des opérations linéaires, Warszawa, 1932.

[2] Bourbaki, S.: Ocerki po istoris matématiki, Izdatélstvo IL, Moskva, 1963, (pieklad
z francouzstiny).

[3] Cauchy, L. A.: Course d’analyse de I’Ecole Royal Polytechnique, Paris, 1821.

[4] Cech, E.: Bodové mnoziny. Cdst pruni, Jednota &eskoslovenskych matematikti a
fyzik, Praha, 1936, (druhé ¢dst nevysla; viz téz nasledujici citace).

[5] Cech, E.: Bodové mnoZiny, Academia, Praha, 1974, (obsahuje prvni tti kapitoly
knihy z pfedchézejici citace a posmrtné upraveny rukopis jeji druhé ¢asti).

[6] Engelking, R.: General topology, Heldermann Verlag, Berlin, 1989.

[7] Fréchet, M.: Sur quelques points du Calcul fonctionnel, Rend. Circ. Math. Palermo
22 (1906), str. 1 — 74. (s pozndmkou: Thése présentée a la Faculte des Sciences
pour obtenir le grade de Docteur és Sciences).

[8] Gelbaum, B. R., Olmsted, J. M. H.: Counterezamples in analysis, Holden-Day,
San Francisko, 1964, (existuje rusky pteklad z r. 1967).

[9] Hausdorff, F.: Grundziige der Mengenlehre, Leipzig, 1914.
[10] Hausdorff, F.: Mengenlehre, Berlin-Leipzig, 1927.

[11] Maligranda, L.: Why Hélder’s inequality should be called Rogers’s inequality, Re-
search Report Dpt. of Math., Lulead Uni. 10 (1995), str. 1 — 17.

[12] Pultr, A.: Matematickd analyza [1], Matfyzpress, Praha, 1995.

[13] Riesz, F.: Les systémes d’équations linéaires a une infinité d’inconnues, Paris,
1913.

[14] Zajicek, L.: Vybrané partie z matematické analyjzy pro 1. a 2. roénik, Matfyzpress,
Praha, 2003.



