Priklady ke cvi¢eni z MMA — ZS 2013/14
(stieda, M3, 9:50-11:20)

Poznamka (x) : Pokud nebude uvedeno jinak budeme vzdy pracovat s prostory nad télesem T' = R. Ve
vsech ostatnich pfipadech (tj. pfi T' = C), bude téleso explicitné specifikovdno. Budeme pouzivat nékteré
zkratky: MP pro metricky prostor(-y), NLP pro normovany prostor(-y), UP pro prostor se skaldrnim
souéinem (unitarni prostor), TP pro topologicky prostor apod. Pozdé&ji zavedeme jesté dalsi zkratky.

Cviceni 1: Pokud je metrika p na NLP X definovana pfislusnou normou, méa specialni
vlastnosti: pro vSechna x,y, 2z € X a vSechna a € T plati

plzy)=plx+zy+z), plaz,ay)=|alp(z,y).

Proc¢? Znate néjakou metriku na LP, ktera tuto vlastnost nema ? Ma-li metrika na LP
tyto dvé vlastnosti, je generovana néjakou normou ?

Cviceni 2: Vlastnosti normy ,kopiruji“ vlastnosti absolutni hodnoty na R. Uvédomte si
trojuhelnikovou nerovnost pro normu, resp. jeji ¢asti, pokud ji zapisujete v ,,obsaznéjSim“
tvaru

[zl =Nyl | < lle £yl < llzll + lyll,

Tuto slozenou nerovnost budeme casto pouzivat. ze které plyne spojitost normy. Lze
dokazat, ze vSechny normy na LP n-tic redlnych (komplexnich) ¢isel jsou ekvivalentni!

Cviceni 3: Pfipomente zavedeni skalarniho sou¢inu na LP X ! Vlastnosti budeme obvykle
zapisovat ve tvaru:

(x,x) >

[en)

(z,2) =0, pravé kdyz = =0,
By, z) = a(z,z) + B(y, 2) ,
(z,y) = (y,z), resp. (z,y) = (v, ),

8
+
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pricemz posledni vztah uzivame v pripadé, ze pracujeme na LP nad C. Normu na X pak
definujeme vztahem ||z|| = \/(z,x) a pouzivame zkratku UP.

Cviceni4: Dokazte, Zze na UP plati tzv. Schwarzova nerovnost

(@, 9)] < [l lyll!

Cviceni 5: Pro normu na (komplexnim) UP dokaZte pomoci Schwarzovy nerovnosti troj-
thelnikovou nerovnost !



Cviceni 6: Dokazte, Ze norma generovana skalarnim souc¢inem na UP spliiuje podminku:
pro vSechna z,y € X je

lz+ylI* + lz = yl1* = 2(ll=l* + llyll*) ;

(tzv. rovnobéznikové pravidlo; ukazte, Ze tento ndzev ma své opodstatnéni). Existuje
normovany linearni prostor (NLP), ve kterém norma tuto podminku nespliiuje ?

Jestlize norma na NLP X (nad R) spliiuje rovnobéznikové pravidlo, lze odpovidajici
skalarni soucin definovat takto: polozime

(Il +yllI* = llz = ylI*) ;

AN

p(z,y) =

funkce p na X x X je jiz hledanym skaldrnim souc¢inem. Ukazte, ze obecné pres ,definici“
sou¢inu (z,y) := (1/2)(||z + y||*> — ||z||* — |ly||*) cesta nevede. V piipadg, ze pracujeme
s prostorem X nad C, je p(iz,y) = —p(z,iy) a hledany skalarni sou¢in ma tvar

(IIJ, y) = p(fl), y) - ip(i.’B, y)

Dtikaz odpovidajiciho tvrzeni vyzaduje trochu prace.

Cviceni 7: Systém B vSech otevienych mnozin metrického prostoru (X, p) ma tyto
vlastnosti:

(a) 0, X € B,

(b) sjednoceni libovolného podsystému systému B je prvkem B, a

(c) prinik kone¢ného podsystému systému B je prvkem 8.
Vsimnéte si, ze pro libovolnou dvojici bodd =,y € X, z # vy, 1ze nalézt U,, U, € ‘B tak,
zex €Uy, yeUyaU,NU, =0 (systém B oddéluje body prostoru X).

Cviceni 8: Libovolny systém 8 podmnozin mnoziny X s vlastnostmi (a), (b), (c) z pfed-
chazejictho cviceni se nazyvé topologie (na X). Topologii na X velmi ¢asto zna¢ime 7
a dvojici (X, 7) nazyvame topologicky prostor. Prvky systému 7 jsou oteviené mnoZiny
(X, 7) a pomoci nich lze zavést v (X, 7) fadu pojmi, které znate z teorie MP (pozor, vse
,hefunguje* zcela analogicky jako v MP!).

Cviceni9: Trividlnimi topologiemi na X jsou napt. systémy 71 = {0, X} nebo systém
To = P(X) v8ech podmnozin mnoziny X. Které funkce na (X, 1) nebo na (X, 72) jsou
spojité ? Je-li #(X) > 2, 71 neoddéluje body X. (Problém moznosti vytvofit topologii
metrikou nebudeme blize zkoumat.)

Cviceni 10: Ovéfte vSechny vlastnosti standardni metriky na prostoru C'([a,b]). Totéz
provedte pro C([a,b]) s integralni metrikou.

Cviceni1l: Rozmyslete si vlastnosti integralni metriky na prostoru R([,b]) vSech rie-
mannovsky integrovatelnych funkeci na intervalu [a,b]. Jak pracujeme s t¥idami skoro
vsude spojitych funkci?



Cvic¢eni 12: Prostor m je tvofen vSemi omezenymi posloupnostmi, prostor ¢ vSemi kon-
vergentnimi posloupnostmi, prostor ¢y vSemi posloupnostmi konvergentnimi k 0 a prostor
sp vSemi posloupnostmi, které maji pouze konec¢ny pocet nenulovych ¢lenti. Ve vsech lze
zavést pro x = {x; 72, =: {zx} normu vztahem

|1%||co := sup{ |zx|; k € N}

(MuzZeme pracovat s posloupnostmi realnych nebo komplexnich ¢isel.) Jestlize X CC Y
znaci vztah X je linedrnim podprostorem Y, je zfejmé

So CCcpCCcCCmcCCs,

kde s je LP vSech posloupnosti ¢isel (z R nebo z C).

Cviceni13: Normu v prostoru vSech n-tic redlnych (nebo komplexnich) ¢isel lze pro

p > 1 zavést predpisem
n

Il = (3 ael?) "

k=1
Ukazte, zZe je
e = max {Jail b € {1, b} = i xl
Tyto prostory znacivame 2 (je tedy £5° CC m).

Cviceni 14: Analogicky zavadime pro p > 1 prostory posloupnosti: Na linedrnim pros-
toru ¢? vSech posloupnosti x = {z}}, pro néz je > ;- |xx|P < oo definujeme

Il = (- Jaul?) .

k=1
P1i pouziti tohoto oznaceni je rozumné klast £°° = m z analogickych divodd jako ve
Cviceni 7.
Cviceni 15: Zavedte na R x R nezapornou funkci o(x,y) predpisem

lz—yl |

Vsimnéte si, Ze je omezend a ukazte, Ze o je metrika R! Poznamka: Funkce p na LP X
s vlastnostmi

(1) plx) =20,  (2) p(0)=0, (3) plx)=p(-2)
(4) plz+y) <plz)+py)
(5) pro ty —t apro xx — x je p(txrr —tx) — 0

je paranorma na X. Zkoumejte p(z — y)!



Cviceni 16: Zobecnéte predchozi tlohu a dokazte, Ze je-li p = p(z, y) metrika na MP X
je také
_ pzy)
1+ p(z,y)
(omezend) metrika na X. To ndm déva moznost zavést omezenou metriku na jakémkoli

MP. Pritom se tato metrika od ptvodni lisi jen ,nepodstatné“ — k této konstrukci se
jesté vratime.

o(z,y)

Cvic¢eni 17: Je pomérné vzité uzivani standardniho oznaceni pro prostory vSech posloup-
nosti realnych, resp. komplexnich ¢isel, které pak uvazujeme jako prostory nad R, resp. C.
Tento prostor 1ze opattit matrikou p napt. tak, ze pro vSechna x,y € X polozime

1 [z —
k— Yk
T,Y) = —
Tento prostor budeme znacit s.
Cviceni 18: Ukazte, ze v s plati: je-li xp — 2o v s a ap — ag v T, pak apxr — qoxp.

Cviceni19: V tomto cviceni zobecnime Schwarzovu nerovnost na R™: pro kazda cisla
P, q € (0, 00) spliujici podminku p + g = p g, neboli

1 1 _
Lyl=i,

a kazdé dva body [z1,...,Zm ], [¥1,-.-,Ym ] 2 R plati Holderova nerovnost
i i 1/p 1/q
S lwanl < (X o) (X Imel)
k=1 k=1 k=1

Cviceni 20: Pro kazdé p, 1 < p < oo, a pro kazdou dvojici bodd = = [x1,...,Zpn],
y=1[v1,..-,Ym ]| z R™ plati nerovnost Minkowskiho (éesky Minkowského)

UL 1/p T 1/p ua 1/p
(D lwn+umt?) < (Xl ) T+ (X lwelr)
= = k=1
Jaky je jeji vyznam v kontextu MP ?

Cviceni 21: Dokazte Holderovu a Minkovskiho nerovnost pro prostory posloupnosti ¢7

(tj. obdobné nerovnosti pro nekone¢né rady) !

Cviceni 22: Pripomerite definici oteviené a uzaviené koule a sféry v kontextu MP.
V diskrétnim MP , jednotkova sféra obsahuje libovolné mnoho disjunktnich otevienych
jednotkovych kouli“.

Cvic¢eni 23: Pripomente si definici diametru mnoZiny. Pro¢ je soucasti definice Cast,
vymezujici specidlné diam())? VSimnéte si vztaht mezi ,polomérem“ a ,primérem*
koule v diskrétnim prostoru !
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Cviceni 24: Jak popisujeme vzdjemny vztah bodu a mnoziny v MP 7 Pfipomente si
definici vnitfniho, vnéjsiho a hrani¢niho bodu mnoziny! Jak se definuje hromadny bod
mnoziny 7

Cviceni 25: Jak definujeme spojitost a limitu funkce, definované na MP ? Pro¢ nemi-
zeme definovat limitu funkce vzhledem k mnoziné v jejim izolovaném bodé ?

Cviceni 26: Definice vzddlenosti mnozin M, N v MP (P, p) je (M, N # ()

dist(M, N) ;= inf{p(z,y); x € M,y € N}.
Casto zjednodusujeme, zde napi. piseme dist(x, A) misto dist({z}, A) a mluvime o vzda-
lenosti bodu od mnoziny.

Cviceni 27: Ozna¢me d4(z) pro neprazdnou mnozinu A C (P, p) vzdalenost bodu x od
mnoziny A. Dokazte nerovnost

| da(z) = da(y) | < p(z,y) -
Je-li x € A, je da(x) = 0. Lze toto tvrzeni obratit, tj. plyne z da(x) =0, ze x € A?

Cviceni 28: Najdéte dvé disjunktni mnoziny v R s nulovou vzdélenosti! Je pro r > 0
vzdalenost B(z,r) a K(x,r) vidy 07 Je pro r > 0 vzdalenost B(x,r) a S(z,r) vidy 07
Je pro r > 0 vzdalenost S(z,r) a K(z,r) vidy 07

Cviceni 29: Lze volit M, N neprazdné uzaviené v R™ s dist(M, N) = 0 disjunktni ?

Cviceni 30: Je vzdalenost d4(x) bodu od mnoziny spojita funkce ? Lze ji néjak vyuzit,
napf. k popisu uzavéru A mnoziny A7

Cviceni31: Normy || - ||; a || - |2 (jde pouze o oznaceni, nikoli o ,,p-¢kové“ normy!) na
LP X takové, ze existuji kladné konstanty C', D a pro vSechna x € X plati
Cllzlly <zl < D]z

se nazyvaji ekvivalentni normy na X. Uvedte ptiklady! Je to symetricky vztah ?

Cviceni 32: Na prostoru C([ a, b]) 1ze definovat supremovou a integralni normu. Zkoumej-
te vztahy mezi nimi. Jsou tyto normy ekvivalentni?

Cviceni 33: Jsou normy || |1, || - ||]2 & ||  ||cc na R™ ekvivalentni? Co lze Fici o norméch
| - |l pro obecné p?

Cviceni 34: Zamyslete se nad moznostmi vytvareni dalsich MP. Jsou-li (P, p) a (Q,0)
dva MP, lze zavést néjak prirozené metriku na P x ) 7

Cviceni 35: Je-li (P, p) MP a definujeme-li

__p(=z,y)
1+ p(z,y)’

je o(x,y) < p(x,y). Neni-li (P, p) omezeny, nelze nalézt kladné konstanty C, D tak, aby
Co(z,y) < p(z,y) < Do(z,y)

pro v8echna x,y € (P, p) (Pro¢?).

o(z,y)
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Cviceni 36: Metriky z predchézejiciho prikladu jsou i jinak odlisné: je-li p generovana
normou, o tuto vlastnost nema.

Cviceni 37: Rikdme, Ze metriky p a o jsou na prostoru P ekvivalentni, plati-li pro kazdou
posloupnost bodti z,, € P a kazdé x € P ekvivalence

limz, =z v (P,p) <= limz,=zv (Po).
Ukazte, ze pro metriky ze Cviceni 11 je

(1/2)p(z,y) < o(z,y) < p(z,y)

pro vSechna x € (P, p) atay € (P, p), pro néz je
p(z,y) <1.

Cvicéeni 38: Eukleidovsky prostor R? a C jsou izometricky izomorfni. Co si pod tim
predstavite 7

Cvideni 39: Oznacime-li C; := {z = 2 +iy € C;y = 0}, je C; izometricky s R1.
Podrobnéji, (metricky) podprostor C; s metrikou indukovanou z (C, p) je izometricky
s R,

Cviceni40: Je-li T prosté zobrazeni mnoziny P do metrického prostoru (Q,o), lze
jednoduse z P vytvorit MP tak, aby T' byla izometrie (P, p) a (T'(P), 0); sta¢i definovat
na P metriku p predpisem

p(@,y) =o(T(x), T(y)), z,yeP.
Toto je jedna z cest, pomoci niz Ize definovat dalsi MP.
Cviceni41: Na prostoru R* = R U {—o00, 0o} definujme zobrazeni do R

T(z):

T

=—, z€R,
1+ |z

a klademe T'(x) := +£1, je-li z = +00. T je prosté zobrazeni R* na interval [—1,1].
Za (Q, o) zvolme [ —1, 1] s metrikou indukovanou z R* a definujme pro vSechna z,y € R*

plz,y) =|T(x) = T(y)|

Tak jsme ziskali dvojici izometrickych prostorti a opatrili R* metrikou.

Cviceni42: Lze z kazdé posloupnosti bodi MP (R*, p), kde p je metrika, definovana
ve Cviceni 39, vybrat posloupnost konvergentni v (R*, p) ?

Cviéeni43: Oznacme K* pilkruznici {[z,y] € R%; 22+ (y—1)2 =1, y < 1} a jeji
body ,,promitnéte z bodu [0,1] na R* “. Pouzijte popsanou situaci k definici zobrazeni
a metriky na R* s obdobnymi vlastnostmi, jaké ma p z predchazejicich dvou cviceni !



7

Cviéeni44: Ozna¢me K kruznici { [z,y] € R%; 22+ (y—1)? = 1} ajeji body ,,promitnéte
z bodu [0,2] na R# := R U {oo}“. Postupujte jako v piedchozim cviceni a pouzijte
popsanou situaci k definici zobrazeni a metriky p na R# s obdobnou vlastnosti, jakou
mél vznikly MP (R*, p) ze Cviceni 40 (resp. 39)!

Cviéeni45: Jsou MP (R*,p) a (R¥, p) tplné, tj. konverguje v nich kazd4 posloupnost,
spliiujici Bolzano-Cauchyho podminku (,cauchyovska® posloupnost)? Uvédomte si, Ze
prosté zobrazeni g := T, kde

oz
14|

T(z): zeR,

zobrazuje nékteré cauchyovské posloupnosti bodu intervalu (0, 1) na posloupnosti bodi
z R, které cauchyovské nejsou !

Cviceni46: Mnoziny Q i R\ Q jsou husté v R. Maji rtiznou ,velikost* (mohutnost) ?

Cviceni47: ,Pohrajte si“ trochu s hustymi podmnozinami v R:

(a) Existuji dvé disjunktni podmnoziny R \ Q husté v R?

(b) Existuji pro kazdé n € N disjunktni podmnoziny M, ..., M, C R\ Q husté v R?
(c) Existuje nekone¢né mnoho disjunktnich podmnozin R \ Q hustych v R?

(d) Necht M C R je spocetna. Je pak R\ M hustd v R?

Zkuste formulovat podobné problémky a pak je feste! Timto zptusobem pfistupujte
i k dalsim pojmim, se kterymi se budeme v ramci teorie MP seznamovat !

Cviceni 48: Ukazte, Ze mnozina M je fidkd v MP (P, p) (tj. (M)o = (), pravé kdyz je

(P\ M) = P.)

Cviceni49: Uvédomte si: komplement husté mnoziny nemusi byt fidkd mnozina, kom-
plement Ffidké mnoziny nemusi byt husta mnozina. Rozmyslete si, ze pridanim jednoduché
vlastnosti budou tyto prechody ke komplementim ,dobfe fungovat®. Napt. komplement
uzavrené ridké mnoziny je hustd mnozina.

Cviceni 50: Je sjednoceni M; U My dvou fidkych mnozin M;, My C (P, p) opét fidka
mnozina ? Je sjednoceni kone¢ného poctu fidkych mnozin v (P, p) opét fidka mnozina ?
Cviceni 51: Je sjednoceni spocetné mnoziny fidkych mnozin v (P, p) opét fidka mnozina?
Cviceni 52: Kolik riznych hustych (¥idkych) mnozin umite nalézt v diskrétnim prostoru

ze Cviceni 407 Kdy je diskrétni prostor separabilni? Kdy je diskrétni prostor totalné
omezeny ?

Cviceni 53: Ilustrujte metodu kategorii na dikazu existence iraciondlniho ¢isla!

Cviceni 54: (*) Dokazte metodou kategorii existenci funkce f € C([a,b]), kterd neni
monoténni na jakémkoli intervalu [¢,d] C [a, b]. Viz pomocny text.

Cviceni 55: (*) Dokazte metodou kategorii existenci funkce f € C([a,b]), kterd nema v
zddném bodé konecnou jednostrannou derivaci. Viz pomocny text.



Cviceni 56: (*) Euler v jedné ze svych praci vySel ze znamého vzorce pro soucet geo-

metrické rady
= 1
k
=——, |f<1,
> == K
k=0

a dosadil za z vyraz e = cost + isint, t € (0,27). Upravami dostal rovnost

- - 1 1 sint
kz_ocos —|—2kz_osm (1 —cost) —isint 2+22—2cost

a porovnanim a upravou realnych c¢asti vyrazii na obou stranach této rovnosti dostal

rovnost
() 1
Y coskt=—.
CcoS 2
k=1

Integraci a vhodnym dosazenim posléze obdrzel

T—t . t+sin2t+sin3t
——— =sin
2 2 3
Uvédomte si vSechny nekorektnosti postupu. (Funkci budeme dale chapat jako 2m-perio-
dickou funkci nespojitou v lichych nasobcich 7, ktera se anuluje ve vSech bodech nespo-
jitosti.)

(Eu)

Cviceni 57: Ukazte, Ze vzhledem ke skalarnimu soucinu (f, g) = 027r f(t)g(t)dt je systém
{et*}, k € Z, ortogonalni!
Cviceni 58: Ukazte, ze vzhledem ke skaldrnimu soucinu (f, g) = 0% f(t)g(t)dt je systém

{1, sinkt, coskt}, k € N, ortogonalni! PouZijte vzorce, znamé ze stFedoskolské latky
2cosa - cosb = cos(a + b) + cos(a — b)
2cosa - sinb = sin(a + b) — sin(a — b) ,

—2sina - sinb = cos(a + b) — cos(a — b) .
CvicCeni 59: Predpokladejte, Ze

+o0
Qo .
ft) = 3 + Z (ax, cos kt + by, sin kt)
k=1
a ze fada vpravo konverguje stejnomérné. Urcete ag, br, k € Ny pomoci f!

Cviceni 60: Pro ¢asteény soucet s, (f,x) Fourierovy fady spojité 2m-periodické funkce
f odvodte pro x =0

sn(f,0) = %/0% f(t)(% +zn:(:oskt> dt.
k=1



Cviceni 61: Nasledujici vyjadieni Dirichletova jadra budeme budeme potfebovat

2 _ sin(n+1/2)t
Dn(t) = (5 +;C°Skt) ~ T 2sint/2

(vyjadieni se sin ma smysl pouze pro x € R\ 27Z, ale rovnost ukazuje, Ze v téchto bodech
ma D odstranitelné nespojitosti). Rovnost dokazte ze vzorce

sin (k + %)t — sin (k — %)t = 2 cos kt sin (%)

dosazenim k =1, 2, ..., n; vzniklé rovnosti ,,sectéte” a upravte.

Cviceni 62: Odhadnéte normu linedrniho funkcionalu L, f = s,(f,0) na prostoru spo-
jitych 2m-periodickych funkei Cor (R)! Je

Ll =suw {2 [ 50D

V tomto odhadu plati ve skute¢nosti rovnost; odtvodnéte ! Nyni normu || D,, || odhadneme
zdola: z nerovnosti |sin(¢/2)| <t/2, t € (0,00), plyne

|ww=/

V poslednim integralu v predchézejicim vztahu provedte substituci v = (n+ 1/2)t a
odhadnéte (jednotlivé kroky zdavodnéte) :

/(n+1/2)7r | sin u| (n—|—1/2 Z/ \Slnu\ du >

0 U “1)r N
>Z—/ sinudu—gil
A km Jo B szlk'

Z divergence harmonické fady dostavame ||L,| = 7~1||D,|| — +o0o pro n — oo, takze
normy || Ly| nejsou stejné omezené.

1 [" 1
Jiisi <1< [ ipa@lae= L1Dal-

—Tr

sin(n + 1/2)t /7r ) dt
- 7 > 1/2 —.
2sint/2 ‘dt_ i |sin((n + 1/2)t)] ;

Cviceni 63: Ovérte predpoklady Banach-Steinhausovy véty a oduvodnéte zaveér: Exis-
tuje f € Cor(R), jejiz Fourierova fada alesponi v jednom bodé diverguje (Paul du Bois-
Reymond, 1873). Plati dokonce vice: V Cor(R) existuje (hustd) mnozina funkci, jejichz
Fourierova tada diverguje na husté podmnoZzine R.

Cviceni 64: Vratte se ke vzorci (Eu) a ukazte, Ze jde o Fourierovu fadu (nespojité) funkce
na levé strané rovnosti, a ze v bodech nespojitosti konverguje k 0 ( = (f(7+)+f(7—))/2).

Cviceni 65: Dokézali jsme Weierstrassovu aproximac¢ni vétu postupem, ktery uzival Lan-
dau. Dikaz si muizete zopakovat v textu, k némuz je pfistup z obsahu prosincovych
cviceni.
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Cviceni 66: V souvislosti s Weierstrassovou vétou jsme se seznamili s vétou, kterou Ko-
rovkin dokazal v r. 1953: Necht L,,:C([a,b]) — C([a,b]), n € N, jsou nezdporné linedrni
operdtory takové, Ze posloupnost {L,, f} konverguje stejnomérné na [a,b] k funkci f pro
f = 1,1d, Id®. Potom posloupnost {L,f} konverguje stejnomérné na [a,b] k funkci f
pro kazdou funkci f € C([a,b]).

Cviceni 67: Bernstein r. 1912 dokazal B, f = f na [0, 1] pro kazdou f € C([0,1]).

antzn:f(%)C;) e*(1—z)"F, xec[0,1].
k=0

Z definice je zfejmé, ze operatory B,, : f — B, f jsou na C(]0,1]) linedrni, nezdporné a
zobrazuji tento prostor do prostoru polynomii.

Cviceni 68: Ukazte v nasledujicich cvicenich, Ze posloupnost {B, f} stejnomérné kon-
verguje na intervalu [0, 1] k funkei f pro tfi funkce f =1, Id, a Id%. Oznatme f;, = Id*,
kE=0,1,2.

Cvic¢eni 69: Rovnost B,, fo = fo pro vSechna n € N plyne z binomické véty.

Cvicéeni 70: Uvazme dale, ze pro 1 < k < n je

%(Z) - (n _nzi)!k! NG —(2;(;)!— nt- C‘::D |

Pro f; dostaneme pomoci pfedchozi rovnosti

By fi(z) = i % (Z) xk(l — :z:)”_k = xki_l (Z : i)xk_l(l _ x)n—k _

takze pro vsechna n € N je B, f1 = fi.
CvicCeni 71: Déle spocteme pro 1 < k <n

(5)2 n _E n—1\ k—-1(n-1 +l n—1\
n k) n\k-1) n \k-1 n\k—1/"
a po upravé dostaneme:

k—=1/n—-1y n-1k—-1/(n-1 _(1_1> n—2

n \k—1) n n—-1\k—-1) n/\k—-2/)
Po dosazeni f> obdrzime pro vSechna x € [0,1]

B, fa(z) = zn: (%)2 (Z) 2 (1 — z)n
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a pak jednoduchou tpravou postupné dostaneme

B fa() = (1- %) i (Z - g) (1 — ) % k:(z B 1) 2F(1— z)" k=

Cvi€eni72: Je-li M C R™ mnozina vSech bodi, jejichz souradnice jsou diadicky racio-
nalni &isla (jsou tvaru k/2°, k € Z, I € N), uréete M, M°, OM!

Cvicéeni 73: Jsou prostory R = R, R™, m € N separabilni ? Je prostor s separabilni ?

Cviceni 74: Necht p je diskrétni metrika na intervalu (0, 1). Je interval (0, 1) s metrikou
p separabilni MP ?

Cviceni 75: Jsou prostory m(= £>°), ¢, ¢y separabilni?

Cviceni 76: Je prostor C([a,b]) separabilni?

Cviceni 77: (*) Kromé elementarniho dikazu (viz napf. pomocny text ¢i prednaska) vy-
plyva separabilita C([ a, b]) i z Weierstrassovy aproximacni véty. Jak véta zni ? (Dokazeme
ji na cviceni).

Cviceni 78: Definujte e-sif mnoziny M ! Najdéte napi. v prostoru C([a,b]) priklad
mnoziny, kterd je omezena a pritom neni totalné omezena !

Cviceni 79: Je prostor m(= £>°), ¢, ¢o Gplny ?

Cviceni 80: Na prostoru C([0,1]) definujme pro kazdé n € N operatory A, tak, ze pro
kazdou funkci z € C([0, 1]) polozime

k k
() == (3)
n n
a A, z je linedrni funkce na intervalu [ (k — 1)/n,k/n], kde k = 1,2,... ,n. Zjistéte, zda
plati

(a)  An(x) — =z, zeC([0,1]),
(b) |An — I leo,ay) — O,

kde I je identicky operator na C([0,1]).
Cviceni81: Je prostor C([a,b]) Gplny ?

Cviceni 82: Znate Weierstrassovu vétu o polynomiédlni aproximaci funkci z prostoru
C([0,1])? Znéate ideu alesponi jednoho jejiho ditkazu ?

Cviceni 83: Je soucin dvou separabilnich metrickych prostoru separabilni metricky pros-
tor?

Cviceni 84: Je soucin dvou uplnych metrickych prostora iplny metricky prostor ?
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Cviceni 85: Je zobrazeni T : (P, p) — (P, p), pro které plati

p(T(x), T(y)) < p(z,y), =z,y€P,

kontraktivni na (P, p) ?

Cviceni 86 (x): Pro posloupnost

s a > 0 jsme nalezli (velmi ddvno) jeji limitu (pfipomerite si!). Souvisi tento ptiklad né&jak
s kontraktivitou zobrazeni ? Slo by tento piiklad zobecnit na piipad n-té odmocniny ?

Cvic¢eni 87: Pfipomenme si Cantorovu vétu v kontextu R i obecného metrického pros-
toru: Necht (P, p)je uplng metricky prostor a necht {A,}22; je nerostouci posloupnost
neprazdnych uzavienych mnozin v prostoru P, tj. An+1 C A, n € N. Necht ddle je

diam(A,) — 0. (%)

Potom ezistuje prdvé jeden bod x € P takovy, Ze {x} =\ _; An.

Ukazte, ze predpoklad (%) je pro platnost véty podstatny. Postfehnete néjaky rozdil
proti klasické ,,jednorozmérné“ vété? Ukazte, ze i dalsi predpoklady Cantorovy véty
jsou podstatné, tj. ze po vynechani monotonie nebo uzavienosti A,, takto modifikované
tvrzeni neplati!

Cviceni 88: Pripomente si Arzala-Ascoliho vétu! Jsou funkce z uzaviené jednotkové
koule v prostoru C([a,b]) stejné spojité ?

Cviceni89: Necht je F systém vSech funkci z prostoru C([a,b]), které maji na (a,b)
vSude vlastni derivaci a plati pro ni } I’ (93)} < 7w, x € (a,b). Jsou funkce z F stejné
spojité ?

Cviceni 90: Na prednésce jste si dokazali redlnou verzi Stone-Weierstrassovy véty: Necht
X C (P, p) je kompaktni a necht A(X) je algebra redlngjch funkci spojitych na X. Oddé-
luje-li algebra A(X) body X a obsahuje-li i konstantni funkci 1, je cl (A(X)) = C(X).
K ni se vazi nésledujici cviceni.

Cviceni91: Je prostor C([a,b]) vSech spojitych funkci na intervalu [a,b] soucasné al-
gebrou ? Oddéluje tato algebra body intervalu [a,b]?

Cviceni92: Také algebra P([a,b]) vSech (restrikci) polynomu na [a,b]| oddéluje body
[a,b], je vSak vlastni podalgebrou C(]a,b]). Co tvrdi v tomto kontextu Weierstrassova
véta o jejim uzavéru cl (P([a,b])) ve vztahu k algebte C([a,b])?

Cviceni 93: Systém vsech funkci z P([a, b]), které se anuluji v bodé (a + b)/2, oddéluje
body [a,b], aviak tato algebra neobsahuje vSechny konstantni funkce na [a,b].

Cviceni 94: Systém vsech funkei z C([a,b]), které se anuluji v bodé (a + b)/2, oddéluje
body [a,b], a je to algebra A. Co je uzavérem této algebry ?
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Cviceni95: Systém B vSech funkci z C([a,b]), které se anuluji ve dvou riznych bodech
z,y € [a,b], je algebra kterd neoddéluje body intervalu [a,b]. Co je jejim uzavérem ?
[ Uzavér cl(B) systému B obsahuje pouze ty funkce z C([a, b)), které lezi v B.]

Cviceni96: Systém P vSech polynomi z B obsahuje pouze jedinou konstantni funkci
f =0, ale cl(P) = B, ale je to opét algebra.

Cviceni97: K ¢emu jsme pouzili pojem tzv. e-pfiblizného fesSeni diferencidlni rovnice

y'=flz,y)? (©)

Piipometime, Ze je-li funkce f v rovnici (Q) spojita v oblasti G C R? a 1) je spojitd funkce
na intervalu I C R, pro kterou [¢,(t)] € G pro vSechna t € I, pak pokud plati pro e > 0
a vsechnat € I\ K

[9'() = fte@) [ <€, ()

kde K C I je koneénd mnozina, nazyvame funkci ¢ e-priblizngm tesenim rovnice ().



