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Poznamka 13.2.21. Ctenaf snadno piedchazejici tvrzeni zobecni: Je-li I interval v R,
ktery je uzavienou mnozinou v R, f(I) C I, kde f je spojité zobrazeni a f m4 v kazdém
vnitfnim bodé z € I derivaci takovou, Ze |f'(z)|] < 1, pak rovnice f(z) = = ma jediné
feSeni. Podstatné hlubsi aplikaci Véty 13.2.18 o pevném bodu ukazeme v Kapitole 15.

V souvislosti s Priklady 13.1.2 se jesté informativné zminime o ,velkych® a ,malych*
mnozinach v topologickém smyslu. Tato partie ma fadu zajimavych aplikaci, napt. v teo-
rii redlnych funkei. Piiklad (2) 13.1.2 naznadil jednu obtiz spocivajici v tom, Ze mnozina
Q neni uzaviena v R.

Definice 13.2.22. Rikame, 7ze A C P je vidkd v prostoru (P, o), jestlize
P\A=P,
tj. uzaver doplitku A je cely prostor P, neboli doplnék uzévéru A je husty v P.

Dusledek 13.2.23. Je-li A ridkd mnoZina aA =B, je B také ridkd mnozina. Specidlné
to plati napr. kdyZ A C B C A.

Lemma 13.2.24. Je-li A C B C P a B je 7idkd mnoZina, je vidkd i mnozina A.
Diikaz. Zfejmé je A C B, takze P\ B C P\ A. Odtud dostaneme

P=P\BcC P\A,
a mnozina A je tudiz ridka. [

Lemma 13.2.25. Je-li mnozina A C (P, o) hustd a oteviend, je jeji komplement P\ A
ridkd mnoZina.

Dukaz. Je-li A husta a oteviena, je

P=A4=P\(P\A)=P\(P\4),
z Cehoz jiz plyne tvrzeni lemmatu. 0

Véta 13.2.26. Mnozina A C P je 7idkd, prdvé kdyZ pro kaZdou () # G C P otevrenou
existuje ) # G1 C G oteviend, pro niz Gi N A = (.

Diikaz. Je-li mnozina A ¥idké, je podle Definice 13.2.22 P\Z hustd mnozina. Proto pro
kazdou otevienou mnozinu G # 0 je G1 := G N (P \ A) podle Véty 13.1.3 neprazdné a
otevfena, piicemz ziejmé ANG1 C AN (P\A) C AN (P\ A) = 0, takze podminka je
splnéna.

Neni-li mnozina A ¥{dka, neni P\ A husta. Proto existuje oteviena ) # G C P tak,
7e GN(P\A) =0, tj. G C A (amj. je (A)° # 0). Nyni staci ukézat, ze pro kazdou
0 # G CGjeGNA#D. To dokdzeme sporem: Z G1 N A =0 plyne A C P\ G1, a
tedy G1 C G C AC P\ G1 = P\ Gy, z éehoz vyplyva G1 = 0; nalezeny spor dokazuje
druhou cast tvrzeni. O

Nékdy se jako kritérium fidkosti muze hodit ekvivalentni vlastnost, kterou popiseme
v nasledujicim tvrzeni.
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Lemma 18.2.27. Mnozina A C P je #idkd, prdvé kdyz (A)° = 0.

Diikaz. Pokud mnozina A neni fidkd, dokazali jsme v pribéhu predchazejiciho dikazu,
ze (A)° # . Vnittek (A)° je oteviend mnozina pro kazdou A C P a jestlize je A Fidka,
je

P\ (A D>P\A=P, atedy P\ (A)° =P, neboli (A)°=0;

tim je tvrzeni lemmatu dokazano. O

Definice 13.2.28. Existuji-li A, C P fidké v (P, p) pro vSechna n € N tak, ze je
A =2, An, nazyva se A mnozinou 1. kategorie (v Baireové smyslu).

Poznamka 13.2.29. Ziejmé je kazda fidkd mnozina v P také mnozinou 1. kategorie a
v8echny mnoziny 1. kategorie tvori systém, ktery je uzavieny vzhledem ke spocetnym
sjednocenim. V uplnych MP jsou mnoziny 1. kategorie ,malé“. Toho lze, jak uvidime
déle, vyuzit v existen¢nich dtkazech.

Véta 13.2.30 (Baire 1899). Necht (P, ) je uplny prostor a necht {Gr; k € N} je
systém otevrenych hustych podmnozin P. Potom i G := (;—, Gk je hustd.

Diikaz. Zvolme libovolné () # H otevienou v (P, g) a dokazme, ze G N H # (; tim bude
s ohledem na 13.1.3 tvrzeni dokazano.

Protoze G1 je oteviend husta, je HNG1 # () oteviend, a existuje tedy oteviend koule
By = B(x1,7r1) lezici i se svym uzévérem v G1 N H.

Protoze G2 je oteviend hustd, je B1 N G2 # () oteviend, a existuje tedy oteviend
koule By = B(z2,72) lezici i se svym uzavérem v Ga N By C G2 N (G1 N H).

Takto postupujeme dale: Je-li jiz vybrana Bj_1, pak z hustoty oteviené G plyne
existence koule By, = B(zk, 1) lezici i se svym uzdvérem v mnoziné

GkﬂBk_lC"'CGkﬂ(Gk_lﬂ-“ﬂG1ﬂH).

Je ziejmé, ze poloméry 7 kouli By, lze piitom volit tak, ze ry — 0, takze i dia,m(B_k) — 0.
Nyni na uzavéry By uzijeme Cantorovu Vétu 13.2.12 a dostaneme tak existenci bodu
v HNG. Tim, Ze je tato mnozina neprazdnd, jsme dikaz dokondili. |

Véta 13.2.31 (Baire 1899). Uplng metricky prostor (P, o) nent 1. kategorie.

Driikaz. Protoze A je fidka, pravé kdyz je P\ ‘A husté, pro kazdou posloupnost {4}
fidkych mnozin, jsou mnoziny (P \ Ay) oteviené a husté v (P, ). Podle Véty 13.2.30
pak dostaneme

0# () (P\Ax) =P\ |JArc P\ 4,
k=1 k=1 k=1
takze (P, o) nemize byt 1. kategorie. O

Poznamka 13.2.32 (dulezitd). Mnoziny, které nejsou mnozinami 1. kategorie, se na-
zyvaji mnoziny 2. kategorie. Podle vyslovené véty je tedy tplny metricky prostor (v sobé&)
2. kategorie. Doplinkem mnoziny 1. kategorie v prostoru 2. kategorie nemize byt mno-
zina 1. kategorie. Na tom je zalozena metoda dikazu existence funkci s jistou zajimavou
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vlastnosti, kterd byva velmi casto nazyvana metoda kategorii. P¥i dikazu postupujeme
podle tohoto obecného principu:

(1) vybere se vhodny prostor funkci, ktery je upingm metrickym prostorem (P, o), a

(2) ukéaze se, ze vSechny prvky (P, o), které zkoumanou vlastnost nemaji, tvoii v (P, o)
mnozinu 1. kategorie.

Predchazejici véta pak fiké, ze v P existuje alespon jeden prvek, ktery zkoumanou vlast-
nost ma.

Pokud je A mnozina 1.kategorie, nazyva se ¢asto mnozina P \ A rezidudlng; ta je
v prostoru, ktery je 2. kategorie, také mnozinou 2. kategorie (je zfejmé, ze systém vsech
mnozin 1. kategorie je uzavieny vzhledem ke sjednoceni koneéné mnoha prvki). V ta-
kovém pripadé téz fikdme, Ze vlastnost urcujici prislusnost prvkia k P\ A, je typickou
vlastnosti prvka P.

Tak Ize napt. dokazat, zZe existuje spojita funkce na R, kterd nemd v zadném bodé
(vlastni) derivaci, nebo kterd neni monoténni na zadném intervalu (a,b) C R a fada
dalsich zajimavych tvrzeni. My takovou funkci, ktera je spojitd na R a nemé v zadném
bodé konecnou derivaci, pozdéji zkonstruujeme v Kapitole 14; pravé popsany postup
vede kromé tvrzeni o existenci i k poznani, ze takovych funkci je v prostoru C([a,b])
v jistém smyslu ,,velmi mnoho*.

Lemma 13.2.33. Mnozina viech funkci f € C([a,b]), které jsou monotdnni na néjakém
intervalu (o, B) C [a,b], je 1. kategorie v C([a,b]).

Dukaz. Protoze kazda funkce, kterda je monoténni na néjakém otevieném intervalu le-
zicim v [a,b], je monoténni i na né&jakém otevieném intervalu v [a,b] s raciondlnimi
koncovymi body, miuzeme pracovat pouze s takovymi intervaly. Tyto intervaly tvori spo-
¢etnou mnozinu {71, }o=;.

Ozna¢me A, pro kazdé n € N mnozinu vSech funkci, které jsou monoténni na in-
tervalu I,,. Mnoziny A, jsou uzaviené; k tomu staci dokdzat, Ze jejich dopliky jsou
oteviené mnoziny. Pokud f € C([a,b]) nend monoténni v intervalu I, existuji body
r1,%2,r3,xa € I, tak, ze

(f(w2) = f(z1)) (w2 —21) >0, (f(wa) — f(w3))(wa —23) <O.

Pro r < min(|f(z2) — f(z1)], |f(z4) — f(23)])/2 lezi celd koule B(f,r) v doplitku Ay,
a proto je tento doplnék oteviend mnozina.

Mnoziny A, jsou ¥idké v C([a,b]): K tomu staci pro dané n € N nalézt k e > 0 a
k libovolné funkci f € A, funkci g € (C([a,b])\ An) tak, aby || f — g |l < &. K libovolné
zvolenému € > 0 a napr. k neklesajici funkci f na I, existuji v I, body =1 < z2 tak, ze
f(z2) — f(z1) < €/2. Monotonii f lze ,porusit* pfi¢tenim k f po ¢astech linearni funkce
h, nabyvajici v bodé x1 hodnoty h(z1) = € a v bodé z2 hodnoty h(xz2) = 0, linedrni na
[x1,x2] a konstantni na intervalech dopliiku I, \ (z1, z2). Pak je ||h|| = ¢ a lze definovat
g = [+ h, takze g(z1) > g(x2). Proto je dopln¢k C([a,b]) \ A, husty v C([a,b]) a je to
oteviend mnozina, takze podle Lemmatu 13.2.25 je A, fidkd. Mnozina |J;2, A, je tedy
mnozinou 1. kategorie a tvrzeni je dokdzano. O

Dusledek 13.2.34. MnoZina viech spojitych monotonnich funkci z prostoru C([a,b])
je 1. kategorie v C([a,b]), takZe typickd funkce z C([a,b]) neni monotonni na Zddném
nedegenerovaném intervalu leZicim v [a,b].
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Priklad 13.2.35. Dokézeme, ze typickd funkce z C([a,b]) nemd v zadném bodé in-
tervalu [a,b] koneénou jednostrannou derivaci. Oznaéme AT mnozinu vSech funkci
f € C([a,b]), pro néz existuje vlastni f. (x) v n&jakém bodé = € [a,b). Analogicky
ozna¢me A~ mnoZinu vSech téch funkci f, pro néz existuje vlastni f’ (z) v néjakém
bodé z € (a,b].

Abychom dokézali, Ze funkce z doplitku C([a,b]) \ A, kde A := AT U A~ jsou
typické, stadi ukazat Ze obé mnoziny A1 i A~ jsou 1.kategorie v C([a,b]). Provedeme
to pro mnozinu AT, pro mnozinu A~ je ditkaz obdobny a lze ho pievést na prvy piipad.
Dtikaz rozdélime do nékolika kroki (je vhodné si pomoci néértky):

1. Polozime-li pro n € N
Ani={ feCab)); Br € [a,b—1/n]) (Vh € (0,1/n)) ()W\ <n)},

je AT C Uy, Ak. Inkluzi dokdzeme, pokud k funkci f € C([a,b]) s vlastni f}(z)
v néjakém bodé x € [a,b) najdeme A,, v niz tato funkce lezi. Zfejmé existuje n1 € N
tak, ze pro vSechna pfirozend n > ni je © < b — 1/n; déle existuje n2 € N tak, ze pro
viechna pfirozend n > ns je | fi(z)| < n ans € N tak, Ze pro vechna pfirozend n > ns

[fx+h) - f@)]

he(0,1/n) = o

<n.

Polozme no = max{ n1, nz, ng }. Potom pro vSechna n > no lezi f v A,. Déle dokdzeme,
ze mnoziny A, jsou pro vSechna n € N uzaviené a fidké.

2. Zvolme pevné n a ukazme, %e A, = A,.. K tomu postaci ukazat, ze
(fk € An, fx — f v C([a,b])) = f € Ay,
neboli ze
(Fz € [a,b—1/n]) (Vh € (0,1/n)) (| f(x + h) — f(x)| < nh). (13.6)

Zvolime nyni libovolné konvergentni posloupnost funkci fi, € A, a k témto funkcim ty
body i € [a,b—1/n], pro néz

(Vh € (0,1/n))(| fr(xk + h) — fr(zk) | < nh).

Mizeme bez jmy na obecnosti piedpokladat, ze zx — xo, o € [a,b — 1/n], ¢ehoz lze
dosdhnout pfechodem k vybrané konvergentni posloupnosti z {zy} odpovidajici {fi}.
Nyni budeme odhadovat pro h € (0,1/n):

| f(zo+h) — f(xo) | < | f(xo+h) — f(ax +h) |+ | flax +h) — fr(ex +h) |+
+ [ fi(@r +h) — fe(ze) | + (13.7)
+ [ fe(wr) = flze) |+ ] f(zr) = f(xo) |

Vyraz na druhém fadku (13.7) je pro h € (0,1/n) shora odhadnut ¢islem nh, ostatni
vyrazy v nerovnosti vpravo konverguji pro k — oo k 0: prvni a posledni vzhledem ke
spojitosti f v bodech xzo + h a zo, druhy a ¢tvrty vzhledem k fr = f na [a,b], nebot
konvergence v C([a,b]) je stejnomérnd. Proto pro f dostavame (13.6) s x = xo, takze
feAn.
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3. Nyni staci podle Lemmatu 13.2.25 dokézat, ze komplement C([a,b]) \ A, je husta
mnozina pro vSechna n € N. Zvolme pevné n a popiSme, jak ke kazdé f € C([a,b])
sestrojit v C := C([a,b]) \ An posloupnost funkci {fx} konvergentni k f. I kdyz je to
pro f € C trividlni (staci volit konstantni posloupnost s fr = f), udéldme to najednou
pro jakoukoli f € C([a,b]). K tomu sta¢i ukdzat, jak k e > 0 nalézt g € C tak, ze
If — glloc < €. Funkci g sestrojime postupné: nejprve k f sestrojime ,blizko“ funkci
¢ s odhadnutelnou derivaci zprava a k této funkci pfi¢teme ,,malou pilovitou funkci s,
s vhodnym m tak, abychom dostali g = £ + sm ¢ A,. Nyni tuto ideu zpfesnime.

K dané funkci f najdeme analogicky jako v Ptikladu 13.1.6 po ¢astech linearni funkci
£ tak, aby || f — £]cc < £/2. Funkce ¢ mé v kazdém bodé = € [a,b) vlastni derivaci
zprava a existuje M € (0, +o00) tak, ze pro vsechna tato z je | ¢/ (z)| < M. Nyni pro
kazdé m € N zvolme ekvidistantni déleni D € D(a,b), D ={a=1to < t1--- < tam = b}
a v jeho délicich bodech polozme

sm(to) == (1—(=1)"), v=1,2,...,2m.

=M

Funkce s,, maji derivaci zprava ve vSech bodech x € [a,b) a absolutni hodnota této
derivace je konstantni; je rovna me/(b— a) a pro m — oo ma limitu +oco. Nyni zvolime
funkci s, s tak velkym indexem m, aby

(sm + ) (z) >n pro véechna z € [a,b),

Polozime-li g := € + sm, je g ¢ A, a zaroven ||f — gl < €. Tim je dokazano, ze A, je
fidka mnozina pro kazdé n € N.

Poznamenejme na zaveér, ze existuji i funkce f € C([a,b]), které nemaji v zddném
bodé z [a,b] derivaci (tedy ani vlastni, ani nevlastni), ale ty tvoii v C([a,b]) mnozinu
1. kategorie a jejich konstrukce je velmi slozita. Jak se pozdéji ukaze, kazda z téch funkeci,
kterymi jsme se zabyvali v tomto prikladu, je i funkci, ktera neni monoténni na zadném
otevieném intervalu I C [a,b]; monoténni funkce na I maji vlastni derivaci vSude v I
az na mnozinu nulové Lebesgueovy miry.

13.3 Kompaktni prostory

Poznamka 13.3.1. Pfipomenme, Ze jsme se domluvili, Ze kazdou M C (P, p) lze pfi-
rozenym zpusobem chapat jako MP. Uvedme nejprve uziteénou charakteristiku pro ote-
viené a uzaviené mnoziny v M.

Lemma 13.3.2. Je-li A C M C (P,p), pak A je uzaviend v M, prdvé kdys existuje
uzaviend F v P tak, 26 A= MNF. Je-li AC M C (P, p), pak A je otevrend v M, prdvé
kdyz existuje oteviend G v P tak, 2¢e A= M NG.

Diikaz. Ziejmé staci dokézat pouze jedno z tvrzeni, nebot druhé dostaneme jednoduchou
avahou o doplicich. Dokazme napf. tvrzeni o uzavienosti. Budeme pracovat s uzaveéry
vzhledem k o v M a P, proto je rozlisSime pridanim oznaceni k pruhu, ktery znaci uzavér.
Ziejmé je



