Priklady ke cviceni z MMA — ZS 2012/13
(stfeda, M3, 9:50—11:20)
Poznamka (*) : Pokud nebude uvedeno jinak budeme vzdy pracovat s prostory nad télesem 7' = R. Ve
vSech ostatnich pfipadech (tj. pfi T' = C), bude téleso explicitné specifikovdno. Budeme pouzivat nékteré

zkratky: MP pro metricky prostor(-y), NLP pro normovany prostor(-y), UP pro prostor se skalarnim
souéinem (unitarni prostor), TP pro topologicky prostor apod. Pozdé&ji zavedeme jesté dalsi zkratky.

Cviceni 1: Pokud je metrika p na NLP X definovana pfisluSnou normou, mé specialni
vlastnosti: pro vSechna x,y, 2z € X a vSechna o € T plati

plx,y)=p@+zy+2), plaz,ay)=lalp(z,y).
Proc¢? Znate néjakou metriku na LP, ktera tuto vlastnost nema ? Ma-li metrika na LP
tyto dvé vlastnosti, je generovana néjakou normou ?

Cviceni 2: Vlastnosti normy ,kopiruji“ vlastnosti absolutni hodnoty na R. Uvédomte si

vevs

tvaru
[zl = [yl | < Nz £yl <zl + [yl

Tuto slozenou nerovnost budeme casto pouzivat. ze které plyne spojitost normy. Lze
dokézat, Ze vSechny normy na LP n-tic redlnych (komplexnich) éisel jsou ekvivalentni!

Cviceni 3: Pfipomerite zavedeni skaldrniho sou¢inu na LP X ! Vlastnosti budeme obvykle
zapisovat ve tvaru:
(z,2) >0, (x,z) =0, pravé kdyz x =0,
(ax + By, z) = alx, 2) + By, 2) ,
(z,y) = (y, %), resp. (z,y) = (y,2),

pricemz posledni vztah uzivame v pripadé, ze pracujeme na LP nad C. Normu na X pak
definujeme vztahem ||z|| = \/(z,x) a pouzivame zkratku UP.

Cviceni 4: Dokazte, Ze norma generovana skalarnim souc¢inem na UP spliiuje podminku:
pro vSechna z,y € X je

lz +ylI” + = = yll* = 2(ll=[* + lylI*) ;
(tzv. rovnobéznikové pravidlo; ukazte, Ze tento nazev mé své opodstatnéni). Existuje
normovany linearni prostor (NLP), ve kterém norma tuto podminku nespliiuje ?

Jestlize norma na NLP X (nad R) spliiuje rovnobéznikové pravidlo, lze odpovidajici
skalarni soucin definovat takto: polozime

1
p(z,y) = 7 (llz + yll> = llz = yl*) ;
funkce p na X x X je jiz hledanym skalarnim souc¢inem. Ukazte, ze obecné pres ,definici“
soucinu (z,y) := (1/2)(||z + y||> — ||z[|* — ||y||?) cesta nevede. V piipadg, Ze pracujeme s
prostorem X nad C, je p(iz,y) = —p(x,iy) a hledany skalarni sou¢in ma tvar
Dtikaz odpovidajiciho tvrzeni vyzaduje trochu prace.



Cviceni 5: Dokazte, Ze na UP plati tzv. Schwarzova nerovnost
(@, 9)] < [l lyll!

Cviceni 6: Pro normu na (komplexnim) UP dokazte pomoci Schwarzovy nerovnosti troj-
uhelnikovou nerovnost !

CvicCeni 7: Prostor m je tvofen vSemi omezenymi posloupnostmi, prostor ¢ v§emi kon-
vergentnimi posloupnostmi, prostor ¢y vSemi posloupnostmi konvergentnimi k 0 a prostor
sp vSemi posloupnostmi, které maji pouze konecny pocet nenulovych ¢lenti. Ve vsech lze
zavést pro x = {z}}72, =: {;} normu vztahem

%[0 := sup{ |zx|; k € N'}

(MuzZeme pracovat s posloupnostmi realnych nebo komplexnich ¢isel.) Jestlize X CC Y
znaci vztah X je linedrnim podprostorem Y, je zfejmé

So CCcpCCcCCmCCs,

kde s je LP vSech posloupnosti ¢isel (z R nebo z C).

Cviceni 8: Normu v prostoru vSech n-tic redlnych (nebo komplexnich) éisel 1ze pro p > 1

zavést predpisem
n

Il o= (S le?) .

k=1

Ukazte, zZe je
1%[loc :=max {|zz|; k € {1,... ,n}} = pli_)rglo 1% -

Tyto prostory znacivame 2 (je tedy £5° CC m).

Cvic¢eni 9: Analogicky zavadime pro p > 1 prostory posloupnosti: Na linedrnim prostoru
P vSech posloupnosti x = {z}}, pro néz je >, |zx|P < co definujeme

> 1/p
Il = (D beal?)
k=1

P1i pouziti tohoto oznaceni je rozumné klast /°° = m z analogickych divodd jako ve
Cviceni 7.

Cviceni 10: Zavedte na R x R nezdpornou funkei o(x,y) predpisem

z—yl |

o(z,y) = m

Vsimnéte si, Ze je omezend a ukazte, Ze o je metrika R!



Cviceni 11: Zobecnéte predchozi tlohu a dokazte, Ze je-li p = p(z, y) metrika na MP X
je také
__p(=z,y)
1+ p(x,y)
(omezend) metrika na X. To ndm déva moZnost zavést omezenou metriku na jakémkoli

MP. Pritom se tato metrika od piivodni lisi jen ,nepodstatné“ — k této konstrukci se
jesté vratime.

o(z,y)

Cviceni 12: Je pomérné vzité uzivani standardniho oznaceni pro prostory vSech posloup-
nosti realnych, resp. komplexnich ¢isel, které pak uvazujeme jako prostory nad R, resp. C.
Tento prostor 1ze opattit matrikou p napft. tak, ze pro vSechna x,y € X polozime

o0

1 o — vkl
pla,y) =Y

9k 1 & [ — |
=28 1+ |zk — yil

Tento prostor budeme znacit s.

Cviceni13: Systém B vsSech otevienych mnozin metrického prostoru (X, p) ma tyto
vlastnosti:

(a) 0, X € B,

(b) sjednoceni libovolného podsystému systému B je prvkem B, a

(c) pranik koneéného podsystému systému B je prvkem B.
Vsimneéte si, ze pro libovolnou dvojici boda z,y € X, = # y, lze nalézt U,, U, € ‘B tak,
zexeUy,yeUyaU,NU, =0 (systém B oddéluje body prostoru X).
Cviceni14: Libovolny systém B podmnozin mnoziny X s vlastnostmi (a), (b), (c)
z predchézejiciho cviceni se nazyva topologie (na X). Topologii na X velmi ¢asto zna¢ime
7 a dvojici (X, 7) nazyvame topologicky prostor. Prvky systému 7 jsou oteviené mnoziny
(X, 1) a pomoci nich lze zavést v (X, 7) fadu pojmu, které znéte z teorie MP (pozor, vSe
,2hefunguje* zcela analogicky jako v MP!).
Cviceni 15: Trividlnimi topologiemi na X jsou napf. systémy 7 = {0}, X } nebo systém
To = P(X) v8ech podmnozin mnoziny X. Které funkce na (X, 1) nebo na (X, 1) jsou
spojité ? Je-li #(X) > 2, 71 neoddéluje body X. (Problém moznosti vytvofit topologii
metrikou nebudeme blize zkoumat.)
Cviceni 16: Ukazte, ze v s plati: je-li xp — 2o v s a ap — ag v T, pak apxr — qoxp.

CviCeni17: V tomto cviceni zobecnime Schwarzovu nerovnost na R™: pro kazda cisla
p,q € (0,00) spliujici podminku p 4+ ¢ = p g, neboli

1 1 _
lyl=t,

a kazdé dva body [z1,...,Zm ], [¥1,-.-,Ym ] 2 R plati Holderova nerovnost

i - p 1/q
Z|$kyk|§(2|l’k|p> '(Z|yk|q) :
k=1 k=1 k=1



Cviceni18: Pro kazdé p, 1 < p < o0, a pro kazdou dvojici bodtu = = [x1,...,Zy],
y=1[y1,..-,Ym | z R™ plati nerovnost Minkowskiho (éesky Minkowského)

“ 1/p i 1/p i 1/p
(D lae+wel?) " = (X e l?) "+ (O lwel)
k=1 k=1 k=1

Jaky je jeji vyznam v kontextu MP ?

Cviceni 19: Dokazte Holderovu a Minkovskiho nerovnost pro prostory posloupnosti ¢7
(tj. obdobné nerovnosti pro nekoneéné fady) !

Cviceni 20: Pfipomerte definici oteviené a uzaviené koule a sféry v kontextu MP. V
diskrétnim MP ,,jednotkova sféra obsahuje libovolné mnoho disjunktnich otevienych jed-
notkovych kouli“.

Cviceni 21: Pripomente si definici diametru mnoZiny. Pro¢ je soucasti definice Cast,
vymezujici specidlné diam())? VSimnéte si vztaht mezi ,polomérem“ a ,primérem*
koule v diskrétnim prostoru !

Cviceni 22: Jak popisujeme vzdjemny vztah bodu a mnoziny v MP 7 Pfipomente si
definici vnitiniho, vnéjsiho a hrani¢niho bodu mnoziny! Jak se definuje hromadny bod
mnoziny 7

Cviceni 23: Jak definujeme spojitost a limitu funkce, definované na MP ? Pro¢ nemii-
zeme definovat limitu funkce vzhledem k mnoziné v jejim izolovaném bodé ?

Cviceni 24: Definice vzddlenosti mnozin M, N v MP (P, p) je (M, N # ()
dist(M, N) := inf{p(z,y); z € M,y € N}.

Casto zjednodusujeme, zde napf. piseme dist(z, A) misto dist({z}, A) a mluvime o vzda-
lenosti bodu od mnoziny.

Cviceni 25: Ozna¢me d4(x) pro neprazdnou mnozinu A C (P, p) vzdélenost bodu = od
mnoziny A. Dokazte nerovnost

|da(z) —daly) | < p(z,y).

Je-li x € A, je da(z) = 0. Lze toto tvrzeni obratit, tj. plyne z da(x) =0, ze x € A?

Cviceni 26: Najdéte dvé disjunktni mnoziny v R s nulovou vzdalenosti! Je pro r > 0
vzdélenost B(x,r) a K(z,r) vzdy 0?7 Je pro r > 0 vzdélenost B(x,r) a S(z,r) vzdy 07
Je pro r > 0 vzdalenost S(x,r) a K(z,r) vidy 07

Cviceni 27: Lze volit M, N neprazdné uzaviené v R™ s dist(M, N) = 0 disjunktni ?

Cviceni 28: Je vzdalenost d4(x) bodu od mnoziny spojita funkce ? Lze ji néjak vyuzit,
napf. k popisu uzavéru A mnoziny A7



Cviceni29: Normy || - ||; a || - |2 (jde pouze o oznaceni, nikoli o ,,p-¢kové“ normy!) na
LP X takové, ze existuji kladné konstanty C', D a pro vSechna x € X plati

Cllz i < [lzllz < Dl

se nazyvaji ekvivalentni normy na X. Uvedte ptiklady! Je to symetricky vztah ?

Cviceni 30: Na prostoru C([ a, b]) lze definovat supremovou a integralni normu. Zkoumej-
te vztahy mezi nimi. Jsou tyto normy ekvivalentni?

Cviceni31: Jsou normy || - |1, || - ||2 a || - ||co na R™ ekvivalentni? Co lze Fici o norméach
| - |l pro obecné p?

Cviceni 32: Zamyslete se nad moznostmi vytvareni dalsich MP. Jsou-li (P,p) a (Q,0)
dva MP, lze zavést néjak prirozené metriku na P x () 7

Cviceni33: Je-li (P,p) MP a definujeme-li

p(z,y)

o(r,y) = m,

je o(x,y) < p(x,y). Neni-li (P, p) omezeny, nelze nalézt kladné konstanty C, D tak, aby

Cp(z,y) < o(z,y) < Dp(z,y)

pro v8echna z,y € (P, p) (Pro¢?).

Cviceni 34: Metriky z predchézejiciho prikladu jsou i jinak odlisné: je-li p generovana
normou, o tuto vlastnost nema.

Cviceni 35: Rikdme, Ze metriky p a o jsou na prostoru P ekvivalentni, plati-li pro kazdou
posloupnost bodti z,, € P a kazdé x € P ekvivalence

limz, =z v (P,p) <= limz,=zv (Po).
Ukazte, ze pro metriky ze Cviceni 11 je
(1/2)p(z,y) < o(z,y) < p(z,y)
pro vSechna x € (P, p) atay € (P, p), pro néz je

p(z,y) <1.

Cviceni 36: Eukleidovsky prostor R? a C jsou izometricky izomorfni. Co si pod tim
predstavite ?



