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Pozadavek na udéleni zapoctu:

V priibehu semestru budou znalosti provérovany dve-
ma testy z probirané latky. Termin kazdého testu
bude dopredu oznamen cvicicim. Pro udéleni za-
pocCtu je nutné ziskat alespon polovicni pocet bodi
z kazdého testu.

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10



Pozadavky ke zkousce:
Znalost reseni Gloh, vylozenych pojmu a jejich vlast-
nosti v rozsahu daném prehledem prednasek.
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Matematika:
specifika
rizné charakteristiky
narocnost
jak ji studovat
dobre serazené jednoduché véci
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Motivace:

20+ 3y = 5
dr +oy = 9
dx + 6y = 10
dr + 5y = 9

r=1,y=1

MPV, LADP

TUL, ZS 2009/10
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Modifikace:

20+ 3y = O 20+ 3y = O
20+ 3y = 6 dx + 6y = 10

Zadné tedeni (2. pripad), jediné fedeni (1. pripad)
nekonecné mnoho reseni (3. pripad)

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Geometricky:

1. pripad: riznobézky — jediny prusecik
2. pripad: riizné rovnobézky
3. pripad: splyvajici rovnobézky

Mozna zobecnéni ?

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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/obecnéni:
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Zobecnéni :
Linearita — nebudeme dale rozvijet
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Zobecnéni:
Linearita — nebudeme dale rozvijet
Pocet neznamych v soustavé (obecné n)
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Zobecnéni:
Linearita — nebudeme dale rozvijet
Pocet neznamych v soustavé (obecné n)
Pocet rovnic soustavy (obecné m)
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Zobecnéni :
Linearita — nebudeme dale rozvijet
Pocet neznamych v soustavé (obecné n)
Pocet rovnic soustavy
Metody reseni

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Metody reseni:
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Metody reseni:
Eliminacéni (vylucovaci)
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Metody reseni:
Eliminacni (vylucovaci)

/

Komparac¢ni (srovnavaci) — jen specialni pripad

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Metody reseni:
Eliminacni (vylucovaci)
Komparac¢ni (srovnavaci) — jen specialni pripad
Cramerovo pravidlo — spise teoreticky vyznam

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Naznak postupu:

axr + by = u
cx +dy = v

(ad — be)y = (av — cu),

_du—bv

X

ad —be’

cax + bcy = cu
cax + ady = av

(ad —be)x = (du — bv)

av — Cu

ad — bc

y:

MPV, LADP

TUL, ZS 2009/10
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Standardni oznaceni:
a11r1 + ajary = by
a1971 + a9oxy = by
resp.
a11xr1 + ayoxry + - -+ ap1ry, = b1
a19T1 + a99x9 + -+ - + apoxry, = bo

Q11 + T + - - -+ apmTn = by

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Tabulku

aijlp aip - aln\
ag) ag -- Gy
a3l

\aml Am2 amn/

nazyvame matici typu m X n. Je-li m = n mluvime
o Ctvercové matici fadu n.

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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a;; — prvek se nachazi v i-tém radku a v j-tém
sloupci.

Oznaceni: |
1=1..m

A= CLZ'j
1=1..n

radek, sloupec matice - vektory

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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e Rovnost matic: Jsou stejného typu a prvky se stejnymi
indexy se rovnaji

j=1..m Jj=1l..m
e Soucet matic: Necht A = (ai]) , B = (%‘)

1=1..1n 1=1..1n
( ajp +bi1 ap+by - ay, + b1y, \
ao1 + bo1  age + by -+ agy + boy
A + B = asi1 + 631

Kaml—i_bml am2+bm2 amn—i_bmn)

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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e Nulova matice: Vsechny jeji prvky jsou rovny 0
e Opacna matice: K A je to matice (—1)A=—-A
e ,Matice jako redlna cisla”: Matice stejného typu tvori

grupu

| ze matice mezi sebou nasobit ? Nasobeni ¢islem lehkeé :

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Nasobeni matice A realnym cislem A\

AA

( )\041 )\042
A1 Aag
)\@31

\Aa:ml >\Cl:m2

Aafln \

)\a2n

Aém)

MPV, LADP

TUL, ZS 2009/10



30

e Soucin matic: Necht A = | a;; , B = { by
1=1..n s=1..m
j=1.k
AB =C = | ¢ :
1=1..n

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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2 110
as (203 5o foran
1 045

1-24+0-0+3-1, 1-140-(=1)+3-0, 1-1+0-3+3-4, 1-0+0-1+3-5
2:2+1-0+(-1)-1, 2-14+1-(-1)+(-1)-0, 2-1+1-3+(-1)-4, 2-:0+1-1+(-1)-5

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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e Soucin matic: Jaké ma vlastnosti ?
nasobeni neni komutatitivni, je-li napr. A typu
2x3 a B typu 3x4, pak soucin AB je definovan,
zatimco BA nikoliv.

Ani v pripadé dvou Ctvercovych matic stejného

radu obecné neplati AB = BA.

o A, B, ctvercové matice radu n.
Plati (AB)C = A(BC),
A(B+C)=AB+AC, (A+B)C = AC+BC

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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(&11 apg - aln\
a a o o o a
A= | 02 02 2n

\anl aAnp2 - ann)

Necht A je Ctvercova matice fadu n.
Prvky a1, as9, ass, ..., app tvori tzv. hlavni diago-
nalu

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Jednotkova matice radu n

MPV, LADP
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A ctvercové matice radu n. Lze nalézt matici B
radu n tak, ze AB=BA =17
(a nenulové realné &slo: ab=ba =1, b=a"")

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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A ctvercové matice radu n. Lze nalézt matici B
radu n tak, ze AB=BA=1"7
(a nenulové realné &slo: ab=ba =1, b=a"")

Obecné nikoliv
10
1= (o)

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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A ctvercové matice radu n. Lze nalézt matici B
radu n tak, ze AB=BA=1"7

(@ nenulové realné Cislo: ab=ba =1, b= a_l)
Obecné nikoliv
10
A p—
(00)

Necht A &vercové matice Fadu n. Rekneme, e A
je regularni matice, pokud existuje Ctvercova matice
B radu n takova, ze AB= BA =1

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Necht A je regularni matice a necht B je ta matice, pro kte-
rou plati AB = BA = I. Matici B pak nazyvame inverzni
matici k matici A a zna&ime ji AL

Existuji n€jaké regularni matice ? Ano, jednotkova matice je
regularni.

Jak zjistit, zda-li je matice regularni?
Jak urcit inverzni matici ?

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Méjme radky matice (fadkové vektory):

alz(aﬂ,...,aln),...,ak:(akl,...,akn).

Linedrni kombinaci radku rozumime

)\1a1+...+)\kak, N €R

Trivialni linearni kombinaci radki rozumime

OalJr...JrOa]~C

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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L. ,a]€ jsou linearné neza-

Rekneme, Ze vektory a

vislé, jestlize plati

VAL ... A € R:\al+.. .+ a" =(0,...,0)
= A =X =...= A =0.

Mezi vsemi linearnimi kombinacemi radki je rovna
nulovému vektoru jen trivialni linedrni kombinace

Hodnost matice ... maximalni pocet linedrné neza-

vislych radkd, ozn. h(A)

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Necht A je Ctvercové matice radu n. Matice je re-
gularni, pravé kdyz h(A) = n.

Jak prakticky urovat hodnost (a inverzni matici) ?

Jednoduse Ize pro schodovité matice: Matice A typu m x n je
schodovita, jestlize pro kazdé i € 2, ..., m plati, Ze i-ty radek
matice A je nulovy nebo zacina vétsim poétem nul nez (7 —

/7 7/

1)-ni fadek. Hodnost je pak zfejmé rovna poctu nenulovych
radka.

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Elementarni radkové Gpravy:

e zameéna dvou radki
e vynasobeni radku nenulovym cislem
e pricteni nasobku jednoho radku k jinému radku

Lze ukazat, Ze pokud pomoci téchto Gprav preve-
deme matici A na schodovitou matici B, pak

h(A) = h(B)

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Elementarni radkové Gpravy:

e zameéna dvou radki
e vynasobeni radku nenulovym cislem
e pricteni nasobku jednoho radku k jinému radku

Elementarni Gpravy lze pouzit i na hledani inverzni
matice:

(A|I) ~ ...~ (IlA7YH

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Transponovana matice A" k matici A:

( ailr a2

a21 A22
A = asi
K Am1 Am2

( ailp a1

a2 422
AT = a3

\ a1n Qop

MPV, LADP

TUL, ZS 2009/10
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Vlastnosti transponovanych matic
° (AT)T = A
o (A+ BT = AT + BT
o (AB)! = BT AT

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Soustavy linedrnich rovnic
Priklad: Mam k dispozici 110 priklad(i na derivace, 105 na integraly a 185

priklad z finanéni matematiky. Chci dat testy, z nichz 1. test obsahuje
jeden priklad na derivace a dva priklady na integraly, atd. PocCty popisuje
tabulka. Zajima mne, kolik variant jednotlivych testl mohu sestavit tak,
aby se kazdy priklad vyskytoval pravé v jednom testu (a zda to vibec
pujde néjak zkombinovat). Podle nasledujici tabulky sestavime soustavu
rovnic.

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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T1|To| T3 pocet prikladu
derivace 1 23 110
integraly 2151 105
financ.mat.| 0 | 1 | 7 185

Kolik variant T{,To, T3 ?
Oznacime pocty: (x1, x9, T3)

MPV, LADP

TUL, ZS 2009/10
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l-x1+2-294+3-23 = 110
2:x1+d-290+1 293 = 105
O-2z1+1-29+7 23 = 185

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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L -z 4+2-2943-
2:-x1+0-x9+1-
O-21+1-290+7-

123 T
251 9
017 s

110
105
185

r3 =
L3

L3

110
105
185

MPV, LADP

TUL, ZS 2009/10
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soustava linearnich rovnic obecné:

a11r1 + a1ax9 + ...+ appTn = by
ag1T] + a2 + ...+ aplny

I
>
DO

am1T1 + amro + ...+ amnTn = by

Axr =0

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10



(an aijg - -
a1 Q22 - --
A: - -

- )

\aml Am2 *

A1n \

Aon

(o)

X2

2 )

A je matice soustavy, x je vektor neznamych,

a b je vektor pravych stran
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(a1 app - an, bl\
e I e

\aml Am2 - Amn bm)

(A|D) je rozsifend matice soustavy

Soustava je resitelna, pravé kdyz hodnost matice
soustavy je rovna hodnosti rozsirené matice sou-

stavy.

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Soustava je resitelna: ma 1 reseni nebo nekonecné
mnoho feseni

Je-li matice soustavy Ctvercova matice (soustava
ma n rovnic o n neznamych), pak ma soustava je-
diné reseni, pravé kdyz je matice soustavy regularni

Reseni: Gaussova eliminace (elementarni Gpravy jako
inverzni matice)

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Determinanty
Determinant je funkce, ktera kazdé Ctvercové matici

/7 7/

priradi Cislo.

Oznaceni: det A nebo |A]

Definice:

ai pokud n =1
A — .
et { " (=1)"la;  det A;; pokud n > 1

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Aj;; je matice, u které vynechame i-ty radek a j-ty
sloupec. Jeji determinant se zpravidla nazyva sub-
determinant. Ve vzorci se subdeterminantiim navic
»pridéluji znaménka” podle schematu

(1= b =)

o )

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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matice 2 X 2: det A = ajja99 — as1a19

(all alZ)
az1 a2

Pamatujeme si: soucin prvki na diagonale zleva do-
prava bereme se znaménkem ,,+", soucin prvkl na
diagonale zprava doleva bereme se znaménkem ,,-"

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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matice 3 X 3: Sarrusovo pravidlo
det A = aj1a99a33 + ai2a93a31 + ajzasiass
— (310492013 — (32023011 — 433021012

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Pomucka:

ailp a2 ai3 ail ai2

as] a2 a3 a1 a2

asz] agz agzz azlr asz
»trikrat soucin prvki na diagonalach zleva doprava
se znaménkem + a trikrat soucin prvki na diago-
nalach zprava doleva se znaménkem —; lze i s pri-
psanim prvnich dvou radki pod plvodni matici”

VvVvV/ V

Vyssi rady: nutno upravit

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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e A’ z A vznikne zaménou dvou Fadki mezi sebou

det A’ = —det A

o A’ z A vznikne vynasobenim jednoho fadku &is-
lem A

det A’ = \det A
o A’ z A vznikne pfi¢tenim nasobku jednoho radku
K jinému Fadku

det A’ = det A

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Rozvoj determinantu podle j-tého sloupce

n
det A = Z(—l)kﬂak] det Ak]
k=1

Rozvoj determinantu podle i-tého radku

mn
det A = Z(—l)H—kCLZ‘k det A’Lk
k=1

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Vlastnosti:

o det A = det AL
edet(A-B)=det A -detB

e Je-li A horni (resp. dolni) trojiihelnikova matice,
pak plati
detA=ay;-a% ... apny.

e A je regularni, pravé kdyz det A # 0.

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Determinanty a inverzni matice:

Jj=1l..n Jj=1..n
A= (%’j) L AT = (%) ,
1=1..n 1=1..n
b (—1)i+j detAjZ'
Yo det A

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Rozlozime-li do jednodussich kroki:

e vytvofime matici ze stejnolehlych subdetermi-
nantl Aj;;

e opatrime je ,stfidavymi znaménky"

e takto vzniklou matici transponujeme

e kazdy prvek vzniklé matice délime determinan-
tem matice plvodni

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Determinant a reseni linearni rovnic:
Cramerovo pravidlo:
Necht Ax = b je soustava linedrnich rovnic, kde A
je regularni Ctvercova matice rfadu n. Oznacme A;
matici, ktera vznikne z matice A nahrazenim j-tého
sloupce sloupcem b pravych stran rovnic dané sou-
stavy. Pak pro kazdé j =1,2,...,n plati

det A]

Y= det A

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10
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Podrobnéjsi vyklad a navod k reseni priklad(i najdete na adrese:
http://mathonline.fme.vutbr.cz/

Matice-a-determinanty-inverzni-matice/

sc-63-sr-1-a-33/default.aspx
PrecCtéte si nejprve vyklad vystaveny pod

STUDIJNI TEXT
a pak si projdéte animace v
RESENE PRIKLADY - PRESENTACE
Cast
NERESENE PRIKLADY

obsahuje priklady, ale bez vysledkd.

MPV, LADP TUL, ZS 2009/10



