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Uvod

Ukolem moji diplomové prace je zpracovat téma: Piimkové plochy technické praxe. Text
je koncipovan jako ucebnice pro stfedni skoly technického typu, ale mutze poslouzit i po-
slucha¢tim ucitelského studia deskriptivni geometrie. Moji snahou je napsat text, ktery by
se dal Cist s porozuménim dané problematiky bez castého pouzivani dalsi pomocné litera-
tury, kromé vhodné sbirky ptikladi. S ohledem na stiedoskolské uplatnéni této diplomové
prace jsem se snazila vyvarovat vyuzivani znalosti z odbornych geometrickych disciplin,
predevsim diferencidlni a algebraické geometrie. Nevyhnutelnou nutnosti pro opravdové
zvladnuti celého tématu vSak ziistava znalost zobrazovacich metod deskriptivni geometrie.

V prvni kapitole jsem stru¢né shrnula poznatky o rovinnych kiivkach. Ctenafi jsou
pripomenuty nékteré trivialni konstrukce, které jsou pfi feSeni primkovych ploch potieba.
Navazuje ¢ast o prostorovych kiivkach a jejich primétech do roviny. Mezi nimi je vy-
zdvihnuta Sroubovice. Bez jeji dobré znalosti se ¢tenaf neobejde v ¢astech o Sroubovych
plochach. Do této kapitoly jsem déle zahrnula obecné poznatky o plochéach, jejich zobrazeni
a rozliseni.

Druhé kapitola je vénovana rozvinutelnym piimkovym plocham. Tady jsem se nejvice
zameéfila na rozvinutelnou Sroubovou plochu, prechodové plochy a plochy konstantniho
spadu. Kuzelova a valcova plocha je zminéna pouze okrajové, protoze je ve Skolni latce
probrana jiz diive.

Nejrozsahlejsi cast textu tvori treti kapitola. Jsou v ni rozebrany zborcené primkové
plochy. Nejprve obecna teorie zborcenych ploch, potom jednotlivé skupiny jako: zborcené
kvadriky, konoidy, cylindroidy a nékteré dalsi vyznamné zborcené plochy technické praxe.
V posledni ¢asti tieti kapitoly jsem sice kratce zminila obecné sroubové plochy, ale dokon-
¢eni kapitoly je vénovano pouze piimkovym sroubovym plocham.

Kromé teoretického studia primkovych ploch jsem se snazila zdtraznit i jejich apli-
kovatelnost. Ve ¢tvrté kapitole uvadim mozné poziti jednotlivych typt ploch za podpory
prikladi ze skutecné technické praxe.



Kapitola 1

Krivky a plochy

1.1 Rovinné krivky

Podrobime-li bod spojitému pohybu, fikdme, zZe probéhne drahu, ¢ili trajektorii, kterou na-
zveme Carou nebo kiivkou. Zistava-li bod pii pohybu v stale stejné roviné, vytvori rovinnou
krivku.

Definice 1. Bod A kiivky ¢ nazyvame jejim regularnim bodem, pokud ma k¥ivka ¢ v tomto
bodé pravé jednu tec¢nu. V opa¢ném pripadé mluvime o singularnim bodé kiivky c.

Jsou-li znamé zakony pohybt, jimiz kiivky vznikly a daji se vyjadrit analytickym za-
pisem, nazyvaji se tyto kifivky matematické ¢i analytické. U matematické kiivky miizeme
z jeji dané ¢asti (oblouku) usuzovat na jeji dalsi priubéh, popf. ji ur¢it celou. Matematické
kiivky dale délime na algebraické a transcendentni. Rovinné algebraické kiivky lze vzdy
vyjadrit ve tvaru

(1.1) F(z,y) = Zaija:iyj =0,
'7j

kde a;; jsou realné konstantni koeficienty. Nelze-li matematickou kfivku vyjadrit timto
zpusobem, jde o krivku transcendentni.

Definice 2. Nejvyssi exponent n = i + j rovnice (1.1) nazyvame stupném algebraické
krivky. U jinych nez algebraickych krivek se stupen nedefinuje.

Véta 1.1.1. Algebraickd rovinnd krivka n-tého stupné je protata kaZdou primkou své ro-
viny v n prasecicich (tj. ve smyslu algebraickém, kdy jsou mezi praseciky kromé redlnijch
zahrnuty i vicendsobné a komplexné sdruzené).

Véta 1.1.2. Pramétem krivky stupné n je opét kfivka stupné n (za predpokladu, Ze stred
promitani nelezi v roviné krivky).

Véta 1.1.3. Tridou algebraické rovinné krivky rozumime neménny pocet tecen (ve smyslu
algebraickém) jdoucim ke krivce libovolnym bodem jeji roviny.

7
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Ostatni krivky jsou empirické neboli grafické. U tohoto typy kfivek z daného oblouku
nemtuizeme usuzovat na jeji dalsi priubéh.

Pri grafickém provadéni konstrukeci v roviné se spise setkavame s ¢arami danymi jinak
nez funkénim predpisem. Miize se sice jednat o algebraickou krivku jako napi. v pripadé
kuzelosecek, ale pii konstrukcich je tieba si poradit i se zcela ndhodnym nakresem oblouku.
I v takovychto ptfipadech byva tkolem nalézt te¢nu (nebo normdlu) zadané kiivky, ¢asto
je nutné konstrukci provést presnéjsim zptisobem nez pouhym ,pfilozenim pravitka“.

Konstrukce 1. Tecny empirické kiivky v jejim bodé

Svazek ptimek A(a, d’, . ..) protneme pomocnou kruznici [( A, r). Necht libovolna piimka
a svazku protiné kiivku ¢ v dalsim bodé K. Na pfimku a naneseme ve vzdalenosti r (v obou
smyslech) od K dalsi dva body 'K, 2 K. Opakovanim konstrukce pro ostatni pfimky svazku
vytvoii body 'K, 2K,. . .tzv. konchoidu k4 kiivky ¢ pro bod A.

Obrazek 1.1: Tecny empirické k¥ivky v jejim bodé

Konstrukce 2. Tecny empirické kiivky z bodu

I tato konstrukce je proveditelné vyuzitim svazku L(m,n,p,...) selen, protinajicich
kiivku ¢ v blizkosti hledaného dotykového bodu te¢ny ¢. Ptlici body M, N, P,... tétiv
vymezenych svazkem seCen vytvareji pomocnou kiivku [ jez protind danou ktrivku ¢ v hle-

<
daném bodé T, takze t = LT

Obrazek 1.2: Te¢ny empirické kiivky z bodu
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Obrazek 1.3: Normaly spusténé na empirickou kiivku

Konstrukce 3. Normaly spusténé na empirickou k¥ivku

Patu normaly spusténé z bodu P hledame tak, Ze opiSeme soustavu soustiednych kruz-
nic se stfedem v bodé P. Sestrojime piilici body obloukti omezenych kiivkou na jednot-
livyrch kruznicich. Propojeni téchto ptlicich bodi vytvori kiivku [, kterda zadanou kiivku
protne v hledané paté normaly. Konstrukci normaly v bodé kiivky lze provést pomoci tecny
krivky.

Vsechny tyto konstrukce predpokladaji, ze kiivka ma v uvazovaném bodé tzv. regularni
bod — jinak by bylo nutno zvazit proveditelnost konstrukei, popf. jejich tpravu. Ktivka vsak
miize obsahovat také nékteré zvlastni typy bodt, singularni body. Singularnost miize byt
rizného druhu, a proto singularni body a tec¢ny kiivek maji rizné nazvy. I tec¢na kiivky
miize byt obycejna nebo nikoliv.

Jestlize v urcitém bodé kiivky jeji tefna nahle (pfetrzité) méni svij smér o thel «
(v < 180°), mluvime o thlovém bodé. V bodé vratu (neboli kuspidalnim) tvofici bod néhle
méni smysl svého pohybu. Te¢na kiivky v bodé vratu se nazyva tecna vratu (kuspidalni
tefna). Jedné-li se o bod vratu 1., resp. 2. druhu (zobék), lezi v jeho okoli kfivka na obou
stranach, resp. na jedné strané od kuspidalni tecny.

¢ c
C
te V _t vV 4 |
t 7 t
C
C
(a) bod vratu 1. druhu (b) bod vratu 2. druhu (c) inflexni bod

Obrazek 1.4: Singularni body kfivky

Jestlize obracené pii pohybu bodu po ¢arfe tecna nahle zméni smysl svého otaceni,
nazyva se bod, ve kterém se toto stalo inflexnim bodem a te¢na v ném inflexni tecnou.
V okoli inflexniho bodu lezi kiivka po obou stranach inflexni tecny.
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Jiné hledisko k rozliseni rtiznych druhti singularnich bodt je jejich nasobnost, n-nasobnym
bodem kfivka n-krat prochdzi a ma v ném n (obecné riznych) tecen.

Definice 3. Primka, ktera se dotyka kiivky v jejim nevlastnim bodé, je jeji asymptotou.

Dalsi z praktickych dovednosti, které by mél fesitel deskriptivnich tloh zvladat je prace
s délkou oblouku. Délku oblouku rovinné ktivky c;, omezeného koncovymi body A;, By,

byva nékdy tieba vyjadrit useckou (¢ili oblouk A; B rektifikovat) nebo uréit stejné dlouhy

oblouk jiné kiivky cs pfi daném bodu A; na ¢y (¢ili oblouk A;B; na kiivku ¢y navinout
od Ag)

Asi nejjednodussim zpusobem provedeni je nahrazeni daného oblouku lomenou ¢arou,
jejiz vrcholy lezi na dané kfivce a strany maji co mozna nejmensi délku. Délka takovéto
lomené kiivky je i pribliznou délkou oblouku. Nyni uz staci jednotlivé tseky prenést na
pfimku, nebo na jiny oblouk.

c D
Ay ByCo Do Eg By Go Ho Ly do

Co

Obréazek 1.5: Rektifikace oblouku

Je-li z ¢ar c¢; a ¢y jedna kruznice a druha pfimka, vznikd jednak kol rektifikovat dany
kruhovy oblouk, ale také obraceny tikol navinout danou tsecku na danou kruznici.
Konstrukce 4. d’Ocagneova rektifikace

Mame-li rektifikovat oblouk A;B; kruZnice, rozdélime tétivu A;B; body 1 a 2 na tii
stejné dily. Bod 2 promitneme ze stfedu na kruznici do pomocného bodu P. Vedeme-li
koncovym bodem B; da(in_é_lr)lo oblouku rovnobézku s S<—P), dostaneme v priseciku By této
rovnobézky se spojnici A; P koncovy bod tsecky A;Bo(A; = As), ta ma pribliznou délku
jako zadany oblouk. Pro oblouky se stredovym thlem asi 60° je chyba rovna jedné tisiciné
rektifikované délky.

Maéame-li obracené na danou kruznici ¢; od jejiho bodu A; navinou usecku délky m,
pomocna kruznice (Aj, %m) protind ¢; v pomocném bodé P. Na spojnici zTP naneseme
m od Ajp, naCez rovnobézka s SP vedena bodem B,, protina c¢; v hledaném bodé Bj.
Konstrukce 5. Sobotkova rektifikace

Od A; naneseme na prumér kruznice ¢; délku 3r (ziskame tak rektifikacni bod R). Déle
v A; sestrojime te¢nu oblouku. Na ni promitneme koncovy bod oblouku B; do B, z rek-
tifika¢niho bodu R. Chyba konstrukce pti stfedovém thlu 30° je pétina promile poloméru
kruznice. Prostym obracenim postupu lze navinout danou usecku na kruznici.
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Obrazek 1.7: Sobotkova rektifikace

Konstrukce 6. Kochanského rektifikace

Délku pulkruznice omezené primérem A; B; = 2r sestrojime takto: Sestrojime tecnu b
kruznice v bodé Bj, pak jeji primeér odchyleny od A;B; o 30° a protinajici b v bodé P,
od kterého naneseme na PB; délku 3r do bodu Bs. Usetka Ay Bs, kde A; = As, je piiblizné
rektifikovana ptlkruznice. Pfi této priblizné rektifikaci se dopoustime chyby 0,00012r.

Obrézek 1.8: Kochanského rektifikace

Definice 4. Ktivku e, kterd svird se vSemi tecnami kiivky ¢ pravy thel, nazyvame evol-
ventou krivky c. Jeslize je kiivka c kruznice, pak mluvime o kruhové evolventé.

Z definice plyne, Ze jedna kiivka nema pouze jednu evolventu, ale cely systém evolvent.
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Evolventa kiivky mé také vlastnost: Myslime si na kfivce ¢ napnutou nit. Pokud pii
odvijeni budeme nit udrzovat stéle napnutou, pak kazdy bod niti opiSe jednu z evolvent
krivky c.

Definice 5. Oskulac¢ni kruznice ktivky ¢ v jejim bodé A je limitni polohou kruznice pro-
chazejici body A, A, 2A kiivky c, jestlize 1A — A, 2A — A. Stied S, oskula¢ni kruznice
ka se nazyva stfedem kiivosti a jeji polomér R4 polomérem kiivosti kiivky ¢ v bodé A.
Cislo p = RLA(R 4 # 0) nazyvame kiivosti kiivky ¢ v bodé A.

Oskula¢ni kruznice k4 se v dostatecné malém okoli bodu A kiivky ¢ velmi malo 1isi od
¢, proto je mozné v tomto okoli krivku nahradit jeji oskula¢ni kruznici.

Oskula¢ni kruznice mé v obycejném bodé s kiivkou styk trojnasobny. Jakmile je tento
styk ¢tyT nebo vicenasobny, kruznice se nazyva hyperoskula¢ni a bod dotyku je vrcholem
krivky.

Obrézek 1.9: Konstrukece stfedu ktivosti

Konstrukce 7. Stfedu kiivosti empirické kiivky

Zvolme libovolny bod kfivky, rizny od bodu A, a sestrojme symetralu s usecky AB.
Pi{mka s protind normalu n4 v bodé ! B. Sestrojme ?B tak, aby |'B?B| = |AB| a 'B?B L
na. Body 2B vykresli ¢aru chyb [, jejiz priiseéik s normalou n4 je hledany stied kiivosti
pro bod A.

Stied kruznice je zaroven stfedem kfivosti pro vSechny jeji body. Jak nalézt stred kii-
vosti v bodé stfedové kuzelosecky fika konsturkce 8.

Konstrukce 8. Steiner-Pelzova parabola

Dotykovy bod normély np bodu P stfedové kuzelosecky ¢ (P neni jejim vrcholem) a
paraboly s, dotykajici se os kuzelosecky c, také jeji normaly np a tecny tp je stfed krivosti
kuzelosecky ¢ v bodé P.

1.2 Prostorové krivky

Definice 6. Ktivka c, jejiz vSechny body nelezi v jedné roviné, je kiivkou prostorovou.
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Prostorovou kfivku lze dostat nejen jako drahu pohybujiciho se bodu, ale také jako
pronikovou kfivku dvou ploch. Stejné jako u rovinnych krivek, délime prostorové krivky na
analytické a empirickeé.

Definice 7. Jsou-li P a P’ dva rizné body prostorové kiivky k, nazyvé se spojnice PP’
bisekantou kfivky k. Je-li P pevny bod a zmenSuje-li se délka oblouku PP’ bez omezeni,
bisekanta konverguje ke své mezni poloze tp, kterou nazyvame tecnou prostorové kiivky k.

Definice 8. Pod spadem kiivky k v bodé A vzhledem k roviné 7 rozumime tangens thlu
tecny t kiivky k£ v bodé A s rovinou 7. Pokud ma kiivka vzhledem k néjaké roviné v kazdém
svém bodé stejny spad, mluvime o kfivce konstantniho spadu.

Obrazek 1.10: Spad kiivky

Definice 9. Rovnobézky vedené libovolnym bodem V' prostoru s te¢nami prostorové kiivky
k tvori tidici kuzelovou plochu prostorové kiivky k.

Kazda rovina 7 prochazejici te¢nou t prostorové kiivky k& v bodé A se nazyva tecna
rovina kfivky k& v bodé A (ozna¢me ji 74). Oskula¢ni rovina w prostorové kiivky k v bodé
A je limitni polohou te¢né roviny ¢, urcené tecnou ¢ a libovolnym bodem P (P lezi na k
a je rizny od A) jdoucim po kiivce k& do bodu A (ozna¢me w,). Oskula¢ni rovina kiivky
k v bodé A je tedy tecnou rovinou kiivky k majici s £ v bodé A tfi soumezné body.
Oskulac¢ni rovina rovinné kiivky je rovina, ve které kiivka lezi.

Konstrukce 9. Oskula¢ni rovina

Oskula¢ni rovina w, kiivky k£ v bodé A obsahujici tecnu t4 kiivky k je rovnobézné
s teCnou rovinou 7y, Tidici kuzelové plochy, ktera obsahuje te¢nu ¢y, rovnobéznou s t 4.

U prostorovych krivek je mozné sestrojit v bodé A cely svazek primek kolmych na tecnu

t. VSechny tyto kolmice se nazyvaji normalami kiivky & v bodé A. Rovina jimi urc¢ena se
nazyva normalova rovina krivky k£ v bodé A. Prisecnice normalové a oskula¢ni roviny se
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Obrazek 1.11: Konstrukce oskula¢ni roviny

nazyva hlavni norméla n kiivky k& v bodé A. Norméla b_lw se nazyva binormalou kiivky
k v bodé A. Tt pfimky ¢, n, b (vSechny prochazejici bodem A kiivky k) jsou navzéjem
kolmé a tvofi pravouhly trojhran (Frenetiiv, Frenet-Serettiv, priuvodni). Dvé z rovin tohoto
trojhranu jsou oskulacni a norméalova rovina a tfeti rovinu p = t - b nazyvame rektifikacni
rovina.

n b b
t P P n P t
/ \k K k
(a) oskulaéni (b) normaélni (c) rektifikacni

Obrazek 1.12: Pruméty kiivky do roviny

Prostorova kiivka méa dvoji tzv. kiivost. Prvni kiivost (flexe) je mirou rychlosti odchylky
kiivky od tecny v okoli dotykového bodu kiivky. Druha kiivost (torse) vyjadiuje rychlost
zmény polohy kiivky vzhledem k oskula¢ni roviné v okoli bodu dotyku.

Kolmy primét kiivky & do jeji oskula¢ni, resp. normalni, resp. rektifika¢ni roviny v jejim
obycCejném bodé P méa v ném bod obycejny, resp. vratu, resp. inflexni.

Pfi pramétech kiivky k z bodu S na primétnu m mohou nastat tyto ¢tyti pripady:

1. S € k. T je prusecik tecny kiivky k£ v bodé S s primétnou. Primét kg nemé v bodé
T zadny zvlastni bod. Tecna t; kiivky kg v bodé T je prisecnice oskula¢ni roviny
k¥ivky k v bodé S s primétnou 7.
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Obrazek 1.13: Primét kiivky z jejiho bodu

2. Pramét kiivky k z bodu S teény (A # S) kiivky k£ v bodé A ma v bodé Ag bod
vratu, pricemz tecna t; kiivky kg v bodé Ag je prusecnice oskula¢ni roviny kiivky
k v bodé A s prumétnou 7.

3. Bod S lezi v oskula¢ni roviné kiivky k v bodé A, pficemz nelezi na tecné kiivky
k v bodé A. V tomto pripadé ma kiivka kg v bodé Ag inflexni bod tec¢na t; kiivky
ks v bodé Ag je soucasné prusecnice oskulacni roviny s primétnou .

4. Pokud nenastane zadny z pfedchozich pripadd, nema kg v Ag zadny zvlastni bod a
tecna tg kiivky kg v bodé Ag je prumétem tecny t.

Obrazek 1.14: Primét kiivky z bodu tecny

Lezi-li stfed S promitani na bisekanté, resp. trisekanté krivky c, je jeji prusecik s 7
dvojnasobnym, resp. trojnasobnym bodem primétu cg. Kazda z obou tecen v dvojnasob-
ném bodé kiivky cg ma s ni spolecné tii soumezné body, dotyka se jedné z vétvi a druhou
protina.

Zéavérem oddilu jesté zminim nékolik vlastnosti algebraickych kiivek.
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Obrazek 1.16: Bisekanta kiivky promitacim paprskem

Definice 10. Analyticka prostorova krivka se nazyva algebraicka, lze-li ji vyjadrit jako
prinik dvou véalcovych algebraickych ploch (véalcovych ploch popsanych polynomy dvou
proménych pro dvé rtizné dvojice proménnych, napt. =,y a z,z). V opaéném piipadé se
krivka nazyva transcendentni.

Definice 11. Prostorova algebraickd kfivka se nazyva stupné n, je-li protnuta kazdou
rovinou v pravé n bodech (redlnych a komplexné sdruzenych ve smyslu algebraickém).
Algebraickd kiivka mé t¥idu m, jestlize kazdym jejim bodem prochézi pravé m oskulacnich
rovin. Pokud stfed promitani S nelezi na algebraické kiivce ¢ stupné n, potom jeji primeét
ze stiedu S do pramétny 7 je algebraicka kiivka stupné n. Jestlize je stfed promitani je
m-nasobnym bodem kfivky c, je jejim primétem algebraicka kiivka stupné n —m.
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1.2.1 Sroubovice

Definice 12. Krivka vznikla slozenim rovnomérné rotace a rovnomérné translace ve sméru
osy rotace se nazyva Sroubovice. Vzdalenost bodu A sroubovice od osy o se nazyva polomér
sroubovice. Cast sroubovice, ktera odpovidd v daném Sroubovém pohybu visce zavitu,
se nazyva zavit Sroubovice. Délka v, resp. vy, posunuti bodu A Sroubovice odpovidajici
otoceni o délku 27, resp. r, se nazyva vyska zavitu sroubovice, resp. redukovana vyska
zavitu Sroubovice.

Definice 13. Sroubovice, jejiz Sroubovy pohyb je kladnym smyslem, tj. pohybem proti
sméru hodinovych rucicek, se nazyva pravotociva sroubovice. V opacném piipadé se Srou-
bovice nazyva levotociva.

Obrazek 1.17: Pravotociva, levotociva sroubovice

Z definice 12 plyne, ze kazda Sroubovice lezi na valcové plosSe s osou o, jejiz polomér je
roven poloméru sroubovice.

Je-li w libovolny thel otoceni bodu M Sroubovice o poloméru r, pak délka oblouku
otoceni bodu je wr, oznac¢ime-li délku posunuti v* ve sméru osy, pak z rovnomeérnosti
sroubového pohybu plyne:

*

v v Vo
1.2 — = — = — =tga.
(12) wr  2mr r &

Rozvineme-li valec do tecné roviny valce 75, v bodé M, pak sroubovice prejde rozvinu-
tim na valci do tecny t,,. Zfejmé tecny téze Sroubovice v libovolném bodé sviraji tyz thel
a s pudorysnou 7. Odtud plyne, ze Sroubovice je kiivkou konstantniho spadu.

Protoze Sroubovice je kiivkou konstantniho spadu, je fidici kuzelova plocha Sroubovice
rota¢ni kuzelovou plochou. Vyska fidiciho kuzele je vy nebot

v v
(1.3) 2= — —tga.

T 2rr
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Obréazek 1.18: Rozvinuti Sroubovice

Pro vrchol V' fidiciho kuzele plati:
(14) Vg = —

tj. vrchol V' je ,blizko“ pod %v nad 7.
Priklady zadéani sroubovice:

1. Osa o Sroubovice, orientace Sroubovice (pravoto¢iva ¢i levotocivd), vyska zavitu
v nebo redukovana vyska vy.

2. Osa o Sroubovice, tec¢na t Sroubovice.

3. Osa o Sroubovice, oskula¢ni rovina w Sroubovice, redukovanad vyska vy, orientace
sroubovice.

4. Osa o sroubovice, dva body Sroubovice na plasti rota¢niho valce s osou o, orientace
sroubovice.

5. (Alternativa k tloze 4) Spojte dva body na plasti rota¢niho valce nejkratsi kiivkou.

Na zakladé uvedenych vlastnosti sroubovice, lze sestrojit jeji priméty. Bod C' srou-
bovice na obrysu valce, na némz Sroubovice lezi, nazveme vrcholem primétu Sroubovice.
Konstrukce poloméru oskulacni kruznice 7' vrcholu narysu Sroubovice ¢ (je-li osa o L )
o poloméru r, resp. poloméru oskula¢ni kruznice Sroubovice R, je vidét na nasledujicim
obrazku narysu fidiciho kuzele sroubovice.

Vrzeny stin s’ Sroubovice s do m L o je prosté, resp. prodlouzend, resp. zkracend
cykloida, jestlize V' leZi na k, resp. uvnitf k, resp. vné k, kde k je kruznice na fidici kuzelové
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Obrazek 1.19: Polomér oskula¢ni kruznice prameétu vrcholu sroubovice

plose lezici v 7. Toto kritérium lze vyuzit také pro sestrojeni vrzeného stinu sroubovice na
rovinu, kterd zaujimé obecnou polohu k ose o. Vrzenym stinem sroubovice do takovéto
roviny je pak kfivka afinni k cykloidé, pokud o nepatii sméru osvétleni (v takovém piipadé
by byla stinem elipsa). Odtud plyne, jak bude vypadat pramét Sroubovice pii zvoleném
promitani.

Obrazek 1.20: Axonometrie Sroubovice

1.3 Obecné vlastnosti ploch

Podobné jako si lze predstavit vytvoreni kiivky pohybem bodu, tedy kinematicky, lze
si pfredstavit vytvoreni plochy spojitym pohybem kiivky. Tak napft. spojitym pohybem
primky vznikne pfimkova plocha, spojitym pohybem kruznice vznika cyklicka plocha apod.
Lze Fici, ze plocha vznikd spojitym pohybem kiivky (kterda neni drahou pohybu) a tvar
kiivky se mize béhem pohybu ménit. Pohybujici se kfivka (pfimka) se nazyva tvofici
kiivka (pfimka). Plochy délime takto:

a: Empiricke, neboli grafické, nezname-li jejich vytvarny zakon. Takova plocha je ob-
vykle dana nékolika kiivkami téze jednoparametrické soustavy krivek, jejichz tvar
byva stanoven empiricky (jako napf. u vrstevnic terénu).

b: Matematické, tj. takové, jejichz vytvarny zakon lze matematicky vyjadrit analytic-
kymi funkcemi dvou proménnych.
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Soufadnice bodi P(z;y;z) plochy ® vztazené na kartézskou soustavu soufadnic lze
zapsat napt. v Gaussové parametrickém vyjadieni:

(1.5) r=x(u,v),y =y(u,v),z = z(u,v), (u,v) € Q,

Kde na pravych stranach jsou analytické funkce dvou proménnych w,v (parametrti) de-
finovanych v oblasti Q. Rovnice (1.5) jsou parametrické rovnice plochy. Kazdému bodu
(u,v) € Q je rovnicemi (1.5) pfifazen jediny bod P(xp;yp; zp) plochy. Vyloucime-li z (1.5)
parametry u, v, dostaneme rovnici plochy ® bud v implicitnim tvaru

(1.6) F(z,y,2) =0,
nebo v explicitnim Mongeové tvaru

(1.7) 2= [(z,y).

Algebraickéa plocha nemusi nutné obsahovat redlné body. Napi. 22 + 32 + 22 +1 =0 je
imaginarni kulova plocha spolomérem r = y/—1, nebo plocha 2 + y? + 22 = 0 obsahuje
jen jediny redlny bod O(0,0,0).

Nelze-li rovnici plochy vyjadrit ve tvaru

(1.8) F(z,y,2) = Zcijkxiyjzk =0,

Z"j7k

kde c;j; jsou realné koeficienty, které nejsou vSechny rovny nule, a i, j, k celé kladné
exponenty, pak se plocha nazyva transcendentni. Nejvétsi exponent max(i + j + k) = n
je stupném algebraické plochy ®". Jedina plocha prvého stupné je rovina, jeji rovnice ma
tvar

ar +by+cz+d=0.

Plochy druhého stupné se nazyvaji kvadriky.
Algebraicka plocha se rozpadne (je reducibilni neboli slozend), 1ze-1i polynom F'(z,y, z)
z (1.8) napsat jako souéin polynomu nizsich stuprit

(19) F(.ﬁE,y,Z) = Fp(x>y7z) ’ Fq(x>y7z) """ Ft(x,y7z),
kde
(1.10) P+ +t=n,

nebo se nerozpadne (je ireducibilni neboli jednoduchd), pokud takové rozlozeni (1.9) poly-
nomu F'(z,y, z) nelze provést.

Z predchazejiciho plyne, Ze i rovina muze byt ¢asti reducibilni plochy.

Na kazdé plose existuje nekonec¢né mnozstvi kiivek rozlozenych tak, ze kazdym obecnym
bodem A (tj. nikoliv vyjimeénym nebo zvlastnim) plochy prochézi opét nekoneéné mnozstvi
z nich.
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Definice 14. Jestlize v bodé A plochy ® lezi teény t4 ke vSem kiivkdm c4 plochy @
v jediné roviné 74, nazyva se 74 tecna rovina plochy ® v bodé A.

Definice 15. Kolmice na te¢nou rovinu v jejim dotykovém bodé A s plochou se nazyva
normalou plochy v tomto bodé.

Definice 16. Bod A plochy ® se nazyva regularni bod plochy ®, existuje-li jedina tec¢na ro-
vina 74 plochy ® v bodé A. Neni-li bod A regularnim bodem plochy ®, nazyva se singularni
bod plochy.

Protina-li plocha sama sebe v kfivce ¢ je tato kiivka dvojnou, resp. vicenasobnou kiiv-
kou plochy. V bodech takové kiivky existuji dvé ¢i vice te¢nych rovin plochy.

Obréazek 1.21: Dvojna ktivka plochy

Definice 17. Protina-li plocha nevlastni rovinu v realné ktivce a lezi-li te¢ny v nevlastnim
bodé plochy ve vlastni te¢né roviné, nazyva se tato te¢na rovina asymptoticka rovina plochy.

Definice 18. Tec¢ny k obéma vétvim priisecné kiivky te¢né roviny s plochou v jejim bodé
dotyku (dvojném bodé fezu) se nazyvaji asymptotické tecny plochy.

Mohou ovSem nastat tii pfipady: Dvojny bod priniku je skuteénym dvojnym bodem
(kfivka v ném ma dvé rizné redlné vétve s dvéma ruznobéZnymi teénami); tyto tecny
mohou ve druhém ptipadé splynout a T je bodem vratu pruniku, nebo bod 7T je izolovanym
dvojnym bodem se dvéma komplexné konjugovanymi tecnami.

Definice 19. Regularni bod plochy @ je a) hyperbolicky, b) parabolicky, c) elipticky, jsou-li
v ném obé asymptotické tecny a) realné rizné, b) splyvajici, ¢) komplexné sdruzené.

Plocha v okoli hyperbolického bodu H se rozklada po obou stranach te¢né roviny a 1i-
kame, Ze plocha je v tomto okoli konvex—konkavni. Hyperbolickymi body jsou napi. vSechny
body jednodilného hyperboloidu nebo hyperbolického paraboloidu, body v okoli hrdelnich
kruznic rotacnich ploch, body na prfimkovych nerozvinutelnych plochach apod.
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Obrazek 1.23: Parabolicky bod plochy

V parabolickém bodé P ma prisecna kiivka tec¢né roviny s plochou v bodé dotyku bod
vratu. Prikladem jsou vSechny body ploch kuzelovych a valcovych, body rozvinutelnych
ploch, body torzalnich ptimek pfimkovych nerozvinutelnych ploch nebo body kraterovych
kruznic u rotac¢nich ploch apod.

Konecné elipticky bod E plochy je izolovany bod prisecné kiivky, ktera vsak v ostat-
nim pribéhu mize byt imaginarni. Plocha v tomto pripadé lezi v okoli bodu jen po jedné
strané tecné roviny a je konvexni. Eliptické body jsou body elipsoidu, eliptického parabo-
loidu, dvojdilného hyperboloidu ¢i body v okoli rovniku rota¢nich ploch. Eliptickym bodim
plochy kulové se presnéji fika body kruhové.

Obrazek 1.24: Elipticky bod plochy

Pokud na plose existuji jak body eliptické, tak body hyperbolické, pak na plose existuji
také body parabolické. Ty tvori hranici mezi eliptickymi a hyperbolickymi body plochy.
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Prikladem mutze byt rotac¢ni anuloid, na kterém tuto hranici tvori kraterova kruznice.

Obrazek 1.25: Anuloid s kraterovou kruznici k

Body, které nejsou reguldrnimi (obycejnymi) body plochy, se nazyvaji singularni. V sin-
gularnim bodé plochy existuje vice te¢nych rovin. Bod plochy, v némz existuji dvé, resp.
tTi, resp. nekone¢né mnoho tecnych rovin, se nazyva biplanarni, resp. triplanarni, resp.
konicky. Piikladem konického bodu plochy je vrchol kuzelové plochy.

Obrazek 1.26: Konicky bod plochy

O stupni mluvime jen u algebraickych ploch, jejichz rovnice se da psat ve tvaru (1.8).
Stupen n algebraické plochy mé jednoduchy geometricky vyznam.

Véta 1.3.1. Libovolna primka protind ireducibilni algebraickou plochu n-tého stupné praveé
vn prusecicich (ve smyslu algebraickém: praseciky mohou bijt jednoduché, ndasobné, vlastni,
nevlastni, redlné komplexni). Je-li B komplerni bod, protind primka plochu i v bodé B
komplexné sdruzeném k pronimu.

Véta 1.3.2. Md-li primka s algebraickou plochou n-tého stupné vice nezZn spolecnych bodi,
pak s ni ma vSechny své body spolecné a naleZi plose.
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Véta 1.3.3. Libovolnd rovina protindg ireducibilni algebraickou plochu n-tého stupné v ro-
vinném tezu stupné prdvé n (rovina muze byt vlastni i nevlastni).

Diikaz. Plyne z primého vypoctu po dosazeni rovnice roviny do rovnice plochy. O

Dvé rtizné plochy se obecné protinaji v prostorové kiivce; jedna-li se o dvé algebraické
plochy, pak je jejich prinikem algebraicka prostorova ktivka, jejiz stupen je dan poctem
jejich prise¢iki s libovolnou rovinou. Jsou-li 'n a 2n stupné obou algebraickych ploch, pak
libovolna rovina je protind v rovinnych kifivkach stupiii n a 2n a tyto kiivky, protoze
lezi v téZe roving, maji podle Bezoutovy véty ! pravé 1n - 2n spoleénych bodi (ve smyslu
algebraickém), které nalezi obéma plochédm i jejich priniku.

Z toho plyne:

Véta 1.3.4. Dvé navzdjem rizné algebraické plochy *® a 2® stupriii 'n a ?n se protinaji
obecné v prostorové algebraické kiivce stupné n - 2n. Tato krivka se miZe rozpadnout na
dvé nebo vice samostatnijch krivek, pricem# soucet jejich stuprii je roven ¢islu *n - *n.
Véta 1.3.5. Prochdzi-li dvé plochy '® a 2® tymz bodem T a nemaji-li v ném dotyk, pak
tecna t prusecné krivky ¢ v tomto bodé je

a) prisecnici teénijch rovin 1 a *r sestrojenyjich v T k plochdm '® a %®,

b) kolmd k normdini roviné uréené normdlami 'n a *n ploch '® a ?® v bode T

Véta 1.3.6. Dotykaji-li se dvé plochy v bodé T, pak jejich prisecnd krivka md v tomto
bode obecné dvojndsobny bod.

Definice 20. Ttida algebraické plochy je pocet tecnych rovin, které k ni lze vést libovolnou
pfimkou. (U algebraické kuzelové plochy je nutno uvazovat pouze pfimky jdouci jejim
vrcholem).

Véta 1.3.7. Prochazi-li obycejnym bodem A plochy primka a, kterd na plose lezi, pak tecnd
rovina plochy v bodé A prochdzi primkou a.

1.4 Zobrazeni ploch

Definice 21. Primétem plochy rozumime mnozinu primétt vsech bodi plochy.

Definice 22. Mnozina vSech bodi na plose v nichz tecné roviny k plose prochézeji stte-
dem promitani (rovnobézné s promitacim paprskem) se nazyva skutecny obrys plochy.
Zdanlivym obrysem plochy rozumime primét skutecného obrysu plochy do primétny.

Pri stfedovém nebo rovnobézném osvétleni plochy se tecné svételné roviny dotykaji
podél kiivky, ktera je oznacovana jako mez vlastniho stinu. Vrzeny stin této kiivky na
prumeétnu je pak mezi vrzeného stinu. Pti zobrazeni ploch zalezi pfedevsim na urceni zdan-
livého obrysu plochy.

IDvé ireducibilni algebraické kiivky k, ¢ stupné n, m maji maximalné n - m spoleénych bod1.
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Zdanlivy obrys

Obrazek 1.27: Skutecny a zdanlivy obrys plochy

Véta 1.4.1. Necht krivka ¢ plochy ® protind jeji skutecny obrys m v bodech K, . ... Necht
tecna krivky ¢ v bodé Kneni promitaci primkou. Potom prumét c, krivky c se dotykad zddn-
livého obrysu m, v bodé K,. Necht krivka | proting krivku m v bodé L, pricemZ tecna |
v bodé L je promitaci primkou. Potom ma prumét krivky [ v bodé L, € m, bod vratu.

Zdanlivy obrys plochy lze tedy sestrojit jako obalku primétt vhodné soustavy kiivek
lezicich na plose.

Véta 1.4.2. Dotykaji-li se dveé plochy podél spolecné krivky, ktera mda spolecny bod se
skutecngm obrysem plochy, pak jejich zdanlivé obrysy se dotykaji ve spolecném bodé na
prumeétne wvaZované dotykove krivky.

Body, ve kterych se pruméty soustavy volenych kiivek dotykaji zdanlivého obrysu plo-
chy, tj. charakteristické body zdanlivého obrysu, se snadno urc¢i zejména v piipadech, kdy
se podél ktivky ¢ uvazované plochy dotyka kuzelova nebo kulova plocha.

1.5 Neékteré typy ploch

Jak bylo uvedeno, lze uvazovat vytvoreni plochy spojitym pohybem kiivky. Rotuje-li ktivka
okolo pevné pfimky (osy), vytvori rotacni plochu. Je-li kiivka podrobena takovému spoji-
tému pohybu, Ze vSechny jeji body probéhnou navzajem shodné drahy, nazyva se plocha
translacni. Vykonava-li kiivka pohyb Sroubovy, vytvori pfi ném sroubovou plochu neboli
helikoid. Méni-li se pfi spojitém pohybu spojité kiivka tak, ze do dalsich jejich poloh ji
lze prevést kolineaci, resp. afinitou, mluvime o plochéach kolinearnich, resp. afinnich. Jejich
specialnim pripadem jsou tzv. plochy klinové.

Pohybem piimky se vytvoii primkové plochy, které se déli na rozvinutelné a nerozvinu-
telné. Pohybem ostatnich ¢ar se vytvori obecné nepfimkové plochy. Z nepiimkovych ploch
jsou technicky dilezité plochy cyklické, vytvorené pohybem kruznice.
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Obrazek 1.28: Urceni obrysu plochy

Jiny zplisob vytvofeni ploch je pomoci tzv. s¢itani dvou ploch, mluvime o plochach
souctovych.

Podobné jako rovinna ki¥ivka muze byt vytvorena jako obélka jednoparametrické sou-
stavy kiivek, 1ze vytvorit pii spojitém pohybu plochy, ktera se pfi ném neméni nebo spojité
méni, plochu jinou jako obalku vsech poloh pohybujici se plochy. Jsou to pak plochy oba-
lové. Rikdme, Ze obalové plocha je mnozina charakteristik, tj. mnoZina ¢ar, v nichz se pfi
pohybu protinaji dvé bezprostiedné sousedni polohy pohybujici se plochy, které obalovou
plochu vytvareji. Napt. pohybuje-li se spojité neménna kulova plocha, pak charakteristika
je zfejmé kruznice.

Uvedené zptlisoby vytvoreni ploch nevedou vsak vyluéné k tplné oddélenym typim.
Naopak, tutéz plochu lze vytvorit i nékolika zptsoby. Jako ptriklad mize slouzit plocha
Tilserova, kterou lze vytvorit jako sou¢tovou plochu dvou rotacnich ploch valcovych nebo
jako transla¢ni plochu pfi pohybu kruznice po kruznici. Podobné 1ze i mnohé Sroubové
plochy povazovat za transla¢ni nebo souctové.

1.6 Primkové plochy

Definice 23. Plocha ® se nazyva primkova, jestlize kazdym bodem plochy prochéazi ale-
spon jedna piimka lezici na plose ®. Piimka plochy ® se nazyva tvorici prfimka plochy.

Prikladem pfimkové plochy mtze byt rovina. V dalsim vsak predpokladejme, zZe plocha,
0 niz je fe€ neni rovina.

P¥imkové plochy délime na rozvinutelné (napf.: plocha tecen prostorové kiivky) a ne-
rozvinutelné (napf.: konoidy). Nerozvinutelné plochy se také nazyvaji zborcené. Plati,
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ze vSechny rozvinutelné plochy jsou primkové. Obracené vsak tento vztah neplati, tedy
vSechny ptrimkové plochy nejsou rozvinutelné do roviny.

Tecné rovina 7 piimkové plochy v bodé T' vzdy obsahuje povrchovou pifimku plochy,
ktera bodem T prochézi. Obecné vSak v kazdém bodé pfimky je jind tecné rovina plochy
a jejich souhrn tvori svazek tecnych rovin o ose v uvazované primce. Miize se stat, ze ve
vSech bodech tvorici primky se dotyka plochy taz tecné rovina.

Definice 24. Tvorici piimka, podél niz existuje jedind te¢né rovina, se nazyva torzalni
primka. Te¢na rovina plochy podél torzalni piimky se nazyva torzalni rovina.



Kapitola 2

Rozvinutelné primkové plochy

Definice 25. Primkova plocha se nazyva rozvinutelna, jestlize kazda jeji tvorici primka je
torzalni.

Tecnou rovinu podél piimky p rozvinutelné plochy mtzeme pokladat za ur¢enou ptim-
kou p a pifimkou soumeznou, protoze na rozvinutelné plose jsou dvé soumezné primky
riznobézné a protinaji se na hrané vratu plochy.

Véta 2.0.1. Rozvinutelnymi plochami jsou prave:
a) kuzelovad plocha
b) wvdlcovd plocha
¢) plocha tecen prostorové krivky
d) plocha, kterd vznikne sloZenim z ploch a) b) c).

Definice 26. Plocha vytvofena tec¢nami prostorové kiivky c¢ se nazyva plocha tecen pro-
storové kiivky c. Kfivka ¢ se nazyva hrana vratu této plochy.

Definice 27. Rozvinuti (komplanace) rozvinutelné plochy & je spojité zobrazeni plochy
® do rovinného utvaru @, takové, ze

1. obrazem oblouku mezi dvéma body A, B na plose ® je oblouk A;BO na @ téze délky.

2. obrazem thlu kiivek g, ¢’ prochazejicich bodem A na plose @ je thel kiivek go, g
prochazejicich bodem Aj na plose ®( téze velikosti.

Jinak feceno: Rozvinuti je spojitd deformace plochy ® do rovinného utvaru @, pri
kterém ztistavaji zachovany uhly a délky kiivek. Kiivost kiivky se komplanaci obecné
nezachovava. O vztahu kfivosti kiivky na plose a po rozvinuti plati nasledujici tvrzeni:

Véta 2.0.2. Pri komplanaci rozvinutelné plochy se nemént flexe jeji hrany vratu.

28
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Co se méni je torze hrany vratu c, ta se stava rovnou nule, protoze z prostorové kiivky
¢ vznika rovinna krivka c.

Véta 2.0.3 (Cataldnova). Bud R polomér kiivosti krivky ¢ na ploSe ® v bodé A a Ry
polomér krivosti krivky co po rozvinuti na g v odpovidajicim bodé Ay. Bud T4 teénd rovina
plochy ® v bodé A, bud w oskulacni rovina krivky ¢ na plosSe ® v bodé A, bud p ihel mezi
TA G wWy. Pak plati

R
cos

(2.1) Ry =
Diikaz. Uvazujme dva sousedni elementy ¢; = AA; a ¢ = Ay Ay kiivky ¢ v rovinach
71 = (L,t3) a 75 = (t1, 1) (obr. 2.1(a)).

Po otodeni roviny 71 okolo t;, pfevadéjicim ji do polohy 79 = 7, bod Ay zaujme polohu
AY. Ctytsténu AA; AyAY opiSeme kulovou plochu ®. Ozna¢me k kruznici opsanou troji-
helniku AA; Ay a k° kruznici opsanou trojihelniku AA; AY. Obé kruznice lezi na ® a ¢; je
jejich spole¢né tétiva. St¥ed kulové plochy @ lezi v roviné soumérnosti e tisecky A, AY.

Predpokladejme nyni, Ze mnohothelnik P, Py, Ps, ..., jehoz vrcholy lezi na hrané vratu
h rozvinutelné plochy, ma délku kazdé jeho strany blizici se nule. Pak:

1. Py, P, se stanou k P soumeznymi body na ¢ a rovina 71 = (PP P,) se stane oskula¢ni
rovinou ktivky A v P a te¢nou rovinou rozvinutelné plochy podél ¢.

2. Spojnice AA; se stane tenou a k ¢ v A; Ay, Ay se stanou k A soumeznymi body
na ¢, rovina (AA;As) se stane oskulaéni rovinou w a kruznice k oskula¢ni kruznici
krivky ¢ v jejim bodé A.

3. A; a A9 se stanou k A soumeznymi body kiivky c°, vzniklé z kiivky ¢ rozvinutim
plochy do jeji teéné roviny 7 podél t; kruznice k° se stane oskula¢ni kruznici kiivky
0 — A0
A vA= A"

4. Stted kulové plochy ® se ztotozni se stfedem oskulacni kruznice k° tj. k° je pak hlavni
kruznici plochy ®. Skutec¢né, rovina € po ztotoznéni rovin 71 i 75 v te¢né roviné 7 se
téz ztotoznuje s 7.

Oskulaéni kruzmice k a k° na kulové plose ® se dotykaji v A stejné jako c a c°, pficemz
a je jejich spolecna tec¢na.

Kolmym promitanim ve sméru tecny a ziskdme obraz (2.1(b)) kulové plochy ®, oskula¢nich
kruznic k a k°, i jejich rovin odchylenych o tihel . Z n&j je spravnost véty zfejma.
U

2.1 Valcova a kuzZelova plocha

Zvolme kiivku ¢ a smér s. Kazdym bodem (¥idici) kiivky ¢ vedeme rovnobézku se smérem
s. Tyto rovnobézky vytvoii plochu, ktera se nazyva valcova plocha. Uvazované primky jsou
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\

Obrazek 2.1: K dikazu Catalanovy véty

povrchovymi (tvoficimi) pfimkami plochy. Jestlize je kiivka ¢ rovinnd, pak smér s nemuze
byt rovnobézny s rovinou fidici kiivky.

Valcova plocha se nazyva kolma, jestlize jeji povrchové piimky jsou kolmé k roviné
fidici kiivky, jinak je Sikméa (kosa). Kruhova valcova plocha mé za fidici k¥ivku kruznici,
rota¢ni valcova plocha je kruhova a kolma.

Mezi dvéma rovinnymi fezy valcové plochy existuje vztah perspektivni afinity s osou
v prusecnici rovin fezil a se smérem rovnobéznym s povrchovymi primkami valcové plochy.

Necht je ddna kiivka ¢ a bod V. V8echny spojnice bodu kiivky ¢ s bodem V' vytvoii
plochu, které fikame kuzelova plocha. Vylucujeme vsak piipad, kdy ktivka ¢ a bod V lezi
v jedné roviné. Uvazované piimky se nazyvaji tvotici, neboli povrchové, bod V' je vrcholem.

Kruhova kuzelova plocha ma za fidici kfivku kruznici. Spojnice vrcholu se stfedem
fidici kruznice se nazyva osa. Rotac¢ni kuzelova plocha je kruhova s osou kolmou na rovinu
fidici kruznice.

Mezi dvéma rovinnymi fezy kuzelové plochy existuje vztah perspektivni kolineace s osou
v prisecnici rovin fezll a se stfedem ve vrcholu kuzelové plochy.

Prinikem dvou ploch je mnozina jejich spolecnych bodt. Ve vétsiné pripadii miizeme
prinik dvou ploch sestrojit takto: Volime rovinu p (nebo jinou vhodnou plochu), ktera
protne plochy v kiivkach 'k a 2k, aby byly co nejjednodussi. Jejich priise¢iky lezi na obou
plochéch, tedy nélezi pronikové kfivce.

2.2 Sroubovy torsus

Rozvinutelnou sroubovou plochu vytvori teény sroubovice, kterda je pro plochu hranou
vratu. Je-li hrana vratu plochy pravotociva, resp. levotociva, pak se také plocha nazyva
pravotociva, resp. levotociva.
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Pti zobrazovani se vzdy omezujeme na vhodné zvolenou ¢ast. Hrana vratu h rozvinu-
telné sroubové plochy mé nekonec¢né mnoho zaviti. Jestlize nazveme zavitem plochy mno-
zinu tecen v bodech jednoho zavitu sroubovice h, pak méa plocha také nekone¢né mnoho
zavit, které se navzajem pronikaji v nekone¢né mnoha dvojnasobnych sroubovicich, které
jsou souosé s hranou vratu a maji s ni stejnou orientaci i vysku zavitu. Kazdym bodem
dvojnéasobné krivky plochy prochéazeji dvé rtizné primky této plochy a v jejich bodech
mé plocha riizné tecné roviny, narozdil od hrany vratu, v jejichz bodech se te¢né roviny
pronikajicich plasti ztotoznuji.

Véta 2.2.1. Je-li AB oblouk sroubovice a t jeji tecna, vytinaji roviny, vedené body A, B
kolmo na osu o Sroubovice, na tecné t usecku rovnou délce oblouku AB.

Odtud plyne, ze kazda rovina kolméa k ose o protina plochu ® v kruhové evolventé
podstavné kruznice valce, na némz lezi hrana vratu plochy ®. Vsechny kruhové evolventy
vytaté na plose rovinami p L o jsou shodné.

Ridici kuzel hrany vratu h je zaroveii fidicim kuZelem celého &roubového torzu ®.

Oskula¢ni roviny Sroubovice h jsou podle konstukce 9 rovnobézné s te¢nymi rovinami
fidici kuzelové plochy. Z toho tedy plyne jejich konstrukce a fakt, Ze jsou te¢nymi rovinami
plochy ®. Piimka p, podél niz se tecna rovina 7 plochy ® dotyka, je spadovou piimkou
roviny 7 vzhledem k 7 1 o0 a stopa p” na 7 se dotyka evolventy e.

Obrazek 2.2: Te¢na rovina Sroubového torsu

Rez g plochou ® obecnou rovinou p se vysetiuje bodovou konstrukei jako mnoZina
prusecikt primek plochy ® s rovinou p. Prisecnice » = 7 M p, kde 7 je te¢nd rovina plochy
® podél zvolené primky p, je tecnou fezu g v bodé R = r N p. Rovina p protina Sroubovici
h v bodech vratu kfivky g a dvojnou sroubovici plochy v dvojnasobném bodé fezu. Rovina
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o,V ep | p, protina fidici kuzelovou plochu 2 hrany vratu h v pfimkach o', b'. Pfimky
a, b plochy @ (a || ¢/, b || V') protinaji p v nevlastnich bodech kfivky g, te¢né roviny plochy
® podél ptimek a, b pak p protinaji v asymptotach m, n kiivky g.

Jestlize se p’ kuzelové plochy €2 dotyka, resp. ji neprotind, pak existuje jeden nevlastni
bod kiivky g, resp. kfivka g nemé nevlastni bod. Stopy roviny p v rovindch omezujicich
danou plochu ® protinaji prislusné evolventy v koncovych bodech krivky g.

Hrana vratu torzu ma konstantni nenulovou kiivost a ta se podle 2.0.2 neméni. Protoze
jedinou rovinnou kiivkou s konstantni kfivosti riznou od nuly je kruznice, rozvine se hrana
vratu h do kruznice h’ s polomérem R = @, kde r je polomér valcové plochy a ¢
je sklon Sroubovice. Jeden zavit Sroubovice h se rozvine jen do ¢asti kruznice h’. Délka
tohoto zavitu je Ci% a obvod kruznice h' je 2rR = ng@. Ziejmé je Ci:’;o < 63:2’;0. Te¢ny
t sroubovice h prejdou do teden °¢ kruznice h’. Oznacime-li ¢ te¢nu ke &roubovici v bodé

@, R jeji ptdorysny stopnik, pak oblouk AQ) na sroubovici & musi mit stejnou délku jako

oblouk A’Q)' na kruznici b’ a velikosti tsecky QR a QQ'R’. Velikost tisecky ()R naneseme na
kruznici b’ od bodu A" a dostaneme bod ()’. Te¢na v bodé Q' k b’ je obraz ¢’ primky q C ®.
Protoze |QR| = |Q'R’| lezi R’ na evolventé e’ kruznice b/, kterd je rozvinutim evolventy e
v ptdorysné .

Protoze mezi vlastniho stinu je mnozina bodi dotyku svételnych teénych rovin, sklada
se mez vlastniho stinu z tvoricich pfimek plochy, podél nichz se torzu dotykaji te¢né roviny
rovnobézné se smérem osvétleni. Mezi vlastniho stinu fidici kuzelové plochy jsou piimky
a’, b'. Pfimky a, b plochy ® rovnobézné s a’, b’ pak patfi mezi vlastniho stinu plochy ®.

Jestlize bod V' lezi vné kruZnice hy, resp. na kruznici hq, resp. uvniti kruznice hq, pak
na kazdém zavitu plochy ® lezi dvé primky meze vlastniho stinu, resp. jedna primka meze
vlastniho stinu, resp. mez vlastniho stinu neexistuje.

Konstrukce 10. Mez vlastniho stinu

Bod V/ je vrzenym stinem vrcholu fidici kuzelové plochy do 7. Pfi otoceni v roviné m
kolem st¥edu o; o tthel § ve sméru stoupani sroubovice h, piechazi V| do Vit Te¢ny ay, by
vedené z bodu V| ke kruZnici h; jsou piidorysy pfimek meze vlastniho stinu plochy ®.

Vrzeny stin plochy ® uréi vrzeny stin sroubovice h (viz. kapitola 1.2.1) a vrzené stiny
jednotlivych tvoricich piimek. Ty mtZzeme napft. omezit dvojnou Sroubovici d plochy &
s nejmensim polomérem. Vrzeny stin plochy ® na primétnu m pak bude mezi vrzenym
stinem A’ hrany vratu a vrzenym stinem dvojné Sroubovice d’. VyfeSeni vrzenych stini
plochy na sebe samu se provadi metodou zpétnych svételnych paprskii.

Rozvinutelnou sroubovou plochu jsme definovali pomoci jeji hrany vratu. Je vS§ak mozné
ji vytvorit i jinymi zptsoby. Z poznatkil o Sroubovici z oddilu 1.2.1 vyplyvaji i nékteré
disledky pro rozvinutelnou sroubovou plochu.

Protoze vsechny tecny sroubovice h sviraji s rovinou m 1 o konstantni tihel, jedna se
o plochu konstantniho spadu, a proto mizeme jeji pfimky urcit podle konstrukce 13 (viz.
déle), pomoci evolventy kruznice a Fidici kuzelové plochy hrany vratu. Dalsi vytvoreni Srou-
bového torsu dostavame uzitim Sroubového pohybu, kdy sroubujeme tecnu hrany vratu,
nebo kruhovou evolventu.
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Obrazek 2.3: Rozvinuti sroubového torsu
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Obrazek 2.4: Mez vlastniho stinu

2.3 Prechodové plochy a plochy konstantniho spadu

Z konstruktivniho hlediska je nékdy vyhodnéjsi urcit rozvinutelnou plochu jinak nez jako
mnozinu tecen prostorové kiivky.

Mnozina tecnych rovin prostorové kiivky je zavisla na dvou parametrech — jeden udava
tecnu ktivky a druhy polohu roviny, ktera touto tecnou prochazi.

Mnozina rovin, dotykajicich se dvou kfivek, je tedy jednoparametricka a urcuje rozvi-
nutelnou plochu.

Meéjme dany dvé kiivky k, 2k. Z bodu P € 'k promitneme kiivku 2k kuzelovou plochou
Q a k Q vedeme tecnou rovinu 7 prochézejici te¢nou t ke kiivee 'k v bodé P. Rovina 7 se
rozvinutelné plochy dotyka podél jeji piimky p a kiivky 2k v bodé T. Te¢na u kiivky 'k
v bodé T lezi v roviné 7 a pfimky u, ¢ se protinaji (v rozsifeném eukleidovském prostoru).

Pokud %, 2k jsou kiivky rovinné v rovinach 1p a 2p, pak se popsany postup zjednodusi
(avahy jsou porad provadéné v rozsifeném eukleidovském prostoru).
Konstrukce 11. Prechodova plocha

V bodé 'T € 'k sestrojime teénu 't a uréime priiseéik M = tNr, kde r = 1pN2p. Bodem
M vedeme tecénu %t ke kiivce 2k. JestliZe je 2T jeji bod dotyku, pak pifimka p = 'T?T patii
rozvinutelné plose.

Takto vznikla plocha se nazyva rozvinutelna prechodova plocha mezi dvéma rovinnymi
kiivkami.
Konstrukce 12. Rozvinuti prechodové plochy

Cést plochy omezené oblouky AB, A'B’ a tiseckami AA’, BB’ nahradime ,,prostorovym
¢tyfahelikem® (¢tyii body A, A', B, B’ nelezi v téze roving). Uhloptickou AB’ (nebo A'B)
rozdélime ¢tyithelnik na dva trojuhelniky a sestrojime jejich skutec¢né velikosti, ptilozime
je k sobé a ziskame pfiblizny rozvinuty tsek plochy.

Miize vSak nastat i pfipad, Ze jedna z kiivek je nevlastni. Ke konstrukci pfimek prislusné
rozvinutelné plochy je pak nutné pouzit pozménénou formu konstrukce 11.

Konstrukce 13. Plocha konstantniho spadu

Necht je dana kiivka 'k a rotacni kuZelova plocha € s vrcholem V' a osou o, ktera
protind nevlastni rovinu v kiivee ?k. Zvolme bod P € 'k a bodem V vedme ¢ || ¢, kde ¢ je
te¢na kiivky 'k v bodé P.
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Obrazek 2.5: Osvétleni rovinutelné sroubové plochy

Te¢na rovina 7 vedend piimkou ¢’ k plose Q se ji dotyka podél ptimky p’. P¥imka p || p’
vedena bodem P je pfimkou rozvinutelné plochy.

Obrazek 2.6: Te¢na rovina dvou kiivek
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Obrazek 2.9: Konstrukce plochy konstantniho spadu



Kapitola 3

Zborcené plochy

Definice 28. Primkova plocha se nazyva zborcena, jestlize na plose existuje pouze konec¢ny
pocet torzalnich primek. Netorzalni tvorici pfimky zborcené plochy se nazyvaji regularni.

Z4dnym bodem obecné tvotici pifmky p (netorzalni piimky) zborcené plochy neprochézi
vyznacna tecna rovina. Pro kazdy bod pfimky p nalezneme jinou tecnou rovinu plochy,
protoze dvojice soumeznych pfimek zborcené plochy jsou mimobézky.

V obecném piipadé je piimka v prostoru uréena ¢tyimi nezavislymi podminkami. Tyto
podminky mohou byt vyjadreny jak parametry, tak geometricky. Prikladem geometricky
chapané jednoduché podminky pro zadani primky je, ze tato primka protinad danou kiivku
v jednom bodé nebo se jednoduse dotyka dané plochy.

Mnozina piimek, spliiujici tfi nezavislé podminky je zavisla jiz jen na jednom parametru,
je tedy jednoparametrickd a vytvari piimkovou plochu. Dale budeme pfimkovou plochu
chapat pravé timto zptisobem. Budeme predpokladat, ze plocha ® je mnozina primek
(resp. mnozZina bodi téchto pfimek) protinajici tfi zadané kiivky a, b, ¢, tzv. ¥idici kiivky
plochy ®. Plochu oznacime @, .

Riiznou volbou fidicich kiivek, pfipadné ploch, dostavame celou skalu zborcenych ploch.

Ridicimi kfivkami mohou byt jakékoliv k¥ivky plochy, které protinaji viechny tvofici
pirimky. Zvolime-li za jeden z fidicich ttvart plochu, pak se ji vSechny piimky plochy &
budou dotykat. Protoze pracujeme v rozsifeném eukleidovském prostoru, muiize se stat,
ze nektera z tidicich krivek je nevlastni. Vytvareni pfimkovych ploch pomoci t¥i fidicich
krivek je vyhodné predevsim pti praktickém vyuziti zborcenych ploch.

Nekdy se stane, ze takto urcéena primkova plocha se rozpadne na dveé c¢asti. Jedna cast
piimkové plochy je nerozvinutelna, zatimco druhou ¢ast plochy lze do roviny rozvinout.
Za zborcenou plochu pak povazujeme pouze jeji nerozvinutelnou ¢ast, druhé, rozvinutelna
c¢ast, se do zborcené plochy nezahrnuje.

Konstrukce 14. Tvorici pfimky zborcené plochy ®, .

Predpokladejme, ze dané tidici kiivky a, b, ¢ maji zcela obecnou polohu, tj. jsou-li
rovinné, nelezi v téze roviné a také nemaji spolecné body. Kazdym bodem A fidici kiivky
a a fidicimi kfivkami b, ¢ jsou urceny dvé kuzelové plochy se spole¢nym vrcholem A, jejichz

37
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spoletné povrchové primky splituji vytvarny zdkon plochy @, ., jsou proto jejimi tvoricimi
primkami.

Obrézek 3.1: Tvorici piimky zborcené plochy @, .

Jsou-li a, b, ¢ algebraické kiivky stupni n,, ny, n., jsou i oba kuzele stupna n,, n. a
pocet takto urcenych ptrimek je ny - n..

Definice 29. Kfivka na plose @, . jejimz kazdym bodem prochazi r tvoricich primek, se
nazyva r-nasobnou ridici kiivkou plochy @, ..

Véta 3.0.1. Nemayji-li algebraicke krivky a, b, ¢ spolecné body, je kaZda z nich vicendsobnou
ridici krivkou plochy @, a kaZdd md ndsobnost rovnu soucinu stupni zbyvagjicich dvou
car.

Véta 3.0.2. Jsou-li idici krivky a, b, ¢ zborcené plochy ®,.4. algebraicke, stuprid n,, ny,
ne, je plocha @, algebraicka, stupné

(31) n:2'na'nb'nc_sa,b'nc_sb,c'na_Sa,c'nba
kde s; ; je pocet priseciki ridicich utvari i a j.

Véta 3.0.3 (Chaslesova). Primd tada dotykovych bodi na (obecné) tvorici primce p zbor-
cené plochy je projektivni se svazkem prislusnych tecnych rovin s osou p.

Diikaz. Bud p pfimka zborcené plochy @, . a p’ pfimka k ni blizka, a, b, ¢, d ¢tyfi navzajem
neprotinajici se fidici kiivky plochy ®,,.. Jejich priseciky s p, resp. s p/, budte po fadé
body A, B, C, D, resp. A', B', C', D'. Te¢ny v bodech A, B, C, D ke kiivkam a, b, ¢, d
oznafme tu, tp, tc, tp. Roviny a = (p,ta), B = (p,ts), v = (p,tc), 6 = (p,tp) jsou tecné
roviny plochy @,; . v bodech A, B, C'a D. Uvazme ¢tvefici rovin o’ = (p, 4'), /' = (p, B'),
v = (p,C"), & = (p, D) svazku s osou p. Protoze p’ protina jeho roviny ve ¢tvefici bodl
A, B, C', D' je zfejma rovnost dvojpomért

[, 3,9, =[A",B,C' D
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Pfiblizi-li se p’ neomezené k p, piiblizi se body A’, B, C’, D' neomezené k bodtim A, B, C,
D, setny (A, A'), (B, B'), (C,C"), (D,D’) k te¢ndm t 4, tp, te, tp a tedy iroviny o/, 3',v/, ¢’
k rovinam «, 3,7, 6. Pfitom je stale v platnosti uvedené rovnost dvojpomeérti, takze i

[a,3,7,6) = [A, B,C, D].

Je jasné, ze korespondence mezi fadou dotykovych bodu p(A, B,C, D, ...) a svazkem te¢-
nych rovin p(a, 3,7,0,...) je oboustranné jednoznacna. Protoze pii této korespondenci
pridruzené ctverice tvori stejné dvojpomeéry, je zminéna korespondence projektivnosti

p(A,B,C,D,...) = pla, B,7,0,...).

Obrazek 3.2: K dikazu Chaslesovy véty

O

Jsou-li znami tec¢né roviny «, 3, v ve tfech bodech A, B, C ptimky p zborcené plochy
®, 1. 1ze snadno sestrojit tecnou rovinu libovolného dalsitho bodu D na p.

Konstrukce 15. Tecna rovina zborcené plochy

Jsou dany obrazy bodt A, B, C, D, lezicich na tvorici pfimce p zborcené plochy @, .
a obrazy stop n%, n®, n” te¢nych rovin a, 3, v bodt A, B, C. Mame za tikol sestrojit obraz
stopy n® teéné roviny v bodé D.

VsSechny ctyfi stopy prochéazeji stopnikem N, a tvori svazek. Podle Chaslesovy véty
staci sestrojit n’ tak, aby bylo [n®, n®, n?, n°] = [A, B, C, D] coz je mozné provést tieba
prouzkem papiru.

Také nevlastnimu bodu E*° pfimky p prislusi v Chaslesové projektivnosti jista tecna
rovina € — asymptoticka rovina (definice 17). Jeji stopa n® je rovnobézna s hranou prouzku.

Vedeme-li zvolenym bodem V' rovnobézky s tvoricimi primkami zborcené plochy &,
vytvofime obecny kuzel ®* s vrcholem V' a nevlastni ¥idici kiivce e™ (e je nevlastni
kiivka plochy ®). P¥imky ploch ® a ®* jsou v oboustranné jednoznacéné korespondenci,
ve které tvorici pfimce p plochy ® koresponduje s ni rovnobézna tvorici primka p* kuzele
®*. Kuzel ®* se nazyva ridici kuzel zborcené plochy.

Asymptoticka rovina, prislusna tvorici primce p zborcené plochy @, je rovnobézna s tec-
nou rovinou jejiho fidicitho kuzele ®* podél jeho tvotici piimku p*.
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Obrazek 3.3: Konstrukce tecné roviny zborcené plochy

Definice 30. Rovinu prochazejici tvorici primkou zborcené plochy kolmo k asymptotické
roviné nazveme centralni rovinou a jeji dotykovy bod centralnim bodem tvorici primky.
Mnozina centralnich bodi vsech tvoricich primek zborcené plochy se nazyva strikéni kiivka
¢i ktivka zuzeni.

Chaslesova projektivita mtize pro nékteré izolované pfimky degenerovat tak, ze vsem
bodtim takovéto primky pfislusi jedina tecna rovina. Takovychto torzalnich pfimek a tor-
zalnich tec¢nych rovin na zborcené primkové plose muize vsak byt jen konecny pocet.

Torzalni primka ¢ spolu se soumeznou tvotici pfimkou g urcuji jednak torzalni rovinu,
jednak kuspidalni bod K = ¢ N q. Kuspidalni bod je dudlnim ttvarem k torzalni roviné
a je dotykovym bodem kazdé roviny prochazejici torzalni pfimkou. Roviny, prochazejici
kuspidalnim bodem K, protinaji plochu v kfivce majici v K bod vratu.

Slovem torzalni zduraznujeme, ze plocha ma podél piimky ¢ charakter rozvinutelné
plochy. Torzalni rovinu lze pokladat za asymptotickou rovinu torzalni primky, kuspidalni
bod je jejim centralnim bodem.

Kuspidalni body plochy urc¢ené tfemi fidicimi k¥ivkami mohou lezet jen na téchto kiiv-
kach.

Konstrukce 16. Torzalni pfimka, rovina a kuspidalni bod

®, 1. je zborcend plocha urcena elipsou a, v roviné o a primkami b, c. Ozna¢me R = bNav.
Ptrimkou b prolozime rovinu 7, jejiz stopa p” v roviné a se dotyka a v bodé T'. Oznacme
K =71Ne¢, t=TK.V roviné 7 lezi jedina piimka plochy ®,; ., kterou miizeme povazovat
za limitni pfipad dvojice primek plochy lezicich v obecné roviné (3 prochazejici primkou b.
Ptimka ¢ a rovina 7 jsou torzalni, bod K je kuspidalni.

Pomoci druhé tecny k elipse a, prochazejici bodem R, dostavame dalsi torzalni primku
plochy ®,;.. Zbyvajici dvé torzalni piimky sestrojime podobné pomoci tecen k elipse a
vedenych bodem @) = ¢ N «. Existuji celkem ¢tyfi torzalni piimky takovéto plochy.

Mez vlastniho stinu zborcené plochy je mnozina bodl dotyku svételnych te¢nych rovin.
Jestlize je osvétleni dano orientovanou piimkou s, pak bod meze vlastniho stinu na primce

p sestrojime tak, ze prfimkou vedeme rovinu rovnobéznou s piimkou s a urc¢ime jeji bod
dotyku.
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Obrazek 3.4: Torzalni primka, rovina a kuspidalni bod

Je-li p || s regularni pfimka plochy, pak kazda rovina obsahujici p je svételna a celd
piimka p patii mezi vlastniho stinu. Je-li p torzalni pfimka, ale jeji torzalni rovina neni
svételna, pak svételnd rovina prochazejici ptimkou p se ji dotyka v kuspidalnim bodé. Pro
svételnou torzalni rovinu patii cela pfimka p patii mezi vlastniho stinu.

Mez vrzeného stinu zborcené plochy na nékterou rovinu je vrzenym stinem meze vlast-
niho stinu a soucasné obalkou vrzenych stind primek plochy.

Jestlize rovnobézné osvétleni interpretujeme jako rovnobézné promitani, pak je mez
vlastniho stinu skute¢nym a mez vrzeného stinu zdanlivym obrysem plochy.

Véta 3.0.4. Obrysové krivky nerozvinutelnych primkovych ploch a meze vlastnich stini
prochazeji kuspidalnimi body plochy a dotykaji se v nich prislusniych torzalnich primek.

Obecné vysetfovani rovinného fezu jakékoliv zborcené plochy provadime urcenim prii-
seCikti tvoricich piimek plochy s rovinou fezu.

Maji-li dvé zborcené plochy spole¢nou tvorici ptimku p, pak svazku rovin p(«, 3, 7,9, .. .)
prislusi projektivni pfima fada bodt p(A;, By, C1, Dy, ... ) na prvni ploSe, ale také projek-
tivni pfima fada bodt p(As, By, Ca, Da, ... ) na plose druhé. Protoze obé fady jsou projek-
tivni s tymz svazkem, jsou obé tyto soumistné rady projektivni mezi sebou, tj.

p(Al, Bl, Cl, Dl, .. ) o p(A2, BQ,CQ, Dg, e )

Dvé soumistné fady maji obecné dva samodruzné body a pii tfech rtiznych samodruz-
nych bodech jsou totozné.

Véta 3.0.5. Je-li p spolecnd tvorici primka dvou zdorcenych ploch, dotykaji se obé plochy
nanejvys ve dvou bodech primky p. Dotykaji-li se ve trech riuznych bodech, dotykaji se podél
celé primky p, tj. Chaslesova projektivita je na primce p pro obé plochy stejnd.

Véta 3.0.6. Dotykaji-li se dvée zborcené plochy podél obecné tvorici primky p, pak na ni
maji spolecny centrdlni bod.
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Pokladame-li na obrazku 3.2 te¢ny t4, tp, te tidicich ¢ar a, b, ¢ v jejich bodech A, B,
C za ¥idici piimky plochy ®, dotykaji se plochy ®,;. a ® ve tfech bodech piimky p. Proto
se dotykaji podél celé ptimky p.

Protoze t4, g, tc jsou zcela libovolné tecny plochy ®,;. v bodech A, B a C, lze jejich
trojici volit nekoneénym mnozstvim zpisobl. Existuje tedy nekonecné mnoho tecnjch
ploch (hyperboloidi a hyperbolickych paraboloidii) zborcené plochy podél jeji piimky p.

3.1 Zborcené kvadriky

Kvadrika je plocha druhého stupné. Chceme-li, aby zborcena plocha @, . byla kvadrikou,
musi byt nutné druhého stupné. Po dosazeni do vzorce 3.1 pro vypocet stupné zborcené
plochy ziskame vztah

2=2ng -Np Nec— Sapb N — She*Ng — Sa,c* Np.

Cisla ng, ny, ne jsou prirozend &isla, protoze to jsou stupné jednotlivych Fidicich kiivek
zborcené plochy. Jedinou moznosti, jak docilit, po dosazeni konkrétnich stupna fidicich
kiivek, platného vztahu je, ze vSechny stupné n,, ny, n. jsou rovny jedné a tidici kiivky
se navzajem neprotinaji. Zborcena kvadrika ® je urcena tfemi navzajem mimobéznymi
primkami.
Na zborcené piimkové kvadrice lezi dva systémy piimek, tzv. reguly.

Véta 3.1.1. Primky tehoz requlu jsou navzajem mimobézné a primka jednoho requlu pro-
tind vsechny primky druhého requlu. Kvadrika je urcena kterymikoliv tremi primkamsi téhoZ
requlu.

Dikaz. Uvazme na ® primku m — pricku mimobézek a, b, c. Prolozime-li touto primkou
rovinu p, pak m patiifezu k = pN® a k je proto singularni kuzelosecka. Patii k ni tedy jesté
dalsi primka [. Je-li [ rizna od piimek a, b, ¢, pak je s nimi mimobézna. Kdyby totiz napt. ¢
a [ byly riznobéiné, pak by c lezela v roviné p (jsme v rozsifeném eukleidovském prostoru
a ¢ by protinala také m). Tim se dostdvame do sporu, protoze rovina p ma s plochou
spole¢né jen piimky m, [. Uvazime-li dalsi pifimku n plochy ® jako pricku mimobézek a, b,
¢, musi byt ptimky n, [ riznobézné. Kdyby n, [ byly mimobézné, pak by n protinala rovinu
p v bodé, ktery nelezi ani na m ani na [. Tento bod by patfil fezu roviny p s plochou ¢ a
to je opét spor. ]

Libovolnym bodem M zborcené kvadriky ® prochézeji dvé primky riznjch reguli plo-
chy, které urcuji jeji tecnou rovinu 7, jako mnozinu tecen ke kiivkam plochy, prochéazejicich
bodem M.

Konstrukce 17. Tecna rovina zborcené kvadriky

Je déna kvadrika ®,; . a rovina 7 prochazejici pfimkou a prvniho regulu. Rovina 7 je
tecnou rovinou této kvadriky a obsahuje jesté primku r druhého regulu, kterou ur¢ime na
zékladé toho, ze protind vsechny primky prvniho regulu. Priiseciky dvou dalsich pfimek
prvniho regulu s 7 ozna¢me B, C. Jejich spojnice je hledana pfimka r, prise¢ik R =aNr
je bod dotyku roviny 7.
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Obrézek 3.5: Tecna rovina zborcené kvadriky

3.1.1 Zborceny hyperboloid

Zborcenou kvadriku nazveme zborceny hyperboloid, pokud jsou vsechny fidici mimobézky
vlastni pifimky. Tato kvadrika neobsahuje Zadnou nevlastni piimku. Ridici piimky tedy
nemohou byt rovnobézné se zadnou rovinou 7, jinak by je protinala nevlastni pfimka této
roviny a patfila by plose.

Py

Obrézek 3.6: Zborceny hyperboloid

Z jiného pohledu mtizeme povazovat obecny zborceny hyperboloid (nazyvany také troj-
osy) za obraz rotacniho jednodilného hyperboloidu v prostorové afinité. ProtoZze rotacni
hypreboloid vznika rotaci primky okolo pfimky s ni mimobézné je ziejmé, ze se jedna
o ptrimkovou plochu.

Rez rovinou p zborcenym hyperboloidem @ je vidy kuzelosecka a to jakéhokoliv typu.
Nema-li nevlastni pfimka u* roviny p zadny spolecny bod s nevlastni kuzeloseckou £
plochy ®, nemé ani fez zadny nevlastni bod a vyslednou kuzeloseckou je realné elipsa.
Jestlize u™ protina k*° ve dvou riiznych bodech, pak je fezem kuzelosecka hyperbolického
typu. Pokud p neni te¢nou rovinou jedna se pifimo o hyperbolu, je-li p te¢na rovina, ziskdme
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Obrazek 3.7: Hyperbolicky paraboloid

dvojici rtuznobézek. Konecné, je-li u> tecnou kuzelosecky k°°, je fezem parabola nebo
dvojice rovnobéznych piimek v pfipadé asymptotické roviny.

Kazdé ptimce plochy & piislusi néjaka asymptotickd rovina. Tyto roviny obaluji roz-
vinutelnou Ffidici kuzelovou plochu €2 plochy ®. Kuzelova plocha 2 v vrcholem S (S je
stfedem hyperboloidu) se dotyka plochy ® podél £°°. Rovina fezu p protina plochy ® a Q
v kuzeloseckach stejného typu.

Mezi vlastniho stinu na zborceném hyperboloidu, pti osvétleni ze stfedu O, je ez polarni
roviny p stfedu osvétleni (vzhledem k ®) s hyperboloidem. Pro rovnobézné osvétleni je bod
O nevlastni a u}° je jeho polara vzhledem ke kuzelosecce £°°. Mezi vlastniho stinu je elipsa
nebo hyperbola, jestlize O ¢ k. Plati-li O € k>, pak O ndlezi plose ® a rovina p se
plochy dotyka ve dvojici rovnobéznych pfimek.

3.1.2 Hyperbolicky paraboloid

Je-li jedna z pfimek nevlastni, bude vyslednou plochou parabolicky hyperboloid. Protoze
nevlastni rovina protina kvadriku v kuzelosecce, obsahuje ® dvé nevlastni pfimky. Primky
>, ¢*° patii riznym regulim plochy, jsou urceny riiznobéznymi rovinami vy a o. Tyto ro-
viny nazyvame Tidici roviny daného hyperbolického paraboloidu. Za fidici roviny mtzeme
zvolit kterékoliv roviny rovnobézné s v, o, protoze vSechny primky prvniho regulu protina-
jici ¢*° jsou rovnobézné s fidici rovinou o. Podobné jsou vSechny primky druhého regulu
rovnobézné s rovinou 7.

Struéné feceno, hyperbolicky paraboloid je uréen bud dvéma (vlastnimi) mimobéznymi
pfimkami a Fidici rovinou s nimi rtiznobéznou nebo tfemi (vlastnimi) mimobézkami, které
jsou rovnobézné s jednou (Fidici) rovinou. V praxi je hyperbolicky paraboloid velmi ¢asto
zadan zborcenym ¢tyithelnikem

Hyperbolicky paraboloid je jedinou z kvadrik, kterou nelze vytvorit perspektivné-afinni
transformaci z rota¢ni kvadriky.

Rovina p protina paraboloid v kuzelosecce, jejiz typ opét urc¢ime podle polohy nevlastni
piimky u7° roviny p a nevlastnich singularni kuzelosecce plochy @ slozené z primek >,



KAPITOLA 3. ZBORCENE PLOCHY 45

q>. Nevlastni pfimka u;® roviny, ktera neni rovnobézna s osou plochy, protina primky
c>, ¢*° ve dvou rtznych bodech, proto je Fezem kuzelosecka hyperbolického typu, tj. bud
regularni hyperbola nebo dvojice riznobéznych piimek v pripadé te¢né roviny. Je-li rovina
fezu rovnobézna s osou paraboloidu, ale neni rovnobézna se zadnou Fidici rovinou, je fezem
regularni parabola. V pripadé rovnobéznosti roviny p a jedné z fidicich rovin se fez sklada
z dvojice pfimek, jedné vlastni a druhé nevlastni, tedy opét kuzelosecka typu parabola.
Elipticky typ kuzelosecky na hyperbolickém paraboloidu neexistuje.

Rovnobézné osvétleni je dano nevlastnim stfedem S°° urcéenym smérem s. Mezi vlast-
niho stinu je, stejné jako u zborceného hyperboloidu, fez plochy polarni rovinou stredu
osvétleni. Neni-li smér osvétleni rovnobézny s zadnou fidici rovinou plochy, je, podle pired-
choziho rozboru, mez parabola. Pokud je smér s rovnobézny s fidici rovinou, je mezi vlast-
niho stinu pfimka druhého regulu rovnobézna s s. Pro smér osvétleni rovnobézny s osou
plochy mez vlastniho stinu neexistuje — jedna strana plochy je osvétlena a druha je ve stinu.

3.2 Konoidy

Definice 31. Nerozvinutelné primkové plochy urcené ridici kivkou a, popt. plochou, jed-
nou vlastni a jednou nevlastni fidici pfimkou se nazyvaji konoidy. Pokud je vlastni fidici
primka konoidu kolma k fidici rovin€, nazyva se konoid pfimy, jinak mluvime o konoidu
kosém.

Konoid obvykle nazyvame podle fidiciho atvaru a. Jestlize kiivka a je kruznice, mlu-
vime o kruhovém konoidu, podobné o eliptickém konoidu, Sroubovém konoidu ¢i kulovém
konoidu, ktery méa za tidici atvar a kulovou plochu.

Konoid, jehoz treti ridici kifivkou je opét ptfimka, je plochou druhého stupné, tedy
hyperbolicky paraboloid.

3.2.1 Pliickertiv a Kiipperuv konoid

Pliickertiv konoid je dan tidici rovinou v, elipsou a, ktera se do fidici roviny promita jako
kruznice, a fidici pfimkou b L ~. Jedna se vlastné o piimy elipticky konoid.

Protoze tidici kiivky a a b maji spolecny bod R, vypoctem ze vzorce pro stupen zborcené
plochy dostéavame plochu tfetiho stupné (piimkova plocha ¢tvrtého stupné se rozpadne na
konoid a rovinu prochézejici bodem R rovnobéiné s 7):

n=2-2-1-1-1-1=3

Jedinou dvojnou fidici kfivkou tohoto konoidu je pfimka b, ostatni fidici itvary jsou jed-
noduché. Tecné roviny kuzelosecky a, které jsou rovnobézné s fidici rovinou, jsou soucasné
torzalnimi rovinami konoidu, v nich lezi dvé torzalni primky. Jedna prochazi nejvyssim bo-
dem, druhé nejnizsim bodem elipsy a. Z bodti na tidici primce b, které nejsou mezi dvéma
kuspidalnimi body, nevychazeji zadné realné tvorici primky plochy.
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Te¢nou rovinu konoidu uréime pomoci dotykové kvadriky €2, danou te¢nou v bodé elipsy
a a obéma Fidicimi pfimkami. To znamena, ze €2 je hyperbolicky paraboloid. Asymptoticka
rovina « konoidu, prochézejici pifimkou p, je rovnobézna s ~.

Tecna rovina 7, prochazejici ptimkou p s bodem dotyku 7', jesté protina Pliickertiv
konoid v elipse k, kterda se do ptidorysu promita jako kruznice kq, kde se dotyka primky
P}y v bodé by a prochazi bodem T (p a p’ jsou ptimky plochy lezici v téze druhé promitaci
roving)

Protoze je Pliickertiv konoid plocha tietiho stupné, je také jeji rovinny fez obecné
kiivka tietiho stupné. Jestlize rovina fezu protina tvorici pfimku b v bodé R, ktery lezi
mezi kuspidalnimi body, pak je R dvojnasobny bod fezu. Splyva-li bod R s nékterym
kuspidalnim bodem, pak ma kiivka fezu v R bod vratu. Konec¢né, lezi-li bod R vné tsecky
urcené kuspidalnimi body, pak je kfivka fezu bez singularnich bodi.

Kiippertv konoid je kosy kruhovy konoid. Jde o plochu urcenou svislou fidici pfimkou
b, zvolme ji v narysné. Dalsim TFidicim atvarem plochy je kruznice k, kterou zvolme v pt-
dorysné (pifmka b protina kruznici k). Ridici rovinou plochy je rovina totoznosti, tj. rovina
prochézejici osou x a pilici druhy a ¢tvrty kvadrant. Pfimka b je dvojnou primkou plochy.

Libovolna te¢na rovina, prochazejici povrchovou piimkou konoidu, protina plochu jesté
v elipse. Tyto eliptické fezy se kolmo promitaji do roviny fidici kruznice jako kruznice.
Rezem rovinou, rovnobéZnou s rovinou soumérnosti, Kiipperovym konoidem je pifmka a
elipsa, kterda se do ptudorysu promita do kruznice dotykajici se k; v bodé d;, primétem
v narysu je také kruznice.

3.2.2 Kruhovy konoid

Dalgim konkrétni konoidem muze byt ptimy soumérny kruhovy konoid (stupné n =2-2-
1-1 = 4), jehoz Fidici kruznice a o stfedu S lezici v pricelné roviné v, jehoz vertikalni
fidici rovina 7 (s nevlastni pfimkou ¢) prochazi bodem S kolmo k v a vlastni fidici pfimka
b || v lezi v roviné 7. Disledkem je soumérnost konoidu nejen podle roviny rovnobézné s
a prochézejici bodem S, ale i podle roviny (b, .S). V ptudoryse ma plocha obrys jako rota¢ni
valec, v bokoryse jako rotacni kuzel.

Roviny rovnobéiné s 7 protinaji plochu ve dvojicich tvoticich p¥imek (protinajicich se
na b) a dvojnasobné piimce ¢>°. Dvé z téchto rovin se dotykaji kruznice a. Jsou to torzalni
te¢né roviny '7, 27, dotykajici se plochy podél torzalnich pfimek kolmych k v s kuspidalnimi
body na b. Také roviny s osou b protinaji plochu ve dvojicich pfimek. Obé p¥imky z kazdé
dvojice jsou rovnobézné navzajem i s rovinou 7 (tj. protinaji se na nevlastni piimce ¢*).
Dvé z rovin tohoto svazku se dotykaji kruznice a. Jsou to dvé dalsi torzalni roviny 37, 47,
kuspidalni body torzéalnich pfimek jsou nevlastni. Dalsi torzalni primky, roviny a kuspidalni
body uz na plose neexistuji.

Kromé dvojnasobnych piimek b, ¢* ma plocha dvojnasobnou tvorici pfimku v roviné
v, spojujici narysné stopniky fidicich pfimek b, ¢*°, tj. nevlastni piimka roviny v je dvoj-
nasobnou tvorici primkou plochy. Disledkem toho roviny rovnobézné s v protinaji plochu
jesté v kuzeloseckach, promitajicich se do narysu jako elipsy afinni s as pro osu afinity bs.
To usnadnuje rychle sestrojit te¢nou rovinu v libovolném bodé M plochy. Staci sestrojit
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Obrazek 3.8: Kiipperiv konoid

te¢nu k eliptickému fezu rovinou prochézejici bodem M a ji a tvofici pfimkou je te¢né
rovina urcena. Rez pfitom neni nutné vibec konstruovat.

3.2.3 Kulovy konoid

Sikmy kulovy konoid je zborcend plocha uréené i{dici pfimkou b, ¥idici rovinou (zvolme
pudorysnu, b Y 7) a Fidici kulovou plochou &.

Kulovy konoid je plochou ¢tvrtého stupné (n = 2-2-1-1 = 4). Césti ptimek b, ¢,
které realné nalezi plose, jsou dvojnasobné.

Libovolna rovina «, rovnobézna s ptidorysnou, protina ridici kulovou plochu v kruznici
k a piimku b v bodé B. Sestrojime-li z bodu B tecny ke kruznici k, ziskdme dvé tvorici
primky kulového konoidu. Nejvyssim bodem M kulové plochy prochézi torzalni piimka ¢,
jeji kuspidalni bod T' je na piimce b. Podobné i nejnizsim bodem kulové plochy prochézi
torzalni primka s kuspidalnim bodem na b. Pfimkou b vedeme te¢né roviny ke kulové
plose k (dalsi dvé torzalni roviny konoidu). Jejich body dotyku prochézi torzalni piimky
rovnobézné s 7. Nevlastni body téchto pfimek jsou kuspidalni.
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Obrazek 3.9: Pfimy soumérny kruhovy konoid
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3.3 Catalanovy plochy

Definice 32. Zborcena plocha ®,;., kde a, b jsou kiivky a c je nevlastni pifimka dana
fidici rovinou, se nazyva Catalanova plocha nebo také cylindroid.

3.3.1 Freziéruv cylindroid

Zvolme na rotac¢ni valcové plose, jejiz osa je rovnobézna s pudorysnou i narysnou, dva
eliptické rovinné fezy 'e, e rtiznob&nymi rovinami, které jsou kolmé k 7. Posuneme-li
jeden fez ('e) ve sméru priisecnice r feznych rovin do polohy e a spojime-li nyni dvojice
bodi obou elips, které si korespondovaly na tvoficich pfimkéch ptivodni valcové plochy,
vytvori tyto spojnice pfimkovou plochu s tvoficimi primkami rovnobéznymi s narysnou.
Této plose se fika Freziértiv cylindroid.

Obrazek 3.10: Freziéruv cylindroid

Freziértv cylindroid je plochou ¢tvrtého stupné. Uvazime-li, ze plocha je dana dvéma
kuzeloseckami e, 2e a nevlastni fidici pfimkou, vychazi sice stupeti plochy

n=2.2.2.1=8,
ale od uvedené plochy se odlouci plocha kuzeloseckového konoidu, ktery je stupné

np=2-2-1-1=4.
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Obrazek 3.11: Plocha sikmého priichodu

Celkem opravdu dostavame
n=8—4=4.

Roviny prochéazejici tvoricimi pfimkami cylindroidu rovnobézné s narysnou, jsou jeho
asymptotickymi rovinami. Protoze centralni roviny jsou kolmé na narysnu, je druhy sku-
tecny obrys strikéni kiivkou cylindroidu.

Cylindroid mé dvé torzalni roviny rovnobézné s fidici rovinou (nérysnou, smér ridici
roviny je ddn povrchovou piimkou vélcové plochy a pruseénici r feznych rovin), které se
plochy dotykaji podél torzalnich pfimek a tvori prvni obrys plochy. Ptislusné kuspidalni
body lezi na nevlastni fidici pfimce, kterd je dvojnou pfimkou. Strikéni kiivka cylindroidu
ma proto obé torzalni piimky za asymptoty.

Piimka r je dal$i dvojnou tvorici pfimkou plochy, nebot na ni lezi dvé dvojice bodii,
v nichZ rovina pifmkou r prochéazejici rovnobé&zné s fidici rovinou protina elipsy e, 2e. Obé
dvojice bodt jsou imaginarni a pfimka r je izolovanou dvojnou piimkou plochy. Odtud
plyne, ze kazda rovina prochazejici primkou r protina cylindroid v elipse. Této vlastnosti
lze vyuzit k sestrojeni tecné roviny 7 v bodé T'. Rovina 7 je urcena tvorici pfimkou a te¢nou
t k prislusné elipse.

3.4 Neékteré dalsi zborcené plochy

3.4.1 Plocha sikmého pruchodu

Uréujicimi ttvary plochy gikmého priichodu jsou dvé kruznice a, b v rovinach p® a p’
navzajem rovnobéznych, pficemz spojnice stfedi kruznic O,Op neni k jejich rovindm kolma.
Tteti urcujici kiivkou je pfimka ¢, prochazejici stfedem S tsecky 0,0, kolmo na rovinu
0%, popt. p°. Plocha je soumérnd podle bodu S a také rovina o = (O,, Oy, ¢) je rovinou
soumérnosti plochy.

Plocha sikmého priichodu by méla byt osmého stupné, ve skutecnosti je ale stupné
¢tvrtého. Primky prochazejici stiredem S vytvori rotacni kuzelovou plochu, kterou je nutné
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od zborcené plochy odecist. Déle se obé fidici kruznice v rovnobéznych rovinach protinaji
ve dvou kruhovych bodech, celkem tedy

n=2-2-2-1-2-1-2=4.

Vzdy dvé tvorici pfimky plochy se protinaji na pfimce c. Pfimka c je dvojnou ptrimkou,
zatimco obé Tidici kruznice jsou jednoduchymi k¥ivkami plochy. Mimo dvojnou pfimku ma
plocha jesté dvojnou nevlastni kuzelosecku.

Kazda rovina prochazejici pfimkou ¢ protind plochu sikmého priichodu ve dvou rovno-
béznych tvoticich pfimkach, stejné vzdalenych od bodu S.

Dvé realné primky v roviné soumeérnosti jsou torzalnimi primkami plochy, které protinaji
dvojnou pfimku ¢ v kuspidalnich bodech '@ a 2@Q), mezi nimiz je ¢ izolovanou pfimkou
plochy. Dalsi dvé torzalni pfimky jsou nevlastni.

Ke konstrukei te¢né roviny v obecném bodé tvorici pfimky se uziva Chaslesova véta.

3.4.2 Plocha eliptického pohybu v prostoru

Zvolme za tidici utvary zborcené plochy dvé kolmé mimobézky a, b a fidici rotacni kuze-
lovou plochu s osou rovnobéznou s osou o mimobézek. Pfi této volbé maji vsechny tvofici
primky plochy vzhledem k 7 (pramétna 7 je s a, b rovnobéznd) stejny spad a ptimky a, b
na kazdé tvorici pfimce vytinaji body A, B.

\

Obrazek 3.12: Plocha eliptického pohybu v prostoru
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Zvolime-li na tvorici pfimce g plochy bod M, pak se pii pohybu bodt A, B po pfimkach
a, b bod M pohybuje v roviné ;1 1 o a probéhne elipsu. Timto pohybem piimky g je
vytvorena plocha. Plocha je zborcenou plochou ¢tvrtého stupné a je kolmo soumérna podle
rovin prochézejicich fidicimi pfimkami a, b a jejich osou o. V téchto rovinach soumeérnosti
lezi torzalni primky. Dvojnou pfimkou plochy je nevlastni primka roviny 7, a proto vsechny
roviny p || m protinaji plochu jesté v elipsdch. Tecnou rovinu k plose v bodé M lze ur¢it
tecnou k prislusné elipse m a tvorici pfimkou g.

Asymptotické roviny této plochy jsou rovnobézné s teénymi rovinami rotacni fidici
kuzelové plochy podél povrchovych piimek g || g. Dusledkem toho jsou centralni roviny
prvnimi promitacimi rovinami tvoricich primek plochy. Prvnim zdanlivym obrysem plochy
je strikéni krivka — asteroida.

Nahradime-li fidici kuzelovou plochu (nevlastni kruznice) vlastni kruznici ¢, tak aby
jeji stied lezel na ose 0 mimobézek a, b, a je-li jeji rovina k této ose kolma, ztstane plocha
opét soumérna podle rovin a - o, b - 0, v nichz opét lezi torzalni primky. Nevlastni primka
c* roviny 7 je izolovanou dvojnou primkou plochy, a proto protinaji roviny rovnobézné s
plochu opét v elipsach. Pomoci téchto elips s vrcholy na torzalnich pfimkach sestrojujeme
tecné roviny plochy. Tecna k elipse je pro tecnou rovinu jeji hlavni primkou.

3.4.3 Montpelliersky oblouk

Ridicimi atvary této plochy je kruznice a v roviné p, pfimka b rovnobé&zna s rovinou kruznice
a primka ¢ prochazejici stredem kruznice kolmo k jeji roviné.

Plocha je ¢tvrtého stupné (n = 2-2-1-1 = 4). Tvofici pfimky sestrojime tak, Ze
pfimkou ¢ prolozime rovinu. Ta protne kruZnici a ve dvou bodech 'A, 24 a pfimku b
v jednom bodé& B. Spojnice 'AB a 2AB protinaji i tfeti ttvar v bodé 'C, popi. 2C. Je-li
rovina rovnobézna s primkou b, ur¢i svymi priiseciky s kruznici a dvojnou tvotici primku d
(d prochazi stfedem kruznice a rovnobézné s b). Obé fidici pfimky jsou dvojnymi pfimkami
plochy, zatimco kruznice a je jednoduchou Fidici kfivkou. Plocha je kolmo soumérné podle
roviny u, prochéazejici pfimkou ¢ kolmo k piimce b. V ni také lezi dvé torzalni piimky
s kuspidalnimi body na c.

Kazda rovina, prochazejici dvojnou pirimkou d, protina plochu Montpellierského ob-
louku v kuzelosecce, jejiz jedna osa ma vrcholy na torzalnich primkach. Vyjimkou je jen
rovina d - b. Toho lze s vyhodou vyuzit k sestrojeni te¢né roviny v obecném bodé T tvorici
primky plochy, protoze bodem T" a piimkou d uréena rovina protina Montpelliersky oblouk
v kuzelosecce, jejiz tecna v bodé T spolu s tvorici primkou urcuje te¢nou rovinu. Priisec-
nou kuzelosecku neni ani nutné konstruovat, nebot je urcena osou a bodem a jeji tecnu lze
sestrojit.

Nevolime-li pfimku ¢ stfedem kruznice a, lze polohu fidicich ttvart dobfe prizptisobit
ucelu, kterému ma plocha slouzit, a tak dostavame rtizné vhodné modifikace této plochy.
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3.4.4 Marseillesky oblouk

Ridicimi atvary plochy jsou dvé kruznice a, b, v rovinach navzajem rovnobéznych a fidici
primka ¢, prochazejici stfedem jedné z kruznic kolmo k jejich rovindm. Nesmi ovSsem platit,
ze stfed druhé kruznice také lezi na ptrimce ¢, jinak by se plocha rozpadla v kuzely.

Obrazek 3.13: Marseillsky oblouk

Plocha je Sestého stupné (n = 2-2-2-1—2-1 = 6). Ob¢ kruznice i ptimka jsou dvojnymi
utvary plochy. Tvorici pfimky plochy snadno urc¢ime pomoci roviny prochazejici primkou
c. V kazdé z nich jesté lezi, kromé ¢, ¢tyfi tvofici primky plochy. V roviné soumeérnosti
plochy lezi dvé torzalni primky s kuspidalnimi body na c.

3.4.5 Corne de vache

Corne de vache se nazyva otupovaci plocha valené klenby dané fidicim obloukem, ktery
se sklad4 ze t¥i kruhovych obloukti 'k, 2k, 3k, dotykajicich se v bodech B, C' a majicich
postupné stiedy 'O, 20, 30.

Ridicimi kiivkami plochy corne de vache pak jsou: elipsa e, ktera se kolmo promita do
kruznice 'k, kruznice 2k, mezi body E, B a pfimka d prochézejici stiedem 'O kruznice 'k
kolmo k jeji roviné. Tvorici pfimku plochy dostaneme pouzitim pomocné roviny x, ktera
prochazi primkou d.

Kruhové oblouky mohou byt ovSem nahrazeny oblouky eliptickymi. Jelikoz je tieba
zachovat v narysu kolmost povrchovych ptfimek zborcené plochy a klenebniho oblouku,
jsou tyto narysy normalami elipsy a obaluji jeji evolutu. Plocha je pak dana dvéma fidicimi
elipsami a tidici valcovou plochou, jejimz norméalnim fezem je tato evoluta.

Plocha je stupné sedm (n =2-2-2-1—1-1 =T7). Nérys plochy pfipominé kravsky roh
— odtud jeji francouzsky nazev.

K teseni tecné roviny u této plochy neni mozné pouzit te¢nu vhodného fezu. Na pfimce
p zvolime obecny bod P a oznac¢ime priiseciky N, M, () s fidicimi utvary. Tecny ¢, u vedené
k e a 2k v bodech M a N uréuji s ptimkou d dotykovy hyperboloid.
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3.5 Primkové sroubové plochy

Definice 33. Sroubova plocha ®,. vznika sroubovym pohybem kiivky ¢, kterd neni drahou
daného sroubového pohybu. Ktivka c se nazyva tvorici kiivka plochy ®. a osa o sroubového
pohybu je osou plochy ..

Definice sroubové plochy je obdobou definice rotacni plochy, jen rotacni pohyb je na-
hrazen pohybem sroubovym. Z teorie rotac¢nich ploch jsou prejaty nékteré pojmy a postupy
jako: meridian, hlavni meridian, polomeridian, hrdelni Sroubovice, rovnikova sroubovice,
hranic¢ni sroubovice. Z rozvinutelné primkové sroubové plochy jsou zase znami pojmy jako
zavit, pravotociva a levotociva sroubova plocha.

Pii konstrukcich na Sroubovych plochéach nardzime na dalsi dva (u jinych ploch ne-
uvazované) systémy vyznacénych kiivek, jsou to jiZz zminéné merididny a normdlni fezy
plochy.

Definice 34. Normalni fez sroubové plochy ®. je fez rovinou kolmou na osu sroubového
pohybu o.

Rez, at uz normalni nebo obecnou rovinou, sestrojujeme bodovou konstrukei.

Konstrukce 18. Tecna rovina sroubové plochy

Chceme-li sestrojit te¢nou rovinu sroubové plochy ®. v jejim bodé A, sestrojime tecny
ke dvou kiivkam plochy, které timto bodem prochazeji, napt. tecnu u kiivky c a te¢nu ¢
sroubovice a. Te¢nu ke Sroubovici a sestrojime pomoci povrchové ptimky pomocné kuzelové
plochy sroubovice a. Ptimky wu, ¢ urcuji hledanou tec¢nou rovinu plochy ®..

Konstrukce 19. Te¢na rovina Sroubové plochy rovnobézna s danym smérem

Necht S je ubéznik a S* je oto¢eny ubéznik sméru s. Pokud existuje te¢nd rovina
plochy @, rovnobézna s danym smérem s, musi jeji ibéZnice prochazet ibéznikem S a jeji
otoc¢end Ubéznice prochazet bodem S*. Zvolme na kfivce ¢ libovolny bod A a oznacme a
jeho Sroubovici. Sestrojme tenou rovinu 7 plochy ®. v bodé A, jeji ibéznici a oto¢enou
ubéznici. VSechny tecné roviny ve vsech bodech Sroubovice a maji stejny spad vzhledem
k 7. VSechny ubézZnice a otocené ubéznice tecnych rovin se dotykaji jedné kruznice wuq
soustfedné s a;. Staci proto sestrojit z bodu S* tec¢ny ke kruznici uy, to budou otocené
tbéznice dvou hledanych rovin lo, 20. Mezi ¢tyfmi priseciky téchto tecen s kruzmici a;
jsou dva hledané body dotyku rovin o, 20.

Narysny obrys plochy ®. je pouze specidlnim ptipadem, kdy je smér kolmy na narysnu.
Otoceny ubéznik je zfejmé nevlastni bod sméru osy .

Konstrukce bodt meze vlastniho stinu pfi rovnobézném osvétleni také souvisi s rotac-
nimi plochami. Misto rovnobézky rotac¢ni plochy se uvazuje sroubovice a misto pomocné
kuzelové (kulové) plochy rozvinutelna sroubova plocha.

Konstrukce 20. Mez vlastniho stinu sroubové plochy pfi rovnobézném osvétleni

V bodé M € &, sestrojime tecnou rovinu 7, kterou podiidime danému Sroubovému
pohybu. Bod M vytvaii sroubovici m C ®. a rovina 7 rozvinutelnou sroubovou plochu {2
dotykajici se ®. podél sroubovice m, tj. plochy ®. a {2 maji ve vSech bodech m spolecné



KAPITOLA 3. ZBORCENE PLOCHY 95

tecné roviny. Podle konstrukce 10 sestrojime mez vlastniho stinu plochy €2, ktera je slozena
z pfimek. Spole¢né body téchto primek a Sroubovice m jsou body meze vlastniho stinu
plochy ®..

Konstrukce se zjednodusi, jestlize tvorici kiivka ¢ je normalnim fezem plochy. Pak je
totiz plidorys bodu meze vlastniho stinu na ¢ patou normaly vedené k c¢; bodem V/*.

Rovnobézné osvétleni opét pouzivame pii zobrazovani v rovnobéznych projekcich.

Piimkova sroubova plocha je vytvorena Sroubovym pohybem pfimky. Jestlize je vy-
tvorujici pfimka p kolmé, resp. kosa k ose sroubového pohybu, pak se plocha ®, nazyva
pravouhld, resp. kosotithla. Protina-li p osu sroubového pohybu, pak se ®, nazyva uzaviena,
v opac¢ném piipadé je oteviena. Existuji tedy ¢tyri druhy primkovych sroubovych ploch:
pravouhla uzaviena, pravouhla oteviena, kosouhla uzaviena a kosouhld oteviena.

Mezi primkové plochy patii i rozvinutelna Sroubova plocha, ktera je kosotthlou otevie-
nou pfimkovou sroubovou plochou. Tento zvlastni piipad, rozebrany v kapitole 2.2, nastava,
jestlize je tvorici pfimka tec¢nou hrdelni Sroubovice plochy. Ve vsech ostatnich ptipadech
jsou piimkové Sroubové plochy zborcené.

V dalsim predpokladejme, Ze osa sroubové plochy je kolmé na piidorysnu.

3.5.1 Pravouhla uzaviena primkova Sroubova plocha

Pravouihla uzaviena piimkova sroubova plocha vznika Sroubovym pohybem ptfimky p, ktera
pravouhle protind osu sroubového pohybu o. Vsechny body pfimky p vytvareji sSroubovice
plochy, které maji stejnou vysku zavitu. Pidorysy vSech tvoficich primek této plochy vyplni
celou primétnu, vytvareji v ni svazek pifimek o stfedu o;. Narysy pifimek jsou piimky
rovnobézné se zakladnici, kromé primek kolmych k narysné, které se promitaji jako body.

Normalnim fezem plochy ®, je jeji tvorici primka.

Tecnou rovinu plochy sestrojime podle konstrukce 18. Te¢nou k tvorici pfimce plochy p
je pfimo sama primka p. Rovina 7 proto prochézi primkou p, ktera je zaroven hlavni prim-
kou prvni osnovy roviny 7. Pidorysem tecny ¢ Sroubovice a plochy v bodé A je kolmice t;
na primku p;. Pfimka ¢ je spAdovou piimkou prvni osnovy roviny 7. Rovina 7’ || 7 se do-
tyka smeérové kuzelové plochy Sroubovice a. Rovina 7 je proto oskula¢ni rovinou Sroubovice
a v bodé A. Obracené, kazda rovina prochéazejici pifimkou p je tecnou rovinou Sroubové
plochy ®, v né¢jakém bodé piimky p.

Plocha ®, je zborcenou plochou. Za jeji tii fidici atvary lze zvolit osu o, nevlastni
primku ¢* ptidorysny 7 a Sroubovici a, protoze vSechny primky plochy protinaji o, a a jsou
rovnobézné s 7. Podle definice 31 lze pravotuhlou uzavienou pfimkovou plochu povazovat
za primy Sroubovy konoid a teénou rovinu 7 uréit pomoci dotykové kvadriky (ptfimky o,
¢™ a tefna t Sroubovice a uréuji hyperbolicky paraboloid).

Asymptoticka rovina o pfimky p obsahuje pfimku ¢* a je tedy rovnobézna s m. Cent-
ralni rovina ~ piimky p je kolmé k 7, a proto m; = ;. Prisec¢ik C' ptimek o, p je bodem
strikéni kiivky plochy ®,, ktera je osou o.

Rovnobézné osvétleni je dano orientovanou piimkou. Paty kolmic spusténych z bodu V'
na pudorysy primek plochy, tj. na primky svazku se stfedem o1, vytvareji ptidorys m; meze



KAPITOLA 3. ZBORCENE PLOCHY 96

vlastniho stinu m. Kfivka m; je kruznice — mnozina vrcholt pravych ahli, jejichz ramena
prochazeji body Vi a 0;. Kfivka m je pak prunik rotacni valcové plochy (2, s ridici kruznici
my a ose 0 || o, se Sroubovou plochou ®,. Mezi vlastniho stinu je Sroubovice na véalcové
plose (2, kterd ma polovi¢ni vysku zavitu nez sroubovy pohyb urcujici ®,. Vrzeny stin na 7
je omezen vrzenym stinem osy o, Sroubovice a, meze m vlastniho stinu a hrani¢nich tsecek.
Pomoci vrzeného stinu na 7 sestrojime vrzeny stin plochy na sebe. Pti urcovani viditelnosti
je tfeba rozhodnout, zda v ptidoryse a naryse vidime tutéz stranu plochy.

Pravouhla pfimkova uzaviena plocha se v praxi vyskytuje na tocitych schodech. Proto
se také casto, misto doposud pouzivaného nazvu, oznacuje strucné jako schodova plocha.

3.5.2 Pravouhla oteviena primkova sroubova plocha

Pravothlé oteviena piimkova sroubova plocha vznika sroubovym pohybem piimky p, ktera
je s osou Sroubového pohybu o mimobézna, ale je k ni kolma. Bod H € p, nejblizsi k ose o,
vytvaii na plose hrdelni Sroubovici, kterd ma ze vSech Sroubovic plochy nejvétsi spad.
Ptdorysy tvoricich piimek plochy vyplni celou primétnu, kromé kruhu s hranici v piidorysu
hi hrdelni sroubovice a stfedem o;. Narysy piimek jsou pfimky rovnobézné se zakladnici,
kromé piimek kolmych k néarysné, které se promitaji jako body. Sroubovice h je prvni
skutecny obrys plochy, Sroubovice hq pak prvni zdanlivy obrys plochy.

Oteviend pravouhla Sroubova plocha je jako zborcena plocha urcena napt. fidicimi
sroubovicemi a, b a nevlastni piimkou ¢ ptdorysny 7. Tecnou rovinu v bodé plochy a
bod dotyku tec¢né roviny sestrojime jako u schodové plochy.

Asymptoticka rovina « primky p je kolmé na osu o. Protoze ptudorys primky p splyva
s ptdorysem tec¢ny Sroubovice h v bodé H, je v bodé H tecna rovina rovnobézna s osou o, je
tedy kolma na asymptotickou rovinu, a je centralni rovinou v pfimky p. Hrdelni sroubovice
h je strikéni kiivkou plochy ®,,.

Ptdorys m; meze vlastniho stinu pfi rovnobézném osvétleni sestrojime opét pomoci
pat kolmic k normélnim feztim plochy. Vznikla krivka m; je Pascalovou zavitnici, ktera
ma obecné v bodé V" dvojnasobny bod.

3.5.3 Kosouhla uzaviena primkova sroubova plocha

Kosothlou uzavienou primkovou plochu vytvari pfimka p protinajici osu o a svirajici s ni
thel 5 < 90°. Primka p lezici v roviné p rovnobézné s narysnou protind osu sroubového
pohybu v bodé O. Je-li A padorysny stopnik pfimky p, pak bod B € p, pro ktery je
|OA| = |OB], lezi na $roubovici a bodu A. V roviné p lezi pfimky p, ¢ plochy, které se
protinaji v bodé B sroubovice a. Proto je a dvojnasobnou Sroubovici plochy. V roviné p lezi
cely systém primek plochy rovnobéznych s p, g, jejichz priseciky vytvareji pii Sroubovém
pohybu nekoneéné mnoho dvojnasobnych sroubovic. Sroubovice a mé z nich nejvétsi spad.
Na dvojnéasobnych sroubovicich lezi dvojnasobné body rovinnych fezl s plochou @,,.

Plocha ®,, jako zborcené plocha, je ur¢ena osou o, Sroubovici a a nevlastni kuzeloseckou
k> rotacni kuzelové plochy €2 urcené vrcholem O a kruznici a;.
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Obrézek 3.14: Pravothlé otev



KAPITOLA 3. ZBORCENE PLOCHY o8

Obrazek 3.15: Kosouhla uzaviena primkova plocha

Normalnim fezem plochy ®, je jeji kfivka nazyvand Archimédova spirala s dvojnéasob-
nymi body na dvojnasobnych sroubovicich plochy.

Tecna rovina v bodé T ptimky p je urcena pirimkou p a tecnou ¢ Sroubovice bodu T'. Je
vsak mozné ji urcit i pomoci dotykové kvadriky podél primky p, ktera je dana napt. osou o,
tecnou Sroubovice a v priseciku piimky p s a a tecnou v>° ke kuzelosecce k> v nevlastnim
bodé primky p.

Necht p je tecna rovina kuzelové plochy €2 podél povrchové piimky rovnobézné s pfim-
kou p. Ptdorysna stopa p® asymptotické roviny « je rovnobézna s p” a prochazi ptidorysnym
stopnikem pfimky p. Protoze p je spadova piimka roviny «, je centralni rovina ~ kolma
k 7. Centralnim bodem je prisecik o N p, tj. strikéni kfivkou plochy ®, je osa o.

Ptdorysem plochy je cela primétna, pidorysy piimek plochy vytvareji svazek. Druhy
skutecny obrys plochy je mezi vlastniho stinu [ pfi rovnobézném osvétleni smérem kolmym
k narysné. Druhy zdéanlivy obrys plochy je soucasné obalkou naryst tvoficich ptimek.
Ptdorysem narysného obrysu plochy je kiivka [; nazyvana pro sviij tvar krivka kappa.

Body druhého obrysu plochy mutzeme stanovit aplikovanim konstrukce 19 na plochu
®,, nebo je mizeme sestrojit pfimo, a to nasledovneé:

Zvolme obecnou piimku ¢ plochy ®,. Protoze ®,, je zborcené plocha, je druha promitaci
rovina tec¢nou rovinou, jejiz bod dotyku patii druhému skuteénému obrysu . Oznacime-li m
sroubovici bodu M, pak pro sdruzené praméty tecny ¢t k m v bodé M platits = g aty L ay.
Bodem V muZeme vést rovnobézku ¢’ || ¢. Jejim pudorysnym stopnikem prochézi kruznice
v m, urc¢ujici smérovou kuzelovou plochu sroubovice m, ktera je soucasné ptudorysem m;
sroubovice m. Priisec¢ik kruznice my s ¢; je pudorys M; bodu M druhého obrysu. Narys
M, je bodem dotyku primky go se zdanlivym obrysem [5.
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Uziti konstrukce na pfimky g, h rovnobézné s narysnou dostavame, ze g, h protinaji [
v nevlastnich bodech. Znamena to, ze ptimky ¢o, ho jsou asymptoty druhého zdanlivého
obrysu ly. Teény k u (kruznice tbéznikti) rovnobézné se zakladnici, jsou asymptotami
krivky (.

V praxi se nejcastéji tato Sroubova plocha objevuje omezend svou osou o a dvojnou
sroubovici a. Takto omezenou ¢ast plochy najdeme tfeba na vyvrtce, odtud tedy zkraceny
nazev kosouhlé uzaviené primkové sroubové plochy — vyvrtka.

3.5.4 Kosouhla oteviena primkova sSroubova plocha

Poslednim pfipadem zborcené sroubové plochy je sikmé oteviena piimkova Sroubova plo-
cha. Tuto plochu vytvori Sroubovym pohybem piimka p, ktera neprotind osu o a neni k ni
kolmé. Plocha m4 fidici rota¢ni kuzelovou plochu sroubového pohybu s vrcholem O a kruz-
nici e v ptidorysné soustfednou s hy. Vsechny pfimky plochy se dotykaji rotacni valcové
plochy € s osou o v bodech sroubovice i — hrdelni Sroubovice plochy ®,, ptdorysy vSech
piimek plochy ®, se pak dotykaji kruznice h;. Sroubovice h je prvnim skute¢nym obrysem
plochy ®,, kruznice hy je prvnim zdanlivym obrysem. Zdéanlivy obrys v naryse najdeme
stejné jako u vyvrtkové plochy. Pidorys [; druhého skutec¢ného obrysu [ plochy méa opét
dvé asymptoty rovnobézné se zakladnici x.

Obrazek 3.16: Kosouhla oteviena primkova Sroubova plocha

Ridici atvary této zborcené plochy jsou ridici Sroubovice s, souosé fidici valcova plocha
o zékladni kruznici h; a nevlastni kfivka souosé fidici rotacni kuzelové plochy sroubového
pohybu.
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Podobné jako sikméa uzaviena plocha, ma i oteviena sroubova plocha nekone¢né mnoho
dvojnasobnych Sroubovic, ale jejich nalezeni neni tak jednoduché. Lze je urcit vypoctem,
pripadné pfiblizné pomoci merididnu, popf. normalového fezu. Obé dvé kiivky maji neko-
necné mnoho dvojnasobnych bodi, kterymi dvojnasobné sroubovice prochézeji.

Rez plochy obecnou rovinou je transcendentni kiivka slozena z nekoneéného mnozstvi
vétvi. Kazda vétev lezi na jednom zavitu plochy. Jednotlivé vétve maji obecné rtiznobézné
asymptoty. Normalnim fezem plochy je kruhova evolventa.



Kapitola 4

Primkové plochy v praxi

4.1 Valcova a kuzZelova plocha

Pro technickou praxi maji vyznam zejména valcové a kuzelové plochy jejichz ridici kiivkou
je kuzelosecka, tedy kvadriky. Omylem by vSak bylo, kdybychom fekli, Ze ostatni valcové
a kuzelové plochy jsou pouze teoretické a v technické praxi se nepozivaji.

Pouziti obecné valové plochy mtzeme vidét na vézich kostela na Slovanech v Praze.
Aredl zvany Emauzy je benediktinsky klaster s kostelem P. Marie a kapli sv. Kosmy a
Damiana. Klaster zalozil v roce 1347 Karel IV. V roce 1611 vsak byly kostel i klaster
zpustoseny a v 2. poloviné 17. stoleti znovu obnoveny a ¢astecné zbarokizovany. Za druhé
svetové valky, 14.2.1945, na kostel dopadla zbloudild bomba a vazné ho poskodila. Kostel
byl obnoven v letech 1965 — 1969 podle projektu arch. F. M. Cerného, kdy ziskal ony
zminované véze tvorené obecnymi valcovymi plochami.
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Obrazek 4.1: Obecné valcové plochy na kostele Emauzy
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Pro krasny ptiklad pouziti nékolika parabolickych valcovych ploch a jejich priniki
nemusime tady v Brné chodit daleko — mame pavilon A na brnénském vystavisti.

Konec¢né rozhodnuti o vystavbé brnénského vystavisté padlo na Moravském zemském
vyboru v srpnu 1923. Brno ziskalo moderni a nejvétsi vystavisté v predvaleéném Ceskoslo-
vensku o rozloze 360 000 m? (s hrubou vystavni plochou v pavilonech 30 355 m?). Projekt
zelezobetonové konstrukce pavilonu A zpracoval arch. Emil Kralik. S vystavbou se zacalo
8. tnora 1927. Cela konstrukce pavilonu se provadéla klasickym bednénim do parabolic-
kyrch obloukti za minimalni mechanizace. Cést brnénského vystavisté z roku 1928 je statni
kulturni pamatkou.

Obrazek 4.2: Pavilon A na brnénském vystavisti

Vyuziti rotac¢nich valcovych a kuzelovych ploch ve spojeni s jejich priniky najdeme
u riuznych typi kleneb, potrubi, ale i u velkého mnozstvi rozmanitych stroji a pfistroja.

4.2 Prechodové plochy a plochy konstantniho spadu

Rozvinutelnych prechodovych ploch se uziva hlavné jako prechodovych ploch mezi dvéma
potrubimi, pficemz tato potrubi nemusi mit stejné priifezy, ani prifezy v rovnobéznych
rovinach. Potrubi ¢tvercového a kruhového priifezu lze spoji prechodovou plochou sloZzenou
ze CtyT kuzelovych ¢asti a ¢tyt rovinnych trojuhelnikii.

Plochy konstantniho spadu vidime ve stavebni praxi zejména pii terénnich tpravach
jako vykopové a nasypové plochy spojujici komunikaci s terénem. K¥ivka 'k (z konstrukce
13) je hrana komunikace a rota¢ni kuzelova plocha ma svislou osu.
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(a) Valcové potrubi (b) Ctvercové potrubi

Obrézek 4.3: Pfechodové plochy mezi dvéma potrubimi

Pomoci zborcené plochy je mozné ,spojit“ primkami tii fidici atvary. To umoznuje vy-
uziti zborcenych ploch v mnoha rtiznorodych situacich, které se v praxi, zejména stavebni,
vyskytuji. Zborcené plochy maji vyborné statické vlastnosti, ptisobi lehkym a vzdusnym
dojmem, nevyzaduji velkou spotiebu materialu a jsou konstrukéné jednoduché.

4.3 Zborcené kvadriky

Rozsahlé moznosti vyuziti v technické praxi skytaji obé uvedené zborcené kvadriky, a
zejména hyperbolicky paraboloid. Pouzitim této plochy jako stfedni plochy skorepiny se
dosahuje velké tispory materialu, jednoduchosti bednéni (podél tvoricich piimek) a dobrych
statickych podminek (svislé tlaky, vzpérna pevnost apod.).

Plocha rota¢niho jednodilného hyperboloidu je pro chladirenskou véz hodné;jsi nez plo-
cha valcova, ma vétsi obsah povrchu a umoznuje tak rychlejsi ochlazeni kapaliny. Hyperbo-
loid najdeme také jako segment okolo hrdlové kruznice jako skofepinu pfi zastieseni haly pti
velkém rozpéti. Ve strojirenské praxi mame hyperbolické prevody — pouziti jednodilnych
rotac¢nich hyperboloidii k prevodu rota¢nich pohybt okolo dvou mimobéznych os.

Velmi vyraznym piikladem pouziti jednodilného rotacniho hyperboloidu je stiecha Mc-
Donnellova planetaria v St. Louis v americkém staté Missouri. Napad pochazi od architekta
Gyo Obaty, ktery na polokouli s polomérem 12 metri, posadil zafici bilou c¢epici. Plane-
tarium z roku 1963 se v roce 1985 stalo soucasti velkého védeckého centra.

Hotel a televizni vysila¢ na vrcholu Jestédu je také stavba ve tvaru rotac¢niho hyper-
boloidu, ktera je jednim ze symbolti libereckého kraje. Nejprve bylo rozhodnuto postavit
na vrcholu Jestédu dvojici budov — jednu jako hotel a druhou jako televizni vysila¢. Vité-
zem architektonické soutéze se vSak stal navrh na postaveni budovy jediné, slouzici obéma
ucelim. Zakladni kdmen nové stavby byl polozen 30. ¢ervence 1966. V roce 1969 ziskal
projekt Perretovu cenu od Mezinarodni unie architekti. Ta zdtivodnila udéleni ceny tim,
jak stavba zapada do krajiny a jak byl sladén tvar budovy a jeji funkce. Dne 29. zari 2005
byla budova usnesenim vlady zafazena mezi narodni kulturni pamétky Ceské republiky
(dCinnosti nabylo 1. ledna 2006).

Tvar budovy — hyperboloid — byl zvolen kviili na vrcholu panujicim povétrnostnim
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Obrazek 4.4: McDonnellovo planetarium

podminkam. Diky tomuto tvaru hotel dokonale navazuje na svahy hory a opticky tak horu
dokoncuje. Na vysku méri budova 94 metri. Jeji nosnou konstrukei je dvojice zelezobeto-
novych soustfednych valct zakotvenych v zakladové desce ulozené v kifemencovém podlozi.
Vnitini sloup mé vysku 41 metr a primér 4,4 metru a na jeho vrcholu zac¢ind anténni
stozar. Vnitini valec ma vysku 22,5 metru a priumér 12,5 metru. Uvniti sloupti se nacha-
zeji schodisté a vytahy, na sloupech jsou ukotveny ocelové konstrukce jednotlivych podlazi.
Anténa vysilace ma vysku 17 metri.

Obrézek 4.5: Jestéd

Resime-li stfechu nad rtiznobéznikovym ptidorysem pomoci rovin, neptisobi nehorizon-
talni hieben prilis esteticky. Proto ponechavame pouze tii ¢asti stiechy rovinné. Zbytek
prostoru zastfesime ¢asti hyperbolického paraboloidu s jednou fidici rovinou v roviné okapu
a druhou kolmou na hieben. Chceme-li se vyhnout kiivocaré zdi, uré¢ime plochu zborcenym
¢tyfFahelnikem (mezi pfislusnym okapem a hiebenem stfechy).



KAPITOLA 4. PRIMKOVE PLOCHY V PRAXI 65

Ale pozor. Ne kazda ,,pokroucend” stiecha je ¢asti plochy hyperbolického paraboloidu.
Miuizeme se pfesvédcit na rodinném domku v Klanovicich. Hranice stfechy neni zborceny
¢tytuhelnik, je na pravém a levém kraji zalomena. Plocha stiechy je poskladana ze ctyt
rovin.

Obrazek 4.6: Rodinny dim v Klanovicich

Hlavni nosnou konstrukeci, pro stiechu slozenou ze ¢tyi shodnych segmentti paraboloidu,
tvori ¢tyfi trojuhelnikové ramy, které tvori stity. K jejich vrcholiim se pfimyka vaznicovy
kiiz, ktery omezuje spolu s vazniky ¢tyti shodné stfesni pole, danéa zborcenymi ¢tyituhelniky.
Destova voda stéka od stfedu stiechy ke krajnim ¢tyfem rohiim. V Denveru na Court House
Square je tento typ stfechy pouzit na zastfesSeni obchodu o rozloze 34 x 34,5 m.

Obrazek 4.7: Nakupni centrum v Denveru

V jiném fazeni je mozné provést dalsi stfechu, opét ze Ctyfech ¢asti paraboloidu. Stiecha
konci horizontalni pfimkou. Skofepina je podepiena jen ve svém nejnizsim bodé sloupkem,
v némz je umistén svod destové vody. Takto FeSené zastieSeni je vyhodné napt. pro nastu-
pisté, protoze opérné sloupy jsou v dostatecné vzdalenosti od hranice zakrytého prostoru
a nijak nebrani déni u kraje.
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Radu takovjchto ohromnych destnikéi najdeme na mezinarodnim letisti v Oaklandu
v Kalifornii a nemaji jich tu mélo. Je jimi obehnané celd budova terminalu i oziven interiér
odbavovacich hal.

(a) Exteriér (b) Interiér

Obrézek 4.8: Letisté v Oklandu

Aymondova ban vznikne seskupenim osmi ¢asti paraboloidu nad ¢tvercovym pudory-
sem.
Hyperbolické paraboloidy se dale pouzivaji jako pfechodové plochy na krizovatkach a
odbockach silnic, u vyrovnavacich ploch opérnych zdi, pifi vodnich stavbach, pti uprave
okoli jezii, mostl, jako licnich ploch u propellerii, atd. U staveb z tesaného kamene je
vyhodné urceni hyperbolického paraboloidu s vodorovnymi tvoficimi pifimkami, protoze
jsou horizontalnimi sparami a kameny se daji snadno a pfesné opracovat.

Obé primkové kvadriky nemaji vyznam pouze pro piimou stavebni a strojirenskou
praxi, ale velmi ¢asto se objevuji jako tecné primkové kvadriky pouzivané k snadnéjsimu
sestrojovani tecné roviny 7 v bodé ¢ obecné zborcené plochy @, .

4.4 Konoidy

Pliickertiv konoid hraje dtlezitou roli v prostorové kinematické geometrii.

Velky vyznam pro technické vyuziti maji kuzeloseckové konoidy. P¥imé kruhové konoidy
se pouzivaji na tzv. pilovych stfechach (ty vzniknou vhodnym fazenim shodnych prvki)
nad rozlehlejsimi halami. Roviny fidicich kruznic jsou svislé, vlastni fidici pfimky jsou
vodorovné a spolecnd tidici rovina je k nim kolma. Toto feSeni umozinuje predevsim radné
osvétleni. Nekdy je zapotiebi, aby stfecha propoustéla jesté vice svétla. Tehdy jsou roviny
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fidicich kruznic sikmé. Misto kruhovych konoidt lze na pilovych stfechach uzit parabolické
konoidy.

A1

r———

Obrazek 4.9: 65 parabolickych konoidi nad plochou 100 x 130 m

Konoid je vhodny také k zastieseni, chranici vchod do budovy. Ridici kuzelosecku kono-
idu tvofi nosnik ve svislé roviné «, rovnobézné s priicelnou sténou v budovy, fidici primku
pak vhodné volena a tucelu vyhovujici horizontalni piimka b C v. Klenba je zakoncena
fezem rovinou (3, kterd je stopou roviny « a vrcholovou pfimkou klenby (torzélni pfimkou
konoidu).

Jako dosud ,neokoukany“ prvek se konoidy staly souc¢asti moderni architektury, ne
v pojeti stfechy, ale jako esteticky prvek fasady. Z dilny Pei Cobb Freed & Partners po-
chazi reprezentativni projekty jako Mayerson Symphony Centre (postavené v roce 1989
v Dallasu) a soudni budova v Bostonu z roku 1998. Prosklené konoidy dévaji pocit volného
prechodu venkovniho a vnit¥niho prostoru.

(a) Mayerson Symphony Centre, Dallas (b) Soudni budova, Boston

Obrazek 4.10: Prosklené konoidy

Dalsi typické uziti kruhového konoidu je jako opérné zdi vodni nadrze, skladisté sypkych
hmot nebo vysokych stén. Prosté tam, kde na sténu ptisobi vysoké tlaky, které se na
konoidech rozklddaji. Pouziti konoidi jako vyrovnavaci plochy je vyhodné tehdy, maji-li
obé opérné zdi riznych sklontt bud v koruné zdi, nebo v jeji paté spole¢nou hranu.

Zastreseni nad nepravidelnym ctyfthelnikem ABCD je, kromé hyperbolického para-
boloidu, mozné provést také pomoci dvou eliptickych konoidid, tzv. krizovou klenbou. Ve
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Obrézek 4.11: Kruhové konoidy jako opérné zed

svislych rovindch prochazejicimi stranami AB a BC daného pudorysu lezi fidici elipsy
s hlavnimi osami AB, BC a vedlej$imi osami stejné dlouhymi. Oba konoidy jsou ¢tvrtého
stupné, maji spole¢nou torzalni rovinu, v niz lezi jejich torzalni vrcholové piimky. Dalsi
torzalni pfimky jsou strany pudorysu. Rovinné fezy (lunety) jsou kfivky ¢tvrtého stupné.
Neni- 1i odchylka protéjsich stran rtiznobézniku prilis velké, blizi se tyto krivky kuzelo-
seckam. Vodorovné roviny protinaji oba konoidy v pfimkach protinajicich se v priniku
konoidti.

Prstencova kiizova klenba vznikne prinikem kruhového rota¢niho anuloidu s pfimym
konoidem s Fidici elipsou. Osa anuloidu je fidici svislou pfimkou, rovina rovniku, v niz lezi
draha s opsand stfedem S jeho polednikové kruznice, Fidici rovinou konoidu. Ridici elipsa
mé svislou poloosu rovnou poloméru polednikové kruznice a je soumérna podle roviny
poledniku: ma stied S na draze s a rovinu kolmou k SO, kde O je stfed prstence.

Konoid lze také pouzit jako otupovaci plochu pii valené klenbé.

4.5 Cylindroidy

Také téchto ploch se Casto uziva ve stavebnich projektech jako licnich ploch kleneb nad
riznobéznikovym pidorysem, opérnych zdi, omezujicich ploch sil apod.

Dalsi technické uziti Catalanovych ploch najdeme pfi pravach terénu pro komunikace.
Jsou to tzv. planyrovaci plochy. Jsou dany prostorovou kfivkou a a vodorovnou rovinou
. Primky této plochy jsou rovnobézné s 7 a protinaji kiivku a kolmo. Dotykaji se proto
valcové plochy e, ktera je kolmo k 7 evolutou krivky a;. Na plose jsou dvé soustavy po-
vrchovych kiivek: Soustava povrchovych pifmek b, 2b, ..., a dale soustava povrchovych
kiivek a, 2a, ... rovnob&znjch s kiivkou a, jejichz ptidorysy jsou evolventy kfivky e;.
Tj. plochy, jejichz tvorici primky jsou vodorovné normaély osy komunikace. Podél libovolné
primky, napi. b, se plochy dotykd hyperbolicky paraboloid, ktery urcuji: te¢na u v pri-
seciku N ptfimky b s fidici kiivkou a, dale dotykova povrchova primka e prvni promitaci
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roviny pfimky b s valcovou plochou € a rovina 7.

Plochy Freziérova cylindroidu se ve stavebnictvi uzivalo jako licni plochy nad schodis-
tém, kdyz chodby v podlazi, které schodisté spojovalo, byly valenymi klenbami ukon¢enymi
elipsami.

Lidé jsou stale vice posedli po né¢em novém a na prvni pohled zvlastnim. Proto neni
divu, ze designéri sahaji po stale jinych plochach a zaclenuji je do svych dél. A tak si
dnes uz nemusime porizovat odpadkové kose, téch tak omrzelych tvari, ale na trhu jsou
scylindroidové modely“.

(a) Odpadkovy kos (b) Model cylindroidu

Obrazek 4.12: Cylindroid

4.6 Plocha sikmého priuchodu

Plochy sikmého priichodu se pouziva jako klenby sikmého podjezdu. Kromé prikladt uve-
denych na obrazcich, je tato plocha pouzita jako klenba Sikmého podjezdu Zeleznic¢ni trati
pres Svitavu v Obfanech.

Vysehradsky tunel byl prorazen jiz v roce 1903 pod Vysehradskou skélou. Jedna se
o jeden obousmérny tubus dlouhy cca 35 m.

4.7 Plocha eliptického pohybu v prostoru

Césti plochy lze uzit jako stiechy, jejiz okapovou hranou je kruznice nebo elipsa a jejiz
hieben tvori vodorovna tisecka tidici pfimky a, ktera je kratsi nez s ni rovnobézny primér
okapové kuzelosecky. Povrchové primky plochy tvori krokve v konstrukci stfechy. Téchto
stfech, tzv. helmic, se ve stfedovéku hodné pouzivalo na vézich opevnéni a hradi a také
u lidovych staveb, zejména zvonic.

Na Moravé je obecné zndma 35 m vysoka rozhledna (byvala hradni véz) Stramberska
Traba, proto je plocha casto oznacovana jako plocha stramberské truby. Hrad byl zalozen
ve 14. stoleti jako soucast fetézce hradti na obranu hranic, jeho opevnéni navazovalo na
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(a) Vysehradsky tunel (b) Prichod z Karlina na Pofi¢i

Obrazek 4.13: Plocha sikmého priichodu

opevnéni mésta. V 18. stol. byl uz hrad neobyvanou zficeninou — ztstala jen hradni véz
Traba, ktera byla na prelomu 19./ 20. stol. opravena podle plant arch. K. Hilberta.

Obrazek 4.14: Stramberska Triba

4.8 Montpelliersky a Marseillsky oblouk

Plochy Montpellierského oblouku se ve stavebni praxi velmi casto pouziva. Jsou to rtzné
markyzy chranici vstup do budovy, podstavce valcovych sloupti, které prechéazeji do hra-
nolti, vyrovnavaci plochy, pfechodové plochy ve vodnim stavitelstvi, zasobniky na sypké
hmoty, apod.

V praxi se vyskytuje jen ¢ast plochy Marseillského oblouku mezi kruhovymi oblouky
nad rovinou 7, prochazejici pfimkou ¢ kolmo k roviné soumérnosti obou kruznic. Uziti
Marseillského oblouku je podobné jako u plochy Montpellierského oblouku.
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Obrazek 4.15: Hlavice sloupu

4.9 Plocha corne de vache

Zborcena plocha corne de vache zlepsuje mostni oblouk po strance estetické i mechanické.
Velmi znamym prikladem uziti je Most Legii v Praze.

Most Legii je sedmym mostem pies Vltavu na tzemi mésta Prahy (po¢itano po proudu
feky). Most vede od Narodniho divadla z Narodni t¥idy (tehdy Nové aleje) ptes Stielecky
ostrov, ktery spojuje s Ujezdem a Malou Stranou. Stavba nového kamenného mostu byla
zahdjena v roce 1898. Pf1i stavbé se musely feSit znacné obtize vzniklé tim, ze bylo projek-
tovano pouziti zakladt pilifi starého mostu visutého pro novy most klenuty. Mezi sedmi
pilifi ndvodnimi a tfemi opérami je devét kleneb rizného rozpéti. Klenby nad Stieleckym
ostrovem maji tvar kruhovych segmenti o rozpéti 27 metrti, ostatni maji tvar elipsovity.
Od staromeéstského ramene smérem k Malé Strané se rozpéti kleneb méni z 26 metri na
34 metri, pak 38 metri a 42 metri, odtud pak klesa z 32 metri na 28 metrt a 25 me-
tri. Délka mostu je 343 m, sitka 16,4 m. Slavnostni otevieni mostu se konalo v roce 1901
za pritomnosti cisafe Frantiska Josefa I., nebotf most dostal jeho jméno. V roce 1918 byl
prejmenovan na Most Legii, za okupace na Smetantiv most, po okupaci na most 1. Maje a
v roce 1990 opét na Most Legii.

Obréazek 4.16: Most Legii
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4.10 Sroubové plochy

Pravouihla primkova uzaviena plocha se v praxi vyskytuje na tocitych schodech. Proto se
také casto oznacuje jako schodova plocha.
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Obrézek 4.17: Todité schodisté

Schodova plocha se mimo spodni ¢asti toc¢itého schodisté pouziva i jako tocité spojeni
pater v poschodovych garazich. Takto feSené vertikalni komunikace neni jenom prostorove
uspornéjsi, ale piisobi také velmi ladné a dynamicky.

Sroubové plochy pii feseni celého objektu vyuzil F.L. Wright pfi ndvrhu Guggenheimova
muzea v New Yorku.

Muzeum bylo vybudovano pro slavnou sbirku vytvarného uméni Solomona R. Gug-
genheima v manhattanské ¢tvrti Upper East Side, pobliz Central Parku. Projekt vznikal
v letech 1943 — 1959. Hlavnim motivem se stala spirala, po které navstévnik stoupa nahoru
k prosklené kupoli (zajimavé je, Ze zkouSel i princip smérem vzhiru se zuzujici spiraly,
ale nakonec zvolil motiv opacny — budova se rozsifuje v horni partii). K této dominantni
hmoté priseda jesté deskova budova s konvencéné fesenymi saly — pfistup k nim je z kaz-
dého zavitu. Dominujicim motivem muzea je kruznice. Ta se objevuje i na dekoru podlahy.
Zpocatku byly obavy, zda svazité ochozy a prohnuté stény neznehodnoti zazitek z vystav,
ale neni tomu tak.

V americkém mésté Independence, ve staté Missouri, stoji kostel slouzici Cirkvi Jezise
Krista svatjch poslednich dnt (zalozend 1830 v USA). Clenové cirkve jsou lidové oznacovani
jako Mormoni. Zajimavym dojmem ptisobi nejen postupné zuzovani sroubovice stfechy, ale
také ménici se sklon Sroubované usecky.

Vsechny sroubové plochy (jejich ¢asti) se vyuzivaji jako plochy rtznych vrtaki. Kolmé
plochy se pouzivaji na ploché zavity, sikmé plochy na ostré zavity.

Ve strojnictvi najdeme pravotthlou uzavienou sroubovou plochu v pistovém Soupatku,
u korunkového vrtaku, nebo ji mizeme nahradit plochu hyperbolického paraboloidu na
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Obrazek 4.19: Kristtv chram v Independence

propelleru.

Oteviena pravouhla sroubova plocha se vyskytuje na svidiiku, ktery se vyrabi za horka
zkroucenim ocelové tyce s obdélnikovym priifezem. Povrch svidiiku je slozen ze ¢tyt ¢asti
pravouhlé oteviené sroubové plochy. Nebozez vznikne Sroubovanim normaélniho fezu jehoz
usecky vytvori ¢asti pravouhlych otevienych ploch a oblouky ¢asti cyklickych Sroubovych
ploch a ¢ast rotacni valcové plochy.

Kosotihlou uzavienou primkovou sroubovou plochu najdeme na vyvrtce.

Zborcenych sroubovych ploch lze také vyuzit, stejné jako zborcenych hyperboloidi,
k pfevodu rotace z jedné osy na osu s ni mimobéznou.



Z.aver

Cilem mé diplomové prace bylo sestavit text pojednéavajici o primkovych plochéach technické
praxe. Prace na tomto tématu mé velmi zaujala, bavila a byla pro mne velkym pfinosem.
Byla bych rada, kdyby se jednou naslo vyuziti této diplomové prace pii vyuce deskriptivni
geometrie.

Rozhlédneme-li se vSak kolem sebe zjistime, Ze svét neni poskladan pouze z pfimek.
Vsude nas obklopuji rozmanité tvary. Stejné tak v technické praxi nenarazime pouze na
piimkové plochy. Casto se vyuzivaji jak plochy rotac¢ni, tak obecné plochy sroubové. Mo-
derni architektura také ¢im dal castéji zabih& do uziti empirickych ploch. Umoznuji ji to
moznosti 3D pocitacového modelovani, bez kterého by geometrie volnych forem nemohla
byt realizovana.

Ale o tom uz pojedna tieba nékdo jiny ...
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