
Shrnutí základních v¥t z teorie Fourierových °ad

V¥ta 1. Nech´ f(x) = a0
2 +

∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx) a °ada konverguje stejnom¥rn¥ na [ 0, 2π]. Pak platí

ak =
1
π

2π∫

0

f(x) cos kx dx, k = 0, 1, 2, . . . , (1)

bk =
1
π

2π∫

0

f(x) sin kx dx, k = 1, 2, . . . . (2)

Pro funkci f ∈ L1(0, 2π) de�nujeme Fourierovy koe�cienty pomocí vzorc· (1). Fourierovou °adou funkce f pak
nazýváme formální °adu

a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx).

�áste£né sou£ty Fourierovy °ady funkce f v bod¥ x ∈ R ozna£íme

sf
n(x) =

a0

2
+

n∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx), n = 0, 1, 2, . . . .

V¥ta 2 (O jednozna£nosti). Nech´ f ∈ L1(0, 2π) a p°íslu²né Fourierovy koe�cienty jsou v²echny nulové. Potom f = 0
skoro v²ude na [ 0, 2π]. Speciáln¥, je-li f navíc spojitá na [ 0, 2π], je f = 0 na [ 0, 2π].

�ekneme, ºe funkce f je po £ástech C1 na intervalu [a, b], jestliºe existuje n ∈ N a d¥lení a = x0 < x1 < · · · < xn = b
intervalu [a, b] tak, ºe f ∈ C1(xi, xi+1) a existují vlastní limity limx→xi+ f(x), limx→xi+1− f(x), limx→xi+ f ′(x) a
limx→xi+1− f ′(x) pro v²echna i = 0, . . . , n− 1. Ozna£íme f(x+) = limt→x+ f(t) a f(x−) = limt→x− f(t).

V¥ta 3. Nech´ f je 2π-periodická funkce, po £ástech C1 na [ 0, 2π]. Potom limn→∞ sf
n(x) = 1

2 (f(x+) + f(x−)) pro
v²echna x ∈ R. Speciáln¥, je-li f spojitá v x, je limn→∞ sf

n(x) = f(x). Navíc je-li f spojitá v (a, b), platí, ºe sf
n ⇒

loc
f

na (a, b). Speciáln¥, je-li f spojitá na R, je sf
n ⇒ f na R.

V¥ta 4 (Dini). Nech´ f je 2π-periodická, f ∈ L1(0, 2π) a x ∈ R. Nech´ dále existuje δ > 0 a A ∈ R tak, ºe Lebesgue·v
integrál

δ∫

0

f(x + t) + f(x− t)− 2A

t
dt konverguje.

Potom lim
n→∞

sf
n(x) = A.

Poznámka: Existují-li vlastní limity f(x+) a f(x−), je z°ejmé, ºe v p°edchozí v¥t¥ je jediným rozumným kandidátem
pro A volba A = 1

2 (f(x+) + f(x−)).

D·sledek 5 (Lipschitzovo kritérium). Nech´ f je 2π-periodická, f ∈ L1(0, 2π) a x ∈ R. Nech´ dále existují ε > 0,
α > 0 a C > 0 tak, ºe

|f(x)− f(y)| ≤ C |x− y|α , pokud |x− y| < ε.

Potom lim
n→∞

sf
n(x) = f(x).

D·sledek 6. Nech´ f je 2π-periodická, f ∈ L1(0, 2π) a x ∈ R. Nech´ dále existují vlastní limity f(x+) a f(x−) a
také vlastní limity

lim
t→x+

f(t)− f(x+)
t− x

a lim
t→x−

f(t)− f(x−)
t− x

.

Potom limn→∞ sf
n(x) = 1

2 (f(x+) + f(x−)). Speciáln¥, pokud f má kone£né jednostranné derivace v bod¥ x, pak
lim

n→∞
sf

n(x) = f(x).

V¥ta 7 (Jordan-Dirichletovo kritérium). Nech´ f je 2π-periodická, f ∈ L1(0, 2π) a f má kone£nou variaci v intervalu
[a, b]. Potom v kaºdém bod¥ x ∈ (a, b) je lim

n→∞
sf

n(x) = 1
2 (f(x+) + f(x−)). Je-li navíc f spojitá v (a, b), platí sf

n ⇒
loc

f

na (a, b).
Poloºme

σf
n(x) =

sf
0 (x) + · · ·+ sf

n(x)
n + 1

.

1



2

V¥ta 8 (Fejér). Nech´ f je 2π-periodická, f ∈ L1(0, 2π) a x ∈ R. Nech´ dále existují vlastní limity f(x+) a f(x−).
Potom limn→∞ σf

n(x) = 1
2 (f(x+) + f(x−)). Je-li navíc f spojitá v [a, b] a dále v bod¥ a spojitá zleva a v bod¥ b spojitá

zprava, platí σf
n ⇒ f na [a, b].

D·sledek 9. Nech´ f je 2π-periodická, spojitá na R. Pak pro kaºdé ε > 0 existuje trigonometrický polynom T takový,
ºe |f(x)− T (x)| < ε pro v²echna x ∈ R.

Abstraktní teorie Fourierových °ad v Hilbertových prostorech nám pom·ºe odvodit následující v¥ty:
V¥ta 10 (Carleson). Nech´ f ∈ L2(0, 2π). Potom sf

n → f skoro v²ude na (0, 2π).
V¥ta 11. Nech´ f je 2π-periodická, f ∈ L2(0, 2π). Potom lim

n→∞
∥∥f − sf

n

∥∥
L2

= 0. Dále platí Parsevalova rovnost

1
π

2π∫

0

f2 =
a2
0

2
+

∞∑

k=1

(a2
k + b2

k).

Navíc v L2(0, 2π) je sf
n nejlep²í aproximací funkce f v prostoru v²ech trigonometrických polynom· stupn¥ nejvý²e n.

V¥ta 12 (Riesz-Fischer). Nech´ a0, a1, b1, a2, b2, . . . jsou reálná £ísla, pro která
∑

(a2
k + b2

k) < ∞. Pak existuje 2π-
periodická funkce f ∈ L1(0, 2π), jejíº Fourierovy koe�cienty jsou tato £ísla. Tato funkce je ur£ena jednozna£n¥ aº na
mnoºinu míry 0 a navíc f ∈ L2(0, 2π).


