SHRNUTI ZAKLADNICH VET Z TEORIE FOURIEROVYCH RAD
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Véta 1. Necht f(x) = G + ) (ar coskx + by sinkx) a Fada konverguje stejnomeérné na [0, 2n]. Pak plati

k=1
o
ak:l/f(x)cosk:xda:, k=0,1,2,..., (1)
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o
bk:%/f(x)sinkxdm, k=1,2,.... (2)
0

Pro funkci f € L1(0,27) definujeme Fourierovy koeficienty pomoci vzorc (1). Fourierovou fadou funkce f pak
nazyvame forméalni fadu

% 4 Z(ak cos kx + by sin kx).
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Castetné soucty Fourierovy fady funkce f v bodé =z € R oznatime

sh(x) = 40 +Z(ak coskx + bysinkz), n=0,1,2,....
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Véta 2 (O jednozna¢nosti). Necht f € L1(0,27) a prislusné Fourierovy koeficienty jsou viechny nulové. Potom f =0
skoro vsude na [0,27]. Specidlng, je-li f navic spojitd na [0, 27, je f =0 na [0, 27].

Rekneme, ze funkce f je po &astech C! na intervalu [a, b], jestliZe existujen € Naddlenfa =2 <21 < <z, =0
intervalu [a,b] tak, Ze f € C'(z;,z441) a existuji vlastni limity limy ., ¢ f(2), limy—y,,,— f(2), limy—qp, 4 f/(2) a
limg 4, ,— f'(x) pro v8echna i = 0,...,n — 1. Oznac¢ime f(z+) = limy_, f(t) a f(z—) = lim,_,_ f(¢).

Véta 3. Necht f je 2m-periodickd funkce, po éistech C' na [0,2n]. Potom lim, o sf(z) = 2(f(z+) + f(z—)) pro
viechna x € R. Specidlné, je-li f spojitd v x, je lim, .o sf(z) = f(z). Navic je-li f spojitd v (a,b), plati, Ze s = f

loc

na (a,b). Specidlné, je-li f spojitd na R, je si = f na R.

Véta 4 (Dini). Necht f je 2w-periodickd, f € L1(0,27) a x € R. Nech? ddle existuje 6 >0 a A € R tak, Ze Lebesguetiv
integrdl

t konverguje.

/6f(az+t)+f(x—t)—2Ad
t
0

Potom lim s/ (z) = A.

n—oo

Poznamka: Existuji-li vlastni limity f(z+) a f(x—), je zfejmé, Ze v piedchozi v&té je jedinym rozumnym kandidatem
pro A volba A = 1(f(z+) + f(z—)).

Diisledek 5 (Lipschitzovo kritérium). Nech? f je 2mw-periodickd, f € L1(0,27) a x € R. Necht ddle existuji € > 0,
a>0aC >0 tak, Ze

[f(@) = f) < Cle—y|®, pokud |z —y| <e.
Potom lim sf(z) = f(x).

n— oo

Disledek 6. Necht f je 2m-periodickd, f € L1(0,27) a x € R. Necht ddle existuji vlastni limity f(xz+) o f(z—) a
také vlastni limity

FO -~ f) S0 - )
t—ax+ t—x t—x— t—x
Potom lim,, .o s (z) = 3(f(z+) + f(z—)). Specidiné, pokud f md koneiné jednostranné derivace v bodé x, pak

lim sf(z) = f(z).
n—oo
Véta 7 (Jordan-Dirichletovo kritérium). Necht f je 2m-periodickd, f € L1(0,27) a f md konecnou variaci v intervalu
[a,b]. Potom v kaZdém bodé x € (a,b) je lim si(z) = 1(f(z+) + f(x—)). Je-li navic f spojitd v (a,b), plati s{ = f
n—oo loc
na (a,b).
Polozme
sg(x) + o+ sf(x)
n+1




Véta 8 (Fejér). Necht f je 2mw-periodickd, f € L1(0,2m) a € R. Necht ddle existuji vlastni limity f(x+) a f(z—).
Potom lim,, . 0 (z) = 3(f(z+) + f(x—)). Je-li navic f spojitd v [a,b] a ddle v bod¢ a spojitd zleva a v bodé b spojitd
zprava, plati of = f na [a,b].

Disledek 9. Necht f je 2m-periodickd, spojitd na R. Pak pro kaZdé € > 0 existuje trigonometricky polynom T takovy,
Ze |f(x) — T(z)| < € pro viechna x € R.

Abstraktni teorie Fourierovych fad v Hilbertovych prostorech ndm pomuze odvodit nésledujici véty:
Vé&ta 10 (Carleson). Necht f € Lo(0,27). Potom s — f skoro vsude na (0,2m).
Véta 11. Necht f je 2m-periodickd, f € L2(0,27). Potom lim ||f — s{:H
n—oo
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Navic v Ly(0,27) je s nejlepsi aprozimact funkce f v prostoru viech trigonometrickijch polynomd stupné nejvijse n.

Ly = 0. Ddle plati Parsevalova rovnost

M‘ow

+Z (a? +b2).

k=1

Vé&ta 12 (Riesz-Fischer). Necht ag,ai,b1,a2,ba,. .. jsou redlnd &isla, pro kterd Y (a; + b2) < oo. Pak existuje 27-
periodickd funkce f € L1(0,27), jejiz Fourierovy koeficienty jsou tato ¢isla. Tato funkce je uréena jednoznacéné aZ na
mnoZinu miry 0 a navic f € Ly(0,27).



