Najdéte vSechna redlnd feSeni rovnic

1. 442 r =5,
2. logix +log; 9% = log; x°,
3. sinx —sin(7 + x) = 2sin® x.

Najdéte vSechna redlna feSeni nerovnic

4, x—1>x_—2,
x—4 x-3
5. MZO,
x+1

6. [4—|x-3|| <2,

7. Ix+1+|x+3 <4,
8. logy(x?> +x+6)>0,
9. x241—|x+2]>0,
10.  cos?>x + 2cosx—1<0.

1. OPAKOVANI STREDOSKOLSKE LATKY

V zavislosti na parametru ¢ € R urcete vSechna redlnd x, pro kterd plati

11. ex24+x+1>0,
12.  ce* € (—1,0),
13.  log|x| +c € (—n/2,7/2),
14.  |cosx|—c >0,
15.  es"* —¢ e (0, +00).
Reste nerovnice a mnoZzinu feseni zakreslete do roviny:
16. xy>0 & y <sinux;
17.  (x% —y?)sinx > 0.

18. Dokazte, Ze pro vSechna a, b € R plati:

la + b| < la| + |b],
la —b| <la| + b,
|lal = [b]| < |a —bl,
|la| = |b]| < |a + b].



4.
8.

11.

Vysledky: 1.

x €(3.3)U (4, +00),

X = 1 nebox = 2,

2.
5. xe (%m,—l) U <1++E, +oo),

X = 9nebo x = 27,

3.

x =km, k € Znebox = 5 +2km, k € Z,
6. xe(=3,1)U(,9),

7.

x € (—4,0),

x €R, 9. xe€ (—oo, %) U (#, —i—oo), 10. x € Upez (% + 2k, 37 + 2kn),
c<0 x e (_HF’ _I_F)
c>0 ]
c=0 x € (—1,400)
12. c=0 xeR
1 —1-/1-4 —1+/1-4
0<c<g xe(—oo, o c)u( S c,+oo) .20 xe(—oo log(—l))
’ c
c > % xeR
c<0 x eR
xe(—e2¢ —e"T)U(e"2 ¢ e2 ) proc €R 14 0<c<1|xeUgeg(—arccosc + km, arccosc + k)
c>1 ]
c < % xeR
1 <c<e| xeUgeglarcsinloge + 2km, w — arcsinlog ¢ + 2k)
c>e @




2. MATEMATICKA INDUKCE

Dokazte matematickou indukci:

1. ZZ=1k=@’”EN

9. ZZ:] k2 — n(n+1)6(2n+1)’n e N

3. Yo k=0+424+3+--+n%*neN

4. (Q14+x)*>1+nxprox € R, x > —1,n € N (Bernoulliova nerovnost)

5. Necht xy,...,x, € R jsou vét§i nebo rovny nez —1 a maji stejné znaménko. Pak (1 + x1)(1 + x3)---(1 4+ x,) >
I+ x4+ x4+ x5

6. n<2"mneN

7. nzfzn,neN,n;&?)

8. Yk <ig.neN,n>1

9. 10" — 4 je délitelné 6 pro kazdé n € N

10.  Necht n,k € N. Pak existuji ¢, € N U {0}, pro kterd plati »r < k an = gk + r. (déleni se zbytkem)
1. (@+b)" =% ()a" ¥ proa,b eR,neN

12.  (cosx +isinx)” =cosnx +isinnx,x e R,n € N

13. Yi,i<2/mneN

14. Y i_;sinkxsin =sinZxsin“Hxprox e R,n e N

15. ZZ=1¢%> n,neN,n> 1

1 3 2n—1 1
16. 22 Tom < ,;Zn—l—l’HEN
17. \sinzzzl xk| < ZZ:I sinxg, X1,...,x, € (0,7),n € N

18. (m+D)"<n"t'neN,n>3

19.*% n! < ("zi)nn e N

Népovedy:
10. Indukei podle n € N.
+1 n+1 i
18. 2" < 2 —
e A e

19. Lze vyuzit Bernoulliovu nerovnost.



3. VYROKY

1. Vyjadfete jednoduse mnoZinu {a € R; Vx e R: |[x —=2| <1 = x? —ax > 5}.
2. Které z nasledujicich vyroku jsou pravdivé a které nepravdivé proa) M = N,b) M = NU{0},c) M = (0,1),d) M = {0}?
) VxeM3iyeM3IizeM: x=y+z
i) IyeMVxeMIzeM: x=y+z
(i) IyeMIzeMVxeM: x=y+Z
3. Jsou pravdivé nésledujici vyroky? NapiSte jejich negace.
i) VaeRIe>0TdaeRVxeR:xe€(@,a+e) & |x—a|l <1
(i) e eRVe>0VaeRVxeR:xe€(@a+e) & |x—al <1
(iii)) e e RVe>0VaeeRIxeR:xe(@ga+e) & |x—a| <1
4. Jsou pravdivé nasledujici vyroky? Napiste jejich negace.
(i) VxeNdyeNVzeN:iz>x=>y<z
(i) IyeNVxeNVzeN:z>x=y <z
(i) dJyeRVxeRVzeR:z>x=>y<z
iv) IxeNVyeNVzeN:iz>x=>y<z
v)IxeNVyeNVzeN:iz<x=y>Z
(vi) VxeRVe>038>0VyeR: |y—x|<d=y<x+4%
5. Vyjadrete co nejjednoduseji vztah mezi ¢isly a, b € R urCeny formuli:
i) Ve>0VxeR:|Ja—x|<c=|b—x|<c
(i) Ve>0VxeR:a—x<c=>|b—x|<c
(iii) Ve >0VxeR:jla—x|<c=>b—x<c
(iv) Ve>0VxeR:a—x<c=>b—x<c
V) VxeRIu>0VeeOu):la—x|<c=1|b—x|<u

Vysledky: 1. (—o0, —4) 2. a)yne(x =1),ne(x = 1nebox = y),ne;b)ano (y =0,z = x),ano (y =0,z = x), ne
(x=y+z+1)c)ano(y =z =x/2),ne (x = y),ne (x = %); d) ano, ano, ano 3. (ano(e =2, =a+1),(ii) ne
(¢ = a), (iii) ano (poslednf ¢ast plati nezdvisle na hodnotich a, ¢, ) 4, () ano(y = x),(@ii)ano (y = 1),({ii)ne (x =y —1,
z=y),(@{v)ne(y =z =x+1),(v)ano (x = 1), (vi) ano (§ = %) 5. Wa=ba—c>=b—c&a+c=<b+c),({)
neplati pro zddnd a, b € R, (iii) a > b, (iv) a > b, (v) plati pro libovolnd a, b € R (stali zvolitu > |b — x|)
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4. MNOZINY A ZOBRAZENI

1. Rozhodnéte, zda pro libovolné mnoZiny A, B, C plati nasledujici vztahy:

i) ACB& AUB =B

(i) AUB=B & ANB=A4
@iii)) (ANB)\(BNC)=(CNB)\ANC)
iv) ANB\(BNC)=(ANB)\(ANC)

v) (AUB)\C = A\ (CUB)

2.Necht f: X — Y a A, B C Y. Dokazte nasledujici rovnosti:
() f7HAUB) = (AU f(B)

(i) f7HANB) = f71 (AN f71(B)
(iii) f~1(A\B) = 1A\ fTH(B)

3.Necht f: X — Y a A, B C X.Dokazte nasledujici vztahy:

(i) f(AUB) = f(A)U f(B)
(i) f(ANB)C f(A)N f(B)
(i) f(A\B)D f(A)\ f(B)
Ukazte, Ze v poslednich dvou vztazich obecné neplati rovnost.
4. Charakterizujte zobrazeni f: X — Y, pro kter4 plati
(i) f7Y(f(A)) = A prokazdou A C X;
(i) f(f~Y(B)) = B prokazdou B C Y.
5.Necht f: A — A.Rozhodnéte, zda plati ndsledujici tvrzeni pro A kone¢nou, resp. A nekonecnou:
(i) Je-li f(A) kone¢nd, neni f prosté.
(ii) Je-li f(A) nekone¢nd, je f prosté.
(iii) Je-li f prosté, je f na.
(iv) Je-li f na,je f prosté.

Vysledky: 1. (i) ano, (ii) ano, (iii) ne, (iv) ano, (v) ne 4. (i) prosté, (ii) na 5. A konecna: (i) ne, (ii) ano, (iii) ano,
(iv) ano; A nekonecna: (i) ano, (ii) ne, (iii) ne, (iv) ne



5. SUPREMA A INFIMA

1. Necht' A C R je neprazdnd mnozina. Pfedpoklddejme, Ze ma nejmensi prvek (tj. minimum, znac¢ime min A). Ukazte, Ze
inf A = min A. Analogické tvrzeni zformulujte a dokazte pro nejvétsi prvek (tj. maximum, max A).

2. Naleznéte suprema a infima (pifipadné maxima a minima) nasledujicich mnozin (pokud existuji):

a)A=(0,1), b)B={1,—5,7 —3,50}, c)C {x e Q; x >0},

dD=(-1,0U{lineN}, eoFE=(02U{lneN}, DHF={Z;mneNm<n}.

3. Necht' A, B C R jsou neprazdné omezené mnoziny. Oznaéme s = inf A, S = sup A, = inf B, T = sup B.

a) Vyjadrete inf(A U B) a sup(A U B) pomoci hodnot s, S, ¢, T.

b) Lze néco fici o inf(A N B) asup(4 N B)?

4. Naleznete sup M ainf M, pfipadné max M a min M:

a)M—{” L. neN}, b) M = {(=1)";15; n € N},

OM ={-1)""=LneN},  OM={-1)+LneN, eM={L:pqeN}

HM= {sinx x €(0,27)}, g M = {sinx; x € (0,2n)}, h) M = {sinx; x € (0, 7t)}

iy M = {n?> —m? m,n e N}, DM ={n?>—m? m,neN,n>m)}, K)M = {n?>—m? m,n e N,n <m},
DM={"+3"neN, mM={2"+3"neZ), nM={503 jkez),

0) M = {cos(n + %)n; n € N}, p) M = {cos(n + %)n; n € N sudé}, qQ) M = {cos(n + %)JT; n € N liché}

Vysledky: 2. aymin4A = 0,sup4d =1 b)yminB = -5, maxB =50 c¢)infC =0,supC = +oco d)infD = —1,
maxD =1 e)infE =0,supE =2 f)infF =0,supF =1

3. a)inf(AU B) = min{s, ¢}, sup(A U B) = max{S, T}; b) Je-li AN B # @, pak max{s,t} <inf(4A N B) < sup(AN B) <
min{S, T'}. Vice fici nelze. Uvazte A = (—1,1)a B = {—1,1} nebo B = {—1,0, 1} nebo B = {—1,0, %}.

4, a)infM =1,maxM =2 b)infM =—1,supM =1 c)yminM = -2, max M = d)infM = —1, max M =
e)infM =0,supM =1 fyminM = —1,maxM =1 gminM = —1,maxM =1 h)infM =0, maxM =1
infM = —oco,supM = 400 jyminM = 3,supM = +oc0 k)infM = —oco,maxM =0 1)infM = 0, maxM =
m)infM =0,supM = +4+o00 n)infM =0,supM =400 o)infM =—1,maxM =1 p)minM =0,supM =1
infM =—1,maxM =1
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6. LIMITY POSLOUPNOSTI

’

m+1)2n+17)

1. Spoctéte nasledujici limity posloupnosti:
17
P 7
a) lim —, b) lim —2 "> ¢) lim nt , d) lim
n—oo p3 n—oo 7 — % n—oo 5n + 3 n>c0 n?45n+15
n
)l 2n% +n—3 b1 2n3 + 6n )l n®+3n-2
e) lim ————, im , im ;
n—soco  n3 n—oon3 —Tn + 7 g n—o0 4n° 4 3n3 + 1
, kdek,l e NU{0},ar #0,b; #0,

h) lim aknk —i—ak_lnk_l + -4+ an+ap
n—oo bin! +by_yn!=1 + .-+ byn + by
o 1+24+---4+n n . 2n? 4 2n + nsin2n
j) lim — =], k lim - ,
n+2 2 n—oco n cos 3n + (2n + sin4n)?
lk AV
(D) + ) e

i) lim ;
n—o00 n—oo
k 1
— (-1
n (n l),k,leN, n) lim
n—oo (n— 1)k —n!

(n + 4)100 _ (I’l + 3)100 )
m) lim k
n® +n

D nli>n<’>lo (n + 2)100 — ploo ’ n—oo

1+24-+n
n2

2. Spoctéte nasledujici limity posloupnosti:
1
a) lim /2+ —, b) lim /a,, kdea, >0a lim a, = A € R*,
n n—o0 n—o00
o) lim (¢n+15—¢n+1), d) lim (\/n2+5n—1—\/n2+3), e) lim (3/n+1 - i/ﬁ)
n—>00 n—>oo n—>oo

n—>oo

D Jim (1 (Vi F T i), o) i (VY07 7= VAT - ).
VnS+2-3n?+1 . Vn+2-3n+1
Jn—)co W_% ’

o I3 4+n—In3+1 o
h) lim 3 3 , 1) lim 5 ,
n—00 n3 +2n— /n3 +n n—oo fnt+2—/n3+1
31—
nt " m) lim n(\/nz—i-n—n),
n—>oo

In2+7—3In?+1 ,
D lim < ,
Int+1-Vn2+1

’
n—-oo

O e U
n) lim (n2+sin(n+1))(\/n4+2—\/n“—l-l), 0) lim n(\/n2+2—%/n3+1).
n—o0 n—oo

n+ [/n]?

Iim —————
e) 1mn_[m],

3. Spoctéte nasledujici limity posloupnosti:
n—o00

n

1
Vn!, d) lim E ————
n—>ook=1 /n2+k

n
_.lk
a) lim @ b) lim M,xe]& ¢) lim
n—o0 ﬁ n—oo n2 n—00
f) lim ¢", g € R, g) lim ¥a, a € (0,4+00), h) lim ¥n,
n—>oo n—>oo n—>0o0

3n
i) lim (—1)"3"—‘/25, i) Lm Y27 %5%, k) lim ¥n2+n3+n*+27 430 + 47,
n—00 n’ + (’/ﬁ n—>00 n—>00
n/o.n bhn
) lim Va"+b"+c" a,b,c >0, m) lim L,a >b>0, n) lim ﬁ(%— %)
n—o00 n—00 W n—00
(n+22 =@+ 1)2)""
((n+1)3 —n?—3n2)"""

L < 1 nebo lim, 0 /a, < 1.Paklim, s ayn =0

o) lim *
n—->oo

ap+
an

4. Necht’ {a,} je posloupnost kladnych ¢isel spliiujici lim,,—, o
3"+ 0+ (n+ 1)

5. Spoctéte limity:
n 3n 5 5 on 17"
Q) lim 25 b lim ——. ¢ lim —" ) lim — =T o im
n—oco 21 n—oo pl n—oo n® 4 n! n—>oco nl+n+ 3" n—>00 n(né + n!)
6. Spoctéte limity:
5
a)* lim sinn, b) lim sinﬂﬁ, ¢) lim (x/g—sinn—cosn) " ,
n—o00 n—00 4 n—00 2/__1
1 n 1 n 1 nZ n
d) lim (1——) , e) lim (1+—2) , D lim (1——) . g* lim (1+—) .
n—00 n n—oo n n—oo n—>o0 n
7



7. Pomoci véty o limité monoténni posloupnosti spoctéte lim,— o @y, kde

a) a;=0aday4+; = H,'C“” (kde k > 1 je parametr); b) a;=0aay4+; = 1_2“”;
¢) an = \/2+\/2+...\/§; d) ap=\2-y2-...V2.
n odmocnin n odmocnin
8. Spoctéte nasledujici limity posloupnosti:
) i (24 1)100 _ (4 — 3)%0 b i Vi 4 sin>n — /n —cos2n )l (n+7)°° — @2+ 1)*»
a) lim , im , ¢ lim ,
n—>oo (8 —1)34 _ (44 1)51 n—00 i+ 1—+n—1 n—o00 \/p100 { 99 1 _ /100 1 2,99 1]

3 3 3 3
d) nlLrI;o[\4/n4+4n3—n], e) lim [‘/”3“]“‘/"3_1], f) lim [‘/n3+1]_[*/”3_1],

n—>oo /T 427 4 ... 4 pnt n—>oo {1420 4 ... 4 pn
. (n+2016)! /(n!)2 +2016" — \/(n!)2 — n2016 . \/ . -
g) nlgrc}o 3016 . 016" , h) nlgrt}o Var 4 — 4 — g,

Vysledky: 1. @0 b2 ¢)1 d)2 e0 NH2 g3 hOprok <I, g prok =1, sgn 3k - (+00) prok > [ i3
V-2 K4 DI mylprok>1I0prok =1 —lprok <[ n)lprok >1I,—ocoprok =1Isudé, —1 prok = I liché,
(=D prok <1

2. a) V2 b) \/Zpro AeR,+ooproAd =400 ¢)0 d) % e) 0 f) neexistuje (limay, = %, limazp4+1 = —%) 2) %
h)1 )0 O k1 DO m)+oo n)% 0)1

3. Al b3 co+oo d1 e2 f)d+ooprog>1,1prog=1,0prog € (—1,1), neexistujeprog <—1 g1 h)l
i) neexistuje (limla,| = 1) j)5 k)4 1)max{a,b,c} m) % n)0 o) %

5. a0 b)0 ¢)0 d)0 e)l

6. a) neexistuje (studujme a, 4+, — ay, téZ pro cosn; lze i sinnx) b) neexistuje (napt. {a4,} a {agn+2}) c¢) oo (zkuste
vyjadfit sin x 4+ cos x pomoci sin(o + 8)) d) % e)l Ho g e?

7. a2 b1 o2 9l

8. a—12 b1 ©-700 )0 2 NHO gi hi
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ReSené piiklady:
(=1)" + sin ZF — cos 5F

Vn3 -1

= 0 pro kazdé k € N, a tedy k]im a1z = 0. Na druhou stranu,
—00

1. lima,, kdea, =

1+sin(3k ) —cos(4k )
12K /(12k)3 -1

Je a1k =

1 +sin(37 + 6km) — cos(2m + 8kr) B -1

Arak+6 = =
2aro 24646/ 24k + 6) — 1 24646/ 24k + 6)3 — 1

pro kazdé k € N, a tedy lim arak+6 = —00. Zde jsme vyuzili faktu, Ze posloupnost {****{/(24k + 6)3 };ozl je vybrand z
k—o0

posloupnosti {( 4/n)?}°_,, a tedy m4 stejnou limitu, a déle tvrzen{ ,jedna lomeno kladnd nula® a aritmetiku limit. Tedy podle
véty o limit€ vybrané posloupnosti lim a,, neexistuje.

3" — [y + D]
n3 — [J/n]
[YGHEDN=3" 4. i sis
Plati a, = %”ﬁ] P
potiZe pfi nasobeni nerovnosti. Dale je [{/(n + D)1 —3" > ¥(n + ) —1—=3"a[/n!]—3n3 < «/_pro vSechna n € N. Odtud
Y nl—-1-3" 1 27"
ap = (n + 3) =3 n—+ o
n! «/_ n!

pro dostatecné velka n. Podle ristové skaly, tvrzeni o limité tfeti odmocniny a aritmetiky limit ma vyraz vpravo limitu +oc0. Z
véty o jednom policajtovi pak plyne lima, = +oo.

2. lima,, kde a, =

3. limay, kde a, = ¥/[n*cosn] —n23n 4 4n

cosn]  n23n

Vytkneme-li dominantni ¢len 4", obdrzime a, = 4 - \/ L — = lim (Z)n = 0 podle ristové
3
Skaly. Déle
—n*—1 n*cosn—1 [n*cosn] n*cosn n*
< < < < —,

4n - 4}1 - 4n - 4}1 - 4}1
atedy lim M = 0 dle ristové skaly, aritmetiky limit a véty o dvou policajtech. Dals{ pouziti aritmetiky limit ndm pak dava
lim(['14:+"] - 23" + 1) = 1. Podle definice limity tedy existuje ng € N takové, Ze pron > ng ]e W 23" +1<2.

Odtud 4 - \/j <ap <4-¥2pron > ngy.S pomoci zndgmych limit a véty o dvou policajtech tedy odvodime, Ze hm a, = 4.

4.

. S5+ M3 4nZ—nZ+n 5+ nd+n?—Vn2+n
lim = lim =

i n Ja(l— 2

1 5 33 2 _ 0 373 5 2

= lim ——— - | lim —= + lim SR e (RN DY P TR ek (G B

1= Vi Vn Jn

. n3 +n2)? - @m?>+n) ) S —ont — 3
:hm 5 p zhm ( ) _
: 31 20260 (52 3i Yo 5
Vi (S5 Y0+ 027D+ m) nsﬁ(Z?:o Y+ a4y )
2 1

— lim e _—1-0-0 _

‘/E(Zis=0 /(1 + %)10+i) +00- 6

Po vytknuti dominantniho ¢lenu /7 ze jmenovatele jsme vyuzili aritmetiku limit. Ndsledng jsme zlomek rozsifili tak, abychom
mohli pouZit vzorec pro a® — b8, Posléze jsme vykritili dominantni ¢len v itateli (n°) a na zavér jsme pouzili aritmetiku limit a
tvrzeni o limité 6-t¢ odmocniny.

A d (2[ - Yn nn) 2n
. limay,kdea, = | ———— —cos — | ———
" ! NZES 4 )1— 20
Plat1 lim ¥/2n = lim ¥2 -lim %/n = 1-1 = 1 podle aritmetiky limit. Dale pro kazdé n € N je ¥/2n > 1, a tedy
lim - 'iﬁ = —oo podle tvrzenf ,,jedna lomeno zdpornd nula“. Nyni se vénujme vyrazu v zdvorkdch. Vytknutim dominantniho

1
o . . . ey . .. . 2yn=3m 4. 2776
Clenu, aplikacf aritmetiky limit a tvrzeni o limit€¢ odmocniny obdrZzime lim = lim 2=
Vn+1 [1+1

_3
tedy existuje ngp € N takové, Ze pro n > ng je %ﬁ > % Protoze cosx < 1 pro kazdé x € R, pro n > ng plati

= 2. Podle definice limity
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_ 3
2yn=yn cos™E >3 _1=1 Vyndsobime-li pfedchozi nerovnost zdpornym vyrazem —2n__ dostaneme d, < 1+ —2%_ pro
Jn+1 4 2 ) 2 e 1— /20 2limp
n > ng. Odtud podle véty o jednom policajtovi plyne lima, = —oo.
6.
s (541 Ant—n3 W) i(F I 1 (’1/5)2>
7 né — + Y2 ne 914+ L — s/ L 4
lim InS +1— In* —n3+ Vn? — tlim ( nt ni nt ) _ lim n3 oy nl w )
— 1 1 1 1 -
n—n nz- J1- o nz- J1- 2
n 2
! <61+nl5_5Ll 11+(@)) 1+0+0
= limn3 -lim né__no ne 7 _ 4eo.— T 4o
1— L 1
Jn

Po vytknuti dominantnich ¢lend jsme vyuzili aritmetiku limit a pro vypocet limity posledniho zlomku znovu aritmetiku limit,
tvrzenf o limité k-t€ odmocniny pro k = 2,5, 6, a fakt, ze %/n — 1.
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7. HROMADNE HODNOTY POSLOUPNOSTI
1. Najdéte limsupsinn% aliminfsinn%.
n—00 n—>00

2. Najdéte viechny hromadné hodnoty posloupnosti {sinn 7 }.

3. Najdéte limsupsinn% alim

infsinn %
n—00 n—>00

4. Najdéte lim sup, liminf a urCete velikost mnoZiny hromadnych hodnot posloupnosti {sinn {5 }.
n—oo N

5. Najdéte limsup (sinnZ + cosnZ).
n—o00

Vysledky: 1. 1,—1, 2. {0,%2,1,—¥2 1}, 3. B 3 4 1 1,11, 5 /2 (posloupnost nabyvd

hodnot 1, «/5, 1,0, -1, —\/i, —1, 0, 1; neplati aritmetika pro lim sup).
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8. LIMITY FUNKCI

1. Spoctéte nasledujici limity funkci (m,n € N, a, b € R jsou parametry):

2 2 1 1 14+2x)(1+3x)—1
a) lim X b) lim =", ¢ lim — d) fim LT VA +200+39 -1
x—>5 x3 4+ 1 x—>1x2 —x x>2\x(x —2)2 x2—-3x+2 x—0 X
x2—-5x+6 x3—2x2 —4x +8 (x%2 —x —2)2° m_1
Iim — li li h) i
L Ny v L S NC S VRN L S S P T )xinl —1
. A4+mx)"—{A+nx)™ . (14+x)"—{A+nx) Cox+xP4 4 x"—n
1) lim , J) lim , k) lim ,
x—0 x2 x—0 x2 + x> x—>1 x—1
1 J1 —1
D) lim ([x] —x). m) 1imx-|:—i|, m lim 2 ) lim x-( 1+x2+x),
x—1 x—>0 X x—0 X X—>—00
. 2x 4+ Vx2+1 x4+ Vxr+1 V9 +2x — NI+ x—+1=x
p lim ——, q) hm ——, 1) lim s) lim

x—>+00 X x—>— x—>8 \/_ 2 x>0 YT Fx—I1—x
V8+3x —x2 -2 / T~ 32 T
t) lim toxox , u) lim X+ Uyx+/x—x—yx+Jx v) lim Vx+ Vx+ ’
x—0 x 4+ x2 x——+o00 x—3 x2-9

x2 o +2=3x+20 M+x—1 o "M +ax— Y1+ bx

w) lim x) lim y) lim z) lim

x—0 45/1+5x—1—x7 x—7 44/x+9—2 ’ x—0 X ’ x—0 X

2. Spoctéte nasledujici limity funkci (a, b € R jsou parametry):

2sin® x + sinx — 1 . tgx . 1l—cosx b4 sin(x — %)
a) lim > b) Im —, ¢) lim ————, d) hm x——)-tgx, e) lim ————
x—Z 2sin® x — 3sinx + 1’ x—=0 X x>0 x2 x—>Z x>Z 1 —2cosx’
£ lim sme‘— sm3x, o) lim s?nax, by Tim 1 + sinx — cos x 9 lim l—i—'sinx—cosx i) lim 1 — cos x? ,
x—0 sin x x—0 sinbx x—0 1 —sinx —cosx’ x—>0 1 4 sinax — cosax x>0 x2sinZ x
. tgx —sinx 1 —cos3x x? . JJcosx — ¥cosx
k) lim — ) im ———, m) lim , n) lim — ,
x>0  sin” x x—>0 xsin2x x>0 /T + xsinx — y/cosx x—0 sin” x
log x2 log(x® + 15 10% — 2% 2
0) lim gx , im M qQ lim ——, 1) lim ¢ , s) lim thx-tg(z —x)
x—>1x3—1 x—+o0 log(x1% + 3) x>0 X x—>0 sin® x x—T 4
3. Spoctéte nasledujici limity funkei (a, b € R jsou parametry):
241 3x + 1\ log(1 + 2si 1 1
9 lim x2log ot~ by lim [ o) lim el R 2siny) o Joscosx oy Jog(eosax).
x—>+00 X245 x—>+oo \ x +3 x—>0 x x>0  x2 x—0 log(cos bx)
1 2
. log(cos x + sin x) ) 2% 4 8%\~ . ni . . x24+1\" - 2\ cotg? x
Dl S o (S ) wmer )t (555) 9 im0
1
x— il)l('l:X 1 t, sin2 1 2%\ x2
k) lim(cosx)¥, 1) lim (Smx) Comy gim (YT dim g2 o) him ()
x—0 x>0\ Xx x—>0\ 1+ sinx x>z x=>0 \ 14+ x3*
3 inx — inx — sin(sin(sin x
p) lim log(l + 2%)- log(l + —), q) lim w, r) lim M, i Mxk keZ,
x—>+00 X = (x—T) = (x—T) x>0 cos(5 cos x)
4 4
2
lo sin®x __
) lim (cosvx +1—cosvx—1), u) 11m log(x loga) - log DBAYY s 1, v lim & o8
xX—>+00 1 og E x—0 x2
. /1 4+cos2x — /1 + cos3x COSX \ 2
w) lim , X) lim ( )
x—>0 log(1 + x2) x>0 \cos 2x
4. Spoctéte nasledujici limity funkei (¢ € R je parametr):
. arcsinx o1 ) 1 . arcsinx . arccosXx
a) lim , b) limsin—, ¢) limx-,/[cos—|, d) Iim ———, ¢) lim ——,
x>0 X x—=0 X x—0 by x—0 sin(sin x) x—=1- (1 —x)*
2
sin?(72%) . arccos 11+x2 . (cosx)* —+/14sindx . x¥' 4 Yeosmx
im———  g) lim ———=—_ h) lim , 1) lim ——————
x—1 log cos(m4%) x—>0+  sinx x—0 x3 x—1 log? x

g2 x

x _ X
) x1—1>%l+( 1)

12



Vysledky: 1. a)= b)2 c¢)+oo d)6 e —3 3 g)(g)10 2 i) Imn(n—m) j)in(n—1) k) 3nmn+1)
D) neexistuje (zleva —1, zprava0) m)1 m1 o) —1 p3 @l D2 93 i wl v—& w-1 xi2
1 a b
Yy 2=y
2. a-3 bl ot -1 oL N2 9%4b#0 -1 Dia#0 i Wi D3 m2 n-L o2
- 2 3 b’ a’ 2 2 4 3 12 3
Ps @logs nl s);3
3. a—4 b0 o2 d-1 e ;;—ﬁ,b;éo N1 @94 he? e’ e I DI m1 nl 02 plogs
q) neexistuje (zleva —oo, zprava +00) 1) +0o0 s)0prok > 1,%pr0k= 1, 400 pro k < 1 liché, neexistuje pro k < 1 sudé
3
00 u2loga v)3 w)%ﬁ X) e2
4. a)1 b)neexistuje (ani jednostranné) ¢)0 d)1 e)Oproa<%,\/§proa:%, +ooprooz>% f)—% g2
h) —1 i)l—l—’%2 1lproa <2,0proa >2
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9. DERIVACE

1. Urcete derivaci (pfipadné jednostranné derivace) nasledujicich funkci vSude tam, kde existuji:

x? -1 e* cos(x +7)

i1 d) sin(x?coslogx), e) gt 1 1) £) (sin x)lcos ¥,

1
a) (x3 +x° =17 b) ¥x, n>1liché, ¢ 708

log x)* -1 4
g) (xigxx) , h) 1x_ % ' , 1) max{xz,x3 +sgnx}, j) mm{x2 \3/}} k) arcsin 2 _T_ T DvVI— e—x2,
3 2 - . [5x+2
m) +/arctg(log? x), n) \/2 JVx, o) \/(1 —exp(1 —xz)) , p)+/sinxcosx, q) arcsin 3 5l
x p—
L 1 .
r) arcsinmini 1, —¢, s) cosx - [sinx]
X
2. Spoctéte nasledujici limity funkei:
1
sinx — sinx —t 2 1 X
a) lim Y X b) lim Lgx ¢) lim i + , lim ; e) lim ¢ ,
x—0 X3 x—0 x3 x—0 3x + x—>400 X + sinx’ x—=0+ X
log? x x?
f) lim (7w —2arctgx)logx, g lim —— B,y>0, h) lim — a>1y>0,
x—>400 x—>+oo XV x—>+oo a*
.. logx b4 _ xZsin % . sinx —arcsinx
i) lim ——, j) lim x(— — arctg x) k) lIim — , D) lim ——,
x—0+ X x—+o00 2 x—0 sinx x—0 x2
1 sin x tgx — . tg3x . a* —a""> . logsin(ax)
m) lim = log n) lim —, o) lim —, p) lim ———, _
x>0 X X x—>0 x — sinx x—>Z tgx x>0  x3 x—0 log sin(bx)
x* —cosx . arctg(l + x) —arctg(l — x) . bid . X
r) lim —, s) lim , t) lim x(— — arcsin —)
x—0+ xlogx x—>0 X x—>+o0 \2 X2+ 1
1L 1
1 1 x t x2 1 X — 1 1
u) lim ——— v lim x®D W) lim (arc gx) TN U ) el N T ——
x—0 arcsinx  sinx x>0+ x—0 X x—0 X x>0 x2  sin®x

Vysledky: 1. a) f/(x) = 314x5(4x? +3)(x¥ + x6 = )16, x e R b) f/(x) = L ¥x1=" x e R\ {0},
f(0) =400 c¢) f(x) = ,—DHU(l,4+o0) d) f'(x) =x cos(x coslogx)(Bcoslogx—sinlogx),
x €(0,+00) e) f'(x)= 1og2(x—4+1)(((5x cos(x + 7) — sin(x +7)) log(x* 4+ 1) — cos(x + 7) 4+1> x € R\ {0}
f) f/(x) = (sinx)lcos~l sgn(cosx)(csinxx —sinx -logsinx), x € Dy = Uyez km, 7w + 2k)
2 f(x) = (lx‘)ﬁ,—g’g)c(log(logx) + loéx —2logx),x € Dy = (1,400) h) Dy = R\ {3}, f'(x) = sgn (%) - 0—#)”
xe D\ {1}, fL() =1, f/(1) =—1 1)f(x)—2x x € (—00,0), f'(x) = 3x2, x € (0, 4+00, f.(0) =0, f1(0) =
D) =2x,x € (0,1), f(x) = ﬁ,x € (=00,0) U (1, 400), f2(0) = +o0, f1(0) =0, /(1) = 2, f1(1) =

R fx) = 2BED x e R\ (2,2}, f1(-2) = —4. f1(-2) = 5. f1) = 5, f1@) = =% D f'(x) = ¢1_=
x € R\{0} f1(0) = =1 f{(O) =1 m) f'(x) = e ¥ € o) VAL L2 =~ fL() =1

x \/arctg(log2 x) (1 +log* x

x exp(l—xz)

n) Dy = (0, +00), f(x) = m,x € (0,+00) \ {4}, ffr(O) = —00, f'(4) = —00 o) f'(x) = %m,
x € R\ {=11}, f/(=1) = —oo, f{(=1) = +oo, /(1) = —o0, f{(1) = +00, p)Df =Uezlkm. 5 + kﬂ),
fl(x) = XS x xosin?x oo Ugez (km, % + k), f_{_(an) = 400, f_/(% + 2km) = —o0, f_;_(ﬂ +2km) =

24/sinx cosx ’
6sgn(5x+2
LG +2k77) = —00,k € Zq) Dy = (~4.3), f'(x) = (2—x)«/g2n((x-)ic-4)()1—2x)’x € Dy \i=4- 5’2} f+( 4 ==

f—/(_%) = 36 +(_%) = 36’f ( ) - +OO r) Df = (—OO,—l)U(O, +OO)’ f/(x) = lej%vx € (—OO,—l)U(l, +OO),
f(x) =0,x € (0,1), f/(=1) = —oo, f1(1) =0, f{ (1) = —c0, s) f'(x) =0,x € 2kn, 7w + 2kn), f'(x) = sinx
x € (w4 2m,2m + 2kn), f1(2km) =0, f/ (7w +2kn) =0, f{(w + 2kn) = +oo, f/ (27w + 2kn) = 400,k € Z

2. a) —é b) —% ¢) 1 (nejsou spliteny piedpoklady LH) d) 1 (po zderivovéani neexistuje) e) O (po zderivovani kompliko-
vanéjsi) )0 g) 0 h)0 1i)—oo (nejsou spliieny predpoklady LH) j) 1 k) O (po zderivovani neexistuje) 1) 0 m) —é

n) 2 0)% p) loga @1 nl s)1 t)1 w0 v)l W)e_% x)—% y)—%
14



10. PRUBEH FUNKCE

1. VySetfete prubéhy nésledujicich funkei:

1 1—
a) V(x4 =12, b)|x|exp(—=|x —1]), c¢)|x—2|—2arctgx, d)|x—1]exp[————= ], e) arccos al ,
(x —1)2 1—2x
Cos X 1 5 el!

—= 9l ). b Vx5 4523, i) V- T, e

D 2 +sinx & og(x+ x) ) V3x7 + 5x VEF L sinxd ge 6sinx’ le* — 3|

_ -3 5
l)ﬁ—i—arcsinl_'_);, m) x273108x ) o 22)2, 0) arctg4 o

Vysledky: 1. a) Dy = R, f je spojitd, sud4, hm f(x) = 4oo, f/(x) = \/7 prox € R\ {-1,1}, f/(-1) =
fL(1) = —o0, f1(=1) = fL(1) = o0, fje klesajlcl na( oo, —1) a (0, 1), rostouci na (—1,0) a (1, +00), /' md v 0 lokdlni

maximum, v —1 a 1 glob4lni minima, " (x 8 x2(5x%-9) rox € R\ {—1,1}, f jena (-1, 1) konkdvni, na (—oo,— 3 \/5)
g f1() = § S prox € R\ (=11}, f jena (-1.1) V3/

ana <\/3/\/§, +oo) ryze konvexni, na (—\/3/\/5, —1) a (1, ,/3/\/§> ryze konkévni, body =£+/3/+/5 jsou inflexni

b) Dr =R, f je spojitd, liI:lI:I f(x) =0, f/(x) = exp(—|x — 1)(sgnx — |x| sgn(x — 1)) pro x € R\ {0, 1}, f/(0) = —
X—>T00

f1(0) = %, fL() =2, fL(1) =0, f je rostouci na (—oo, —1) a (0, 1), klesajici na (—1,0) a (1, +00), f md v —1 lokdlni

maximum, v 0 globédlni minimum, v 1 globélni maximum, f”(x) = —(x + 2)exp(x — 1) pro x € (—00,0), f"(x) = (x +

2)exp(x — 1) prox € (0,1), f”(x) = (x —2) exp(l — x) pro x € (1, 4+00), f je ryze konvexni na (—oo, —2), (0, 1) a (2, +00),

ryze konkavni na (=2, 0) a (1, 2), body %2 jsou inflexni

©) Dy =R, [ jespojitd, lim f(x) = +oo, f'(x) = sgn(x —2) — Tz prox e R\ {2}, f1(2) = -1, f{(2) = %, f je

klesajici na (—o0, 2), rostouci na (2, +00), f md ve 2 globdlni minimum, f”(x) = (1_:%)2 pro x € R\ {2}, f je ryze konkdvn{

na (—o0, 0), ryze konvexni na (0, 2) a (2, +00), bod 0 je inflexni, asymptota v 400 je y = x — 2 — m, asymptota v —o0 je

y=24m—x

d) Dy = R\ {1}, f je spojitd, lim f(x) = oo, lim f(x) = 0, f'(x) = exp (e ) semtr = 1) (14 25 ) pro

x € R\ {1}, f je klesajici na (—oo, 1), rostouci na (1, +00), f”(x) = 2exp (— (x—11)2) —24+2x+1 g x e R\ {1}, f je ryze

lx—1]°
konkavni na (—oo, 1 — +/2) a (1 4+ +/2, +00), ryze konvexni na (1 — +/2, 1 + +/2), body 1 £ +/2 jsou inflexni, asymptota v —oo
jey =—x 4+ 1,asymptotav +oojey = x — 1
_ i , _ _ —0 _ sen(i-x)

e) Df - (_O0,0) U <2/3» +OO), f]e SpO]lta na Df’ XEI:EOO f(x) - T[/37 f(o) - f(2/3) - 0’ f (X) (1 zx)m pro
x € Dp\{0,2/3,1}, f7(0) = —o0, f1(2/3) = 400, f/(1) =1, f1(1) =—1, f je ljlesajl’cina (=00, 0) a (1, +00), rostouci na
(2/3,1), f ma v 1 globdlni maximum, v 0 a 2/3 glob4lni minimum, f"(x) = xiiiﬁ)izﬁ:g;ﬂg;z) prox € D\ {0,2/3,1},
S je ryze konkévni na (—o0, 0) a (2/3, 1), ryze konvexni na (1, +-00)

f) Dy = R, f je spojitd, periodickd s periodou 27, f'(x) = — At2sinx

pro x € R, f je klesajici na (—mw, —57/6) a (—n/6, ),

(2+sinx)2
rostouci na (—57 /6, —m/6), f ma v —m/6 globdlni maximum, v —57/6 globalni minimum, /" (x) = %}%:1) prox € R,
f jeryze konvexni na (—m, —7/2) a (7/2, ), ryze konkdvni na (—m /2, w/2), body +7/2 jsou inflexn{
— 4_ 442
9 f(x) = BEHETD. f7(x) = ~ e
h) F/(x) = —362+1) mivy — _ 6(x2-1)
V'O = gm0 = YaGaer
: l _ -1 ” — 5-94/x+1
D fix) = 10/3F i/(l JrrD4 ST ) 100/(x+1)3 3/ (1—v/x+1)°
2 _ 9 ein2
_]) f (x) _ COSX6(613H2052x), f”(x) (3sin x-gg](lx%m x)
k) f(x) = eX 3)2 pro x € (log3,+00), f'(x) = eX 3)2 pro x € (0,log3), f'(x) = e)f(ix—_gﬂ pro x € (—o0,0),
f(x) = 366,56—3;3) pro x € (log3, +00), f"(x) = % pro x € (0,log3), f"(x) = % pro x € (—00,0)

" _ o x“—4x—1
b f'x) = 2f(x+l)’f () = 4V/x3(x+1)2
m) f7/(x) = 2x17312X(1 —3logx), f"(x) = 2x~31°2*¥(3log x — 2)(1 + 6log x)
X(5_~rXx+2 5 x+1(~92x+1 X _ 2
n) f/(x) _ 2 (5(2?( 2)%10&,2 f//( )_ 2 (2 (2x+_32)24 5) log= 2

/ 4\f55m 2x " _ 32cos® x—48 cos* x—10cos2 x+5
O) f (.X) 16cos? x+5° f (.X) 8\/3 (16 cos* x+5)2
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