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Necht / je néjaka neprazdna mnozina indexd a mejme
systém mnozin A,, kde indexy « probihaji /.
e [ J A, ...mnozina v8ech prvkd, které patfi alespon

ael

do jedné z mnozin A,
* () Ay ...mnozina prvku, které nélezi do kazdé

ael .
Z mnozin A,
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pfimy dukaz

® nepfimy dikaz
dukaz sporem
matematicka indukce



Véta 1 (de Morganova pravidla)
Meéjme mnoZiny S, A,, @ € |, kde | # 0. Pak plati

S\JA =6 \A) a  S\[VA = ]S\ A).

ael ael ael ael



Ptiklad (iracionalita +/2)
Jestlize realné Cislo x fesi rovnici x2 = 2, pak x neni
racionalni.
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Racionalni Cisla

* Mnozina pfirozenych Cisel
N =1{1,2,3,4,...}
e Mnozina celych Cisel
Z =NU{0}u{—n; neN}={...,-2,—-1,0,1,2,...}
¢ Mnozina racionalnich Cisel

Q= g;peZ,qu ,

pricemz ’3—1 = %, pravé kdyz p; - go = p2 - Gi.



Mnozinou realnych Cisel R budeme rozumét mnozinu,
na niz jsou definovany operace scitani a nasobeni
(znacime je + a -), a relace usporadani (znacime ji <),
priCemz jsou splnény nasleduijici tfi skupiny vlastnosti.
|. Vlastnosti s¢itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah.
Il. Vztah uspofadani a operaci s€itani a nasobeni.

[1l. Axiom infima.
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¢ v R existuje nenulovy prvek (tzv. jednotkovy prvek,
znacime ho 1), Ze pro vSechnax e R je 1 - x = x,

e VxeR\{0}3Iy e R: x-y =1 (takové y je jen jedno,
zna¢ime ho x~' nebo 1),

e Vx,y,zeR: (x+y)-z=x-z+ y-z(distributivita).
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°* Vx,y,zeR: (x <y & y <2z) = x < z (tranzitivita),
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Vztah usporadani a operaci scitani a nasobeni:
°* Vx,y,zeR: (x <y & y <2z) = x < z (tranzitivita),

e Vx,yeR:(x<y & y<x)= x=y(slaba
antisymetrie),

s Vx,yeR:x<yvy=<x,
s Vx,y,ZzeR:x<y=x+z=<y+z,
e Vx,yeR:0<x &0<y)=0<x-y.



Definice
Rekneme, Ze mnozina M C R je omezena zdola, jestlize

existuje Cislo a € R takové, Ze pro kazdé x € M plati, ze
X > a.
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Rekneme, Ze mnozina M C R je omezena zdola, jestlize

existuje Cislo a € R takové, Ze pro kazdé x € M plati, ze
Xx > a. Takové Cislo a se nazyva dolni zavorou

mnoziny M.



Definice
Rekneme, Ze mnozina M C R je omezena zdola, jestlize

existuje Cislo a € R takové, Ze pro kazdé x € M plati, ze
Xx > a. Takové Cislo a se nazyva dolni zavorou

mnoziny M. Analogicky definujeme pojmy mnozina
omezena shora a horni zavora.



Definice
Rekneme, Ze mnozina M C R je omezena zdola, jestlize

existuje Cislo a € R takové, Ze pro kazdé x € M plati, ze
Xx > a. Takové Cislo a se nazyva dolni zavorou

mnoziny M. Analogicky definujeme pojmy mnozina
omezena shora a horni zavora. Rekneme, ze mnozina
M C R je omezena, je-li omezena shora i zdola.



Axiom infima:
Budiz M C R neprazdna zdola omezend mnozina. Potom
existuje jediné Cislo g € R, které ma nasledujici
vlastnosti:

(i) Vxe M: x> g,



Axiom infima:
Budiz M C R neprazdna zdola omezend mnozina. Potom
existuje jediné Cislo g € R, které ma nasledujici
vlastnosti:

(i) Vxe M: x> g,

(i) Vg eR, g >gIxeM: x<g.



Axiom infima:
Budiz M C R neprazdna zdola omezend mnozina. Potom
existuje jediné Cislo g € R, které ma nasledujici
vlastnosti:

(i) Vxe M: x> g,

(i) Vg eR, g >gIxeM: x<g.
Cislo g znagime symbolem inf M a &teme infimum M.



Poznamka
e Axiom infima fika, ze kazda neprazdna zdola
omezenda mnozina ma infimum.



Poznamka
e Axiom infima fika, ze kazda neprazdna zdola
omezena mnozina ma infimum.
e Infimum mnoziny M je jeji nejvétsi dolni zavora.



Poznamka
e Axiom infima fika, ze kazda neprazdna zdola
omezena mnozina ma infimum.
e Infimum mnoziny M je jeji nejvétsi dolni zavora.
¢ Redln4 Cisla existuji a jsou vlastnostmi I-Ill uréena
jednoznacné.



Plati:
(i) VxeR:x-0=0-x=0,



Plati:
(i) VxeR:x-0=0-x=0,
(i) VxeR: —x = (-1)-x,



Plati:

(i) VxeR:x-0=0-x=0,

(i) VxeR: —x = (-1)-x,

(ii) Vx,yeR: xy=0= (x=0vy=0),



Plati:

(i) VxeR:x-0=0-x=0,

(i) VxeR: —x = (-1)-x,

(ii) Vx,yeR: xy=0= (x=0vy=0),
(iv) Vxe RVYne N: x "= (x""",



Plati:

(i) VxeR:x-0=0-x=0,

(i) VxeR: —x = (-1)-x,

(ii) Vx,yeR: xy=0= (x=0vy=0),
(iv) Vxe RVYne N: x "= (x""",

(V) VX, yeR: (x>0Ay>0)= xy >0,



Plati:

(i) VxeR:x-0=0-x=0,

(i) VxeR: —x = (-1)-x,

(i) Vx,yeR:xy=0=(x=0vy=0),
(iv) Vxe RVYne N: x "= (x""",

(V) VX, yeR: (x>0Ay>0)= xy >0,
(Vi) VxeR,x>0VyeR,y>0Vne N:
xX<y&x"<y"



Plati:

(i) VxeR:x-0=0-x=0,

(i) VxeR: —x = (-1)-x,

(i) Vx,yeR:xy=0=(x=0vy=0),
(iv) Vxe RVYne N: x "= (x""",

(V) VX, yeR: (x>0Ay>0)= xy >0,
(Vi) VxeR,x>0VyeR,y>0Vne N:
xX<y&x"<y"

(vii)) (=1)2 =1,



Plati:

(i) VxeR:x-0=0-x=0,

(i) VxeR: —x = (-1)-x,

(i) Vx,yeR:xy=0=(x=0vy=0),
(iv) Vxe RVYne N: x "= (x""",

(V) VX, yeR: (x>0Ay>0)= xy >0,
(Vi) VxeR,x>0VyeR,y>0Vne N:
xX<y&x"<y"

(vii) (=1)2 =1,

(viii) Vx e R: x2 >0,



Plati:

(i) VxeR:x-0=0-x=0,
(i) VxeR: —x = (-1)-x,

(i) Vx,yeR:xy=0=(x=0vy=0),
(iv) Vxe RVYne N: x "= (x""",

(V) VX, yeR: (x>0Ay>0)= xy >0,
(Vi) VxeR,x>0VyeR,y>0Vne N:
xX<y&x"<y"

(vii) (=1)2 =1,

(viii) Vx € R: x2 > 0,

(ix) 0 < 1.



Necht a,b € R, a < b. Znacime:

Otevreny interval (a,b) = {x € R; a < x < b},

e uzavreny interval (a,b) = {x e R; a < x < b},

e polouzavieny interval (a,b) = {x e R; a < x < b},
e polouzavreny interval (a,b) = {x e R; a< x < b}.



Necht a,b € R, a < b. Znacime:
e Otevreny interval (a,b) = {x e R; a< x < b},
e uzavreny interval (a,b) = {x e R; a < x < b},
e polouzavieny interval (a,b) = {x e R; a < x < b},
e polouzavreny interval (a,b) = {x e R; a< x < b}.

Bod a se nazyva levy krajni bod intervalu, bod b se
nazyva pravy krajni bod intervalu. Bod, ktery je prvkem
intervalu, ale neni jeho krajnim bodem, je tzv. vnitrnim
bodem intervalu.



Necht a,b € R, a < b. Znacime:

e Otevreny interval (a,b) = {x e R; a< x < b},

e uzavreny interval (a,b) = {x e R; a < x < b},

e polouzavieny interval (a,b) = {x e R; a < x < b},

e polouzavreny interval (a,b) = {x e R; a< x < b}.
Bod a se nazyva levy krajni bod intervalu, bod b se
nazyva pravy krajni bod intervalu. Bod, ktery je prvkem
intervalu, ale neni jeho krajnim bodem, je tzv. vnitrnim
bodem intervalu.
Neomezené intervaly:

(a,+00) ={xeR; a<x}, (—o0,a={xeR; x<aj,

analogicky definujeme (—o0, a), (a, +00) a (—oo, +00).



Plati, ze N c Z c Q C R. Preneseme-li s¢itani
a nasobeni z R na uvedené mnoziny, dostaneme operace,
na néz jsme na téchto uzsich Ciselnych mnozinach zvykli.



Plati, ze N c Z c Q C R. Preneseme-li s¢itani

a nasobeni z R na uvedené mnoziny, dostaneme operace,
na néz jsme na téchto uzsich Ciselnych mnozinach zvykli.
Realné Cislo, které neni Cislem racionalnim, nazveme
Cislem iracionalnim. Mnozina R \ Q se nazyva mnozinou
Cisel iracionalnich.



Komplexni Cisla

Mnozinou komplexnich Cisel rozumime mnozinu v§ech
vyrazl tvaru a + bi, kde a, b € R. Mnozinu komplexnich
¢isel znaCime C. Na C jsou definovany operace scitani
a nasobeni splnujici vlastnosti skupiny | a navic plati
i-i=-1.



Komplexni Cisla

Mnozinou komplexnich Cisel rozumime mnozinu v§ech
vyrazl tvaru a + bi, kde a, b € R. Mnozinu komplexnich
¢isel znaCime C. Na C jsou definovany operace scitani
a nasobeni splnujici vlastnosti skupiny | a navic plati
i-i=-1.

Véta (,zakladni véta algebry®)

Necht ne N, ay,...,an € C, a, # 0. Pak rovnice

anz" + an_1z”_1 + a,,_gz”_z +--+a1z+a =0

ma alespori jedno reseni z € C.



Dudsledky axiomu infima

Definice
Budiz M C R. Cislo G € R splnujici

(i) Vxe M: x <G,
(i) V@ eR,G <GIxeM: x> G,
nazyvame supremem mnoziny M.



Dudsledky axiomu infima

Definice
Budiz M C R. Cislo G € R splnujici

(i) Vxe M: x <G,
(i) V@ eR,G <GIxeM: x> G,
nazyvame supremem mnoziny M.

Véta 2 (o supremu)

Necht M C R je neprazdna shora omezena mnoZzina. Pak
existuje pravé jedno supremum mnoZiny M.



Dudsledky axiomu infima

Definice
Budiz M C R. Cislo G € R splnujici

(i) Vxe M: x <G,
(i) V@ eR,G <GIxeM: x> G,
nazyvame supremem mnoziny M.

Véta 2 (o supremu)

Necht M C R je neprazdna shora omezena mnoZzina. Pak
existuje pravé jedno supremum mnoZiny M.

Supremum mnoziny M znacime sup M.



Dudsledky axiomu infima

Definice
Budiz M C R. Cislo G € R splnujici

(i) Vxe M: x <G,
(i) V@ eR,G <GIxeM: x> G,
nazyvame supremem mnoziny M.

Véta 2 (o supremu)

Necht M C R je neprazdna shora omezena mnoZzina. Pak
existuje pravé jedno supremum mnoZiny M.

Supremum mnoziny M znacime sup M.

Plati sup M = —inf(—M).



Definice

Budiz M c R. Rekneme, Ze aje nejvétsi prvek
(maximum) mnoziny M (znaCime max M), jestlize a je
horni zavorou mnoziny M a a € M. Analogicky definujeme
nejmensi prvek (minimum) M, ktery zna¢ime min M.



Lemma 3
Necht M C R a plati

VX, ye MVzeR,x<z<y:zeM.

Pak M je interval.



Véta 4 (Archimédova vlastnost)
Ke kazdému x € R existuje n € N splriujici x < n.



Véta 4 (Archimédova vlastnost)
Ke kazdému x € R existuje n € N splriujici x < n.

Véta 5 (existence celé ¢asti)

Pro kazdé r € R existuje cela cast cislar, 1. Cislo k € Z
takové, Ze k < r < k + 1. Cela cast Cisla r je urCena
jednoznacné a znacime ji [r].



Véta 6 (o n-t& odmocning)
Ke kazdému x € (0, +o00) a ke kaZzdému n € N existuje
jediné y € (0, +o00) splriujici y" = x.



Véta 7 (o hustote Q a R \ Q)
Bud'te a,b € R, a < b. Potom existuje r € Q splriujici
a<r<baseR\Q spliujicia< s < b.



ll. Limita posloupnosti

1.1. Uvod



ll. Limita posloupnosti

1.1. Uvod

Definice

Jestlize kazdému pfirozenému Cislu n je pfifazeno realné
Cislo a,, potom fikdme, Ze {a,}> , je posloupnost
realnych Cisel.
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Jestlize kazdému pfirozenému Cislu n je pfifazeno realné
Cislo a,, potom fikdme, Ze {a,}> , je posloupnost
realnych &isel. Cislo a, nazveme n-tym ¢lenem této
posloupnosti.



ll. Limita posloupnosti

1.1. Uvod

Definice

Jestlize kazdému pfirozenému Cislu n je pfifazeno realné
Cislo a,, potom fikdme, Ze {a,}> , je posloupnost
realnych &isel. Cislo a, nazveme n-tym ¢lenem této
posloupnosti.

Posloupnost {a,}> ; je rovna posloupnosti {b,}° ,,
jestlize plati a, = b, pro kazdé n € N.



ll. Limita posloupnosti

1.1. Uvod

Definice

Jestlize kazdému pfirozenému Cislu n je pfifazeno realné
Cislo a,, potom fikdme, Ze {a,}> , je posloupnost
realnych &isel. Cislo a, nazveme n-tym ¢lenem této
posloupnosti.

Posloupnost {a,}> ; je rovna posloupnosti {b,}° ,,
jestlize plati a, = b, pro kazdé n € N.

Mnozinou ¢lend posloupnosti {a,}°° , rozumime mnoZinu

{x eR; dne N: a, = x}.



Posloupnost {1/n}




Posloupnost {(-1)"n}




Posloupnost {n}




Posloupnost {P_n}




Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

e shora omezena, jestlize mnozina vSech Clenu této
posloupnosti je shora omezena,



Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

e shora omezena, jestlize mnozina vSech Clenu této
posloupnosti je shora omezena,

e zdola omezena, jestlize mnozina vSech Clenu této
posloupnosti je zdola omezena,



Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

e shora omezena, jestlize mnozina vSech Clenu této
posloupnosti je shora omezena,

e zdola omezena, jestlize mnozina vSech Clenu této
posloupnosti je zdola omezena,

® omezena, jestlize mnozina v8ech ¢lend této
posloupnosti je omezena.



Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

e rostouci, je-li a, < ap+1 pro kazdé n € N,



Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

e rostouci, je-li a, < ap+1 pro kazdé n € N,
e klesajici, je-li a, > an4+1 pro kazdé ne N,



Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

e rostouci, je-li a, < ap+1 pro kazdé n € N,
e klesajici, je-li a, > an4+1 pro kazdé ne N,
e nerostouci, je-li a, > a,+1 pro kazdé n € N,



Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

e rostouci, je-li a, < ap+1 pro kazdé n € N,
klesajici, je-li a, > ap+1 pro kazdé n e N,
nerostouci, je-li a, > ap+1 pro kazdé n € N,
neklesajici, je-li a, < an4+1 pro kazdé n e N.



Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
e rostouci, je-li a, < ap+1 pro kazdé n € N,
e klesajici, je-li a, > an4+1 pro kazdé ne N,
e nerostouci, je-li a, > a,+1 pro kazdé n € N,
* neklesajici, je-li a, < ap+1 pro kazdé n e N.

Posloupnost {a,} je monoténni, pokud spliuje nékterou
z vySe uvedenych podminek.



Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
e rostouci, je-li a, < ap+1 pro kazdé n € N,
e klesajici, je-li a, > an4+1 pro kazdé ne N,
e nerostouci, je-li a, > a,+1 pro kazdé n € N,
* neklesajici, je-li a, < ap+1 pro kazdé n e N.

Posloupnost {a,} je monoténni, pokud spliuje nékterou
z vy$e uvedenych podminek. Posloupnost {a,} je ryze
monoténni, pokud je rostouci Ci klesajici.



Il.2. Konvergence posloupnosti



Il.2. Konvergence posloupnosti

Definice

Rekneme, Ze &islo A € R je limitou posloupnosti {a,},
jestlize ke kazdému kladnému Cislu ¢ existuje takové
prirozené Cislo ng, ze pro vSechna pfirozena Cisla n > ny
plati, ze |a, — A| < &, {j.

VeeR,e>03dng e NVne N,n>ng: |a,—A| <e.



Il.2. Konvergence posloupnosti

Definice

Rekneme, Ze &islo A € R je limitou posloupnosti {a,},
jestlize ke kazdému kladnému Cislu ¢ existuje takové
prirozené Cislo ng, ze pro vSechna pfirozena Cisla n > ny
plati, ze |a, — A| < &, {j.

VeeR,e>03dng e NVne N,n>ng: |a,—A| <e.

Rekneme, Ze posloupnost {a,} je konvergentni, pokud
existuje A € R, které je limitou {a,}.
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Véta 8 (jednoznacnost limity)
Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.



Véta 8 (jednoznacnost limity)
Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
ZnacCime lim a, = Anebo jenom lima, = A.

n—oo















Poznamka
Necht {a,} je posloupnost realnych Cisel a A € R. Pak

lima, =A< lim(a,— A) =0 < lim|a,— Al = 0.



Véta 9
KazZda konvergentni posloupnost je omezena.
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Definice 3
Necht {a,}> , je posloupnost realnych Cisel. Rekneme,

ze posloupnost {b,}5° ; je vybranou posloupnosti z
{an}°2, (nebo téz podposloupnosti posloupnosti {a,}° ,),
jestlize existuje rostouci posloupnost pfirozenych Cisel
{nk}%2, takova, ze by = a,, pro kazde k € N.



Definice

Necht {a,}> , je posloupnost realnych Cisel. Rekneme,
ze posloupnost {b,}5° ; je vybranou posloupnosti z
{an}°2, (nebo téz podposloupnosti posloupnosti {a,}° ,),
jestlize existuje rostouci posloupnost pfirozenych Cisel
{nk}%2, takova, ze by = a,, pro kazde k € N.

Veta 10 (limita vybrané posloupnosti)

Necht {b«}%2, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}> ;. Jestlize platilim,_- a, = A € R, pak také
Iimk_mo bk = A.



Definice
Budte {a,} a {b,} dvé posloupnosti realnych Cisel.
e Souctem posloupnosti {a,} a {b,} rozumime
posloupnost {a, + by}.



Definice
Budte {a,} a {b,} dvé posloupnosti realnych Cisel.

e Souctem posloupnosti {a,} a {b,} rozumime
posloupnost {a, + by}.

¢ Analogicky definujeme rozdil a soucin posloupnosti.



Definice
Budte {a,} a {b,} dvé posloupnosti realnych Cisel.

e Souctem posloupnosti {a,} a {b,} rozumime
posloupnost {a, + by}.

¢ Analogicky definujeme rozdil a soucin posloupnosti.

e Necht vSechny Cleny posloupnosti {b,} jsou

nenulové. Pak podilem posloupnosti {a,} a {b,}
rozumime posloupnost {*}.



Definice
Budte {a,} a {b,} dvé posloupnosti realnych Cisel.
e Souctem posloupnosti {a,} a {b,} rozumime
posloupnost {a, + by}.
¢ Analogicky definujeme rozdil a soucin posloupnosti.
e Necht vSechny Cleny posloupnosti {b,} jsou
nenulové. Pak podilem posloupnosti {a,} a {b,}
rozumime posloupnost {*}.
e Je-li A € R, pak A-nasobkem posloupnosti {a,}
rozumime posloupnost {Aa,}.



Véta 11 (aritmetika limit)
Nechtlima, = A€ R alimb, = B € R. Potom plati:
(i) lim(a, + by) = A+ B,



Véta 11 (aritmetika limit)

Nechtlima, = A€ R alimb, = B € R. Potom plati:
(i) lim(a, + by) = A+ B,

(i) lim(a,- by) = A- B,



Véta 11 (aritmetika limit)
Nechtlima, = A€ R alimb, = B € R. Potom plati:
(i) lim(a, + by) = A+ B,
(i) lim(ap-by) = A-B,
(iii) je-liB # 0 a b, # 0 pro vSéechnan € N, je
lim(a,/b,) = A/B.



Véta 11 (aritmetika limit)
Nechtlima, = A€ R alimb, = B € R. Potom plati:
(i) lim(a, + by) = A+ B,
(i) lim(ap-by) = A-B,
(iii) je-liB # 0 a b, # 0 pro vSéechnan € N, je
lim(a,/b,) = A/B.

Véta 12
Necht'lim a, = 0 a necht posloupnost {b,} je omezena.
Potom lim a,b, = 0.



Véta 13 (limita a usporadani)
Necht'lima,=Ae€R alimb, = B e R.
(i) Necht existuje ny € N takové, Ze pro kazdé prirozené
n> ng je a, > b,. Potom A> B.



Véta 13 (limita a usporadani)
Necht'lima,=Ae€R alimb, = B e R.
(i) Necht existuje ny € N takové, Ze pro kazdé prirozené
n>ng je a, > b, PotomA > B.
(i) Necht A < B. Potom existuje ny € N takove, Ze pro
kaZzdé pfirozené n > ny je a, < by,.



Véta 13 (limita a usporadani)
Necht'lima,=Ae€R alimb, = B e R.

(i) Necht existuje ny € N takové, Ze pro kazdé prirozené
n>ng je a, > b, PotomA > B.

(i) Necht A < B. Potom existuje ny € N takove, Ze pro
kaZzdé pfirozené n > ny je a, < by,.

Véta 14 (o dvou policajtech)

Bud'te {a,}, {b,} dveé konvergenitni posloupnosti a {c,}
takova posloupnost, Ze plati:

(i) lima, = lim b,.
Potom existuje lim ¢, a plati, Ze lim ¢, = lim a,,.
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I1.3. Nevlastni limita posloupnosti



I1.3. Nevlastni limita posloupnosti

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu +oo
(plus nekonecno), jestlize

VLeR3Inne NVne N,n>ny: a, > L.



I1.3. Nevlastni limita posloupnosti

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu +oo
(plus nekonecno), jestlize

VLeR3Inne NVne N,n>ny: a, > L.

Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu —oco
(minus nekonecno), jestlize

VKeRdAnne NVne N, n>ny: a, < K.



I1.3. Nevlastni limita posloupnosti

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu +oo
(plus nekonecno), jestlize

VLeR3Inne NVne N,n>ny: a, > L.

Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu —oco
(minus nekonecno), jestlize

VKeRdAnne NVne N, n>ny: a, < K.

Véta 8 o jednoznacnosti limity plati i pro limity +o00 a —o0.
Je-li lim a, = +o0, fikdme, Ze posloupnost {a,} diverguje
K 400, podobné pro —oc.



I1.3. Nevlastni limita posloupnosti

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu +oo
(plus nekonecno), jestlize

VLeR3Inne NVne N,n>ny: a, > L.

Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu —oco
(minus nekonecno), jestlize

VKeRdAnne NVne N, n>ny: a, < K.

Véta 8 o jednoznacnosti limity plati i pro limity +o00 a —o0.
Je-li lim a, = +o0, fikdme, Ze posloupnost {a,} diverguje
k 400, podobné pro —oco. Je-li lim a, € R, fikame, ze
posloupnost {a,} ma vlastni limitu, je-li lim a, = +o0 nebo
lima, = —oo, fikame, Ze posloupnost {a,} ma nevlastni
limitu.
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Posloupnost {n.(-1)"n}




Posloupnost {n}




Posloupnost {n+(-1)"n}







Véta 9 pro nevlastni limity neplati. Plati v§ak
Véta 9’
e Necht'lim a, = +oo. Pak posloupnost {a,} neni shora
omezena, je vSak zdola omezena.

e Necht'lim a, = —oc. Pak posloupnost {a,} neni zdola
omezena, je vSak shora omezena.



Véta 9 pro nevlastni limity neplati. Plati v§ak
Véta 9’
e Necht'lim a, = +oo. Pak posloupnost {a,} neni shora
omezena, je vSak zdola omezena.

e Necht'lim a, = —oc. Pak posloupnost {a,} neni zdola
omezena, je vSak shora omezena.

Véta 10 (limita vybrané posloupnosti) plati i pro nevlastni
limity.
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Definice
Rozsifenou realnou osou rozumime mnozinu

R* = R U {400, —00} s nasledujicim rozSifenim operaci
a usporadani z R:
®* a<+tooa—oco<aproaceR, —oco < 400,



Definice
Rozsifenou realnou osou rozumime mnozinu

R* = R U {400, —00} s nasledujicim rozSifenim operaci
a usporadani z R:

®* a<+tooa—oco<aproaceR, —oco < 400,

® a+ (+00) = (4+00) +a= +ooproaecR*\ {—o0},



Definice
Rozsifenou realnou osou rozumime mnozinu

R* = R U {400, —00} s nasledujicim rozSifenim operaci
a usporadani z R:
®* a<+tooa—oco<aproaceR, —oco < 400,
® a+ (+00) = (4+00) +a= +oopro ae R*\ {—oo},
® a4 (—00) = (—00) +a= —oo pro a € R* \ {+o0},



Definice
Rozsifenou realnou osou rozumime mnozinu
R* = R U {400, —00} s nasledujicim rozSifenim operaci
a usporadani z R:
®* a<+tooa—oco<aproaceR, —oco < 400,
® 3+ (+00) = (+00) + a= +oo pro a € R* \ {—oo},
® a4 (—00) = (—00) +a= —oo pro a € R* \ {+o0},
® a-(xo0) = (f+o0)-a= tooproaceR* a>0,



Definice
Rozsifenou realnou osou rozumime mnozinu
R* = R U {400, —00} s nasledujicim rozSifenim operaci
a usporadani z R:

® a<+4oca—-oco<aproaceR, —oo < 400,
a+ (4o00) = (+00) + a= 4oo pro a e R* \ {—oo},
a+ (—oo) = (—o00) + a= —oo pro a € R* \ {400},
a-(+oo) = (fo0)-a=tooproacR* a>0,
a-(£oo) = (£oo)-a= Fooproae R*, a<0,



Definice
Rozsifenou realnou osou rozumime mnozinu
R* = R U {400, —00} s nasledujicim rozSifenim operaci
a usporadani z R:

®* a<+tooa—oco<aproaceR, —oco < 400,
a+ (4+00) = (+00) + a= +oo pro a e R* \ {—oo},
a+ (—o0) = (—o0) + a= —ocopro ac R*\ {+o0},
a-(+oo) = (fo0)-a=tooproacR* a>0,
a-(£oo) = (£oo)-a= Fooproae R*, a<0,
e -2 =(QproacR.

Too



Nékteré operace nejsou definovany. Jsou to:

® (=00) + (400), (+00) + (=00), (400) — (400),
(=00) — (=00),



Nékteré operace nejsou definovany. Jsou to:
® (—00) + (4+00), (+00) + (—=00), (+00) — (+00),
(—00) — (—00),
® (+00)-0,0- (400), (—00)-0,0- (—00),



Nékteré operace nejsou definovany. Jsou to:
® (—00) + (4+00), (+00) + (—=00), (+00) — (+00),
(—00) — (—00),
® (+00)-0,0- (400), (—00)-0,0- (—00),

+o00 +o0 —o© a *
® e’ Do’ “ao’ Foov 0 PrO@ER™.



Véta 11’ (aritmetika limit)
Necht'lima, = A€ R* alimb, = B € R*. Potom plati:
(i) lim(a, & by) = A £ B, pokud je prava strana
definovana,



Véta 11’ (aritmetika limit)
Necht'lima, = A€ R* alimb, = B € R*. Potom plati:

(i) lim(a, & by) = A £ B, pokud je prava strana
definovana,

(i) lim(a, - by) = A- B, pokud je prava strana definovana,



Véta 11’ (aritmetika limit)
Necht'lima, = A€ R* alimb, = B € R*. Potom plati:

(i) lim(a, & by) = A £ B, pokud je prava strana
definovana,

(i) lim(a, - by) = A- B, pokud je prava strana definovana,
(iii) lima,/b, = A/B, pokud je prava strana definovana.



Véta 11’ (aritmetika limit)
Necht'lima, = A€ R* alimb, = B € R*. Potom plati:
(i) lim(a, & by) = A £ B, pokud je prava strana
definovana,
(i) lim(a, - by) = A- B, pokud je prava strana definovana,
(iii) lima,/b, = A/B, pokud je prava strana definovana.

Véta 15

Necht'lima, = Ae R*, A> 0, limb, = 0 a existuje

no € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny, plati b, > 0.
Pak lim a,/b, = +o0.



Véta 13 (limita a usporadani) a Véta 14 (o dvou
policajtech) plati i pro nevlastni limity. Dokonce plati
Véta 14’ (o jednom policajtovi)
Bud'te {a,} a {b,} dvé posloupnosti.
e Jestlize lim a, = 400 a existuje ny € N takove, Ze pro
kazdé n e N, n> ng plati b, > a,, pak limb, = +oc.
e Jestlize lim a, = —oo a existuje ny € N takoveé, Ze pro
kazdé n e N, n > ny plati b, < a,, paklimb, = —occ.



Definice
Budiz A C R neprazdna. Neni-li A shora omezena, pak

definujeme sup A = +oco. Neni-li A zdola omezena, pak
definujeme infA = —oco.



Definice

Budiz A C R neprazdna. Neni-li A shora omezena, pak
definujeme sup A = +oco. Neni-li A zdola omezena, pak
definujeme infA = —oco.

Lemma 16
Necht M C R je neprazdna mnoZina, G € R*. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) G=supM.
(i) Cislo G je horni zavorou M a existuje posloupnost
{xn}>, bodu z M, pro kterou lim x, = G.



I1.4. HlubSi véty o limité posloupnosti



I1.4. HlubSi véty o limité posloupnosti

Véta 17 (o limité monotonni posloupnosti)
KazZda monotonni posloupnost ma limitu.

Je-li{an} neklesajici, pak lim a, = sup{a,; n € N}.
Je-li{a,} nerostouci, paklim a, = inf{a,; n € N}.
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Véta 18 (Bolzano-Weierstral3)

Z kaZzdé omezené posloupnosti Ize vybrat konvergentni
podposloupnost.
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l1l. Zobrazeni



l1l. Zobrazeni

Definice

Necht A a B jsou mnoziny. Zobrazenim f mnoziny A

do mnoziny B nazveme predpis, kterym kazdému prvku x
mnoziny A pfifadime jediny prvek y z mnoziny B. Tento
prvek y znacime symbolem f(x).



l1l. Zobrazeni

Definice
Necht A a B jsou mnoziny. Zobrazenim f mnoziny A

do mnoziny B nazveme predpis, kterym kazdému prvku x
mnoziny A pfifadime jediny prvek y z mnoziny B. Tento
prvek y znaCime symbolem f(x). Prvek y se pak nazyva
obrazem prvku x, prvek x se nazyva vzorem prvku .



l1l. Zobrazeni

Definice
Necht A a B jsou mnoziny. Zobrazenim f mnoziny A

do mnoziny B nazveme predpis, kterym kazdému prvku x
mnoziny A pfifadime jediny prvek y z mnoziny B. Tento
prvek y znaCime symbolem f(x). Prvek y se pak nazyva
obrazem prvku x, prvek x se nazyva vzorem prvku .

e Symbolem f: A — B znaCime, ze f je zobrazenim
mnoziny A do mnoZiny B.



l1l. Zobrazeni

Definice

Necht A a B jsou mnoziny. Zobrazenim f mnoziny A

do mnoziny B nazveme predpis, kterym kazdému prvku x
mnoziny A pfifadime jediny prvek y z mnoziny B. Tento
prvek y znaCime symbolem f(x). Prvek y se pak nazyva
obrazem prvku x, prvek x se nazyva vzorem prvku .

e Symbolem f: A — B znaCime, ze f je zobrazenim
mnoziny A do mnoZiny B.

e Symbolem f: x — f(x) znacime, ze zobrazeni f
prifazuje prvku x prvek f(x).



l1l. Zobrazeni

Definice

Necht A a B jsou mnoziny. Zobrazenim f mnoziny A

do mnoziny B nazveme predpis, kterym kazdému prvku x
mnoziny A pfifadime jediny prvek y z mnoziny B. Tento
prvek y znaCime symbolem f(x). Prvek y se pak nazyva
obrazem prvku x, prvek x se nazyva vzorem prvku .

e Symbolem f: A — B znaCime, ze f je zobrazenim
mnoziny A do mnoZiny B.

e Symbolem f: x — f(x) znacime, ze zobrazeni f
prifazuje prvku x prvek f(x).

e Mnozinu A z definice zobrazeni nazyvame defini¢nim
oborem zobrazeni f a znacime ji symbolem D.



Definice
Necht f: A — B je zobrazeni.
e Podmnozina G = {[x,y] € Ax B; x € Ay = f(x)}
kartézského soucinu A x B se nazyva grafem
zobrazeni f.



Definice
Necht f: A — B je zobrazeni.

e Podmnozina G = {[x,y] € Ax B; x € Ay = f(x)}
kartézského soucinu A x B se nazyva grafem
zobrazeni f.

e Obrazem mnoziny M C A pii zobrazeni f se nazyva
mnozina

f(M)={yeB;axe M: f(x) =y} (={f(x);: x e M}).



Definice
Necht f: A — B je zobrazeni.

e Podmnozina G = {[x,y] € Ax B; x € Ay = f(x)}
kartézského soucinu A x B se nazyva grafem
zobrazeni f.

e Obrazem mnoziny M C A pii zobrazeni f se nazyva
mnozina
fIM)y={y e B; Ixe M: f(x) =y} (={f(x); x e M}).

e Mnozina f(A) se nazyva obor hodnot zobrazeni f.
(Znacime R nebo H.)



Definice
Necht f: A — B je zobrazeni.

e Podmnozina G = {[x,y] € Ax B; x € Ay = f(x)}
kartézského soucinu A x B se nazyva grafem
zobrazeni f.

e Obrazem mnoziny M C A pii zobrazeni f se nazyva
mnozina

f(M)={yeB;axe M: f(x) =y} (={f(x);: x e M}).

e Mnozina f(A) se nazyva obor hodnot zobrazeni f.
(Znacime R nebo H.)
e Vzorem mnoziny W C B pfi zobrazeni f nazveme
mnozinu
f{(W)={xeA f(x)e W}.



Poznamka
Necht f: A— B, X,Y C A, U,V C B. Pak plati

° f4(UUV) =14(U)ULi4(V),



Poznamka
Necht f: A— B, X,Y C A, U,V C B. Pak plati

e f1(UUV)=1f41(U)UT4(V),
e f(UNV)=1fq(UnNrfqV),



Poznamka
Necht f: A— B, X,Y C A, U,V C B. Pak plati

e f1(UUV)=1f41(U)UT4(V),
e f(UNV)=1fq(UnNrfqV),
o f(XUY)=F(X)UKY),



Poznamka
Necht f: A— B, X,Y C A, U,V C B. Pak plati

e f1(UUV)=1f41(U)UT4(V),
e f(UNV)=1fq(UnNrfqV),
o f(XUY)=F(X)UKY),
o (XN Y)CHX)NFY).



Definice
Necht A, B, C jsou mnoziny, C C Aa f: A— B. Zuzenim

(restrikci) zobrazeni f na mnozinu C rozumime zobrazeni
f: C — B definované predpisem f(x) = f(x) pro kazdé
x € C. Znacime f|¢.



Definice
Necht f: A— Bag: B— C jsou dvé zobrazeni.

Symbolem g o f oznac¢ime zobrazeni mnoziny A
do mnoziny C definované predpisem

(g o H(x) = g(f(x)).

Takto definované zobrazeni se nazyva slozenym
zobrazenim.



Definice
Rekneme, Ze zobrazeni f: A— B

e zobrazuje mnozinu A na mnozinu B, jestlize
f(A) = B, tj. ke kazdému y € B existuje x € A takové,
ze f(x) =y,



Definice
Rekneme, Ze zobrazeni f: A— B

e zobrazuje mnozinu A na mnozinu B, jestlize
f(A) = B, tj. ke kazdému y € B existuje x € A takové,
ze f(x) =y,

® je prosté, jestlize rozdilnym prvkam pfifazuje rozdilné
hodnoty, tj.

VX1, X2 € A X1 # Xo = f(Xq) # (X)),



Definice
Rekneme, Ze zobrazeni f: A— B

e zobrazuje mnozinu A na mnozinu B, jestlize
f(A) = B, tj. ke kazdému y € B existuje x € A takové,
ze f(x) =y,

® je prosté, jestlize rozdilnym prvkam pfifazuje rozdilné
hodnoty, tj.

VX1, X2 € A X1 # Xo = f(Xq) # (X)),

® je bijekce A na B (nebo téz vzgjemné jednoznacné
zobrazeni), jestlize je zaroven prosté a zobrazuje A
na B.



Definice

Necht f: A — B je bijekce (1. f je prosté a na). Inverznim
zobrazenim f~': B — A rozumime zobrazeni, které
kazdému prvku y € B pfifadi (jednoznacné urceny) prvek

x € A spliujici f(x) = y.



IV. Funkce jedné reélné proménné

IV.1. Zakladni pojmy



IV. Funkce jedné reélné proménné

IV.1. Zakladni pojmy

Definice
Funkce f jedné realné proménné (dale jen funkce) je

zobrazeni f: M — R, kde M je podmnozinou mnoziny
realnych Cisel.



IV. Funkce jedné reélné proménné

IV.1. Zakladni pojmy

Definice

Funkce f jedné realné proménné (dale jen funkce) je
zobrazeni f: M — R, kde M je podmnozinou mnoziny
realnych Cisel.

Definice

Funkce f: J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro
kazdou dvojici x1, Xo € J, X1 < X, plati nerovnost

f(x1) < f(x2). Analogicky definujeme funkci klesajici
(neklesajici, nerostouci) na intervalu J.



IV. Funkce jedné reélné proménné

IV.1. Zakladni pojmy

Definice

Funkce f jedné realné proménné (dale jen funkce) je
zobrazeni f: M — R, kde M je podmnozinou mnoziny
realnych Cisel.

Definice

Funkce f: J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro
kazdou dvojici x1, Xo € J, X1 < X, plati nerovnost

f(x1) < f(x2). Analogicky definujeme funkci klesajici
(neklesajici, nerostouci) na intervalu J.

Definice

Monotdnni funkci (resp. ryze monoténni funkci)

na intervalu J rozumime funkci, ktera je neklesajici nebo
nerostouci (resp. rostouci nebo klesajici) na J.



Definice .
Necht f je funkce a M C D;. Rekneme, Ze funkce f je

e shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) < K,



Definice
Necht f je funkce a M C D.. Rekneme, Ze funkce f je
e shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) < K,
e zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) > K,
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e shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) < K,

e zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) > K,

e omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takové,
Ze pro véechna x € M je |f(x)| < K,



Definice .
Necht f je funkce a M C D;. Rekneme, Ze funkce f je

e shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) < K,

e zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) > K,

e omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takové,
Ze pro véechna x € M je |f(x)| < K,

e licha, jestlize pro kazdé x € D plati —x € Dk
af(—x) = —f(x),



Definice .
Necht f je funkce a M C D;. Rekneme, Ze funkce f je

e shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) < K,

e zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) > K,

e omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takové,
Ze pro véechna x € M je |f(x)| < K,

e licha, jestlize pro kazdé x € D plati —x € Dk
af(—x) = —f(x),

® suda, jestlize pro kazdé x € D plati —x € [}
a f(—x) = f(x),



Definice .
Necht f je funkce a M C D;. Rekneme, Ze funkce f je

shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) < K,

zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) > K,
omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takové,
Ze pro véechna x € M je |f(x)| < K,

licha, jestlize pro kazdé x € D; plati —x € [}
af(—x) = —f(x),

suda, jestlize pro kazdé x € D; plati —x € Dy

a f(—x) = f(x),

periodicka s periodou a, kde a € R, a > 0, jestlize pro
kazdé x e Diplatix+ae D, x—ae D

af(x+a) = f(x—a) = f(x).
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IV.2. Limita funkce



IV.2. Limita funkce

Definice
Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme

e okoli bodu ¢ o poloméru ¢ jako B(c,¢) = (c—¢,Cc+¢),



IV.2. Limita funkce

Definice
Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme

e okoli bodu ¢ o poloméru ¢ jako B(c,¢) = (c—¢,Cc+¢),

e prstencové okoli bodu ¢ o poloméru ¢ jako
P(c,e) = (c—e¢,c+¢)\ {c}.



Definice
Rekneme, Ze Cislo A € R je limitou funkce f v bodé ¢ € R,
jestlize

VeeR,e>035 R, >0Vx e P(c,d): f(x) € B(A, ¢).



Definice
Rekneme, Ze Cislo A € R je limitou funkce f v bodé ¢ € R,

jestlize
VeeR,e>035 R, >0Vx e P(c,d): f(x) € B(A, ¢).
Véta 19 (jednoznacnost limity)

Funkce f ma v libovolném bodé nejvyse jednu limitu
AeR.



Definice
Rekneme, Ze Cislo A € R je limitou funkce f v bodé ¢ € R,
jestlize

VeeR,e>035 R, >0Vx e P(c,d): f(x) € B(A, ¢).

Véta 19 (jednoznacnost limity)
Funkce f ma v libovolném bodé nejvyse jednu limitu
AeR.

Ma-li funkce f v bodé ¢ € R limitu A € R, pak piSeme
lim f(x) = A.

X—>C



f(a)




f(a)




f(a)

A+E




a-y a aty



a-y a aty
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a-d aatd



Definice
Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé ¢ € R, jestlize

lim f(x) = f(c).



Definice
Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé ¢ € R, jestlize

lim f(x) = f(c).

Poznamka
Funkce f je spojita v bodé c, prave kdyz

VeeR,e>035§ € R,§ >0Vx e B(c,d): f(x) € B(f(c), e).
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Definice
Necht ¢ > 0. Okoli a prstencové okoli bodu +oo (resp.
—o0) definujeme takto:

P(+00,¢) = B(+00,¢) = (1/¢, +00),
P(—o00,¢) = B(—00,¢) = (—o00,—1/¢).



Definice
Necht ¢ > 0. Okoli a prstencové okoli bodu +oo (resp.

—o0) definujeme takto:
P(+00,¢) = B(+00,¢) = (1/¢, +00),
P(—o00,¢) = B(—00,¢) = (—o00,—1/¢).

Definice
Rekneme, Zze A € R* je limitou funkce f v bodé ¢ € R*,

jestlize

VeeR,e>038 R, 8> 0Vxe P(c,é): f(x) e B(A e).



Definice
Necht ¢ > 0. Okoli a prstencové okoli bodu +oo (resp.
—o0) definujeme takto:

P(+00,¢) = B(+00,¢) = (1/¢, +00),
P(—o00,¢) = B(—00,¢) = (—o00,—1/¢).

Definice
Rekneme, Zze A € R* je limitou funkce f v bodé ¢ € R*,
jestlize

VeeR,e>038 R, 8> 0Vxe P(c,é): f(x) e B(A e).

Véta 19 plati i pro ¢ € R*, A € R*, tedy Ize pouzit
oznaceni lim,_. f(x) = A.
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Definice
Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme

e pravé okoli bodu ¢ jako B*(c,¢) = (¢, c + ¢),



Definice
Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme

e pravé okoli bodu ¢ jako B*(c,¢) = (¢, c + ¢),
¢ |evé okoli bodu cjako B7(c,&) = (c— &, C),



Definice
Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme

e pravé okoli bodu ¢ jako B*(c,¢) = (¢, c + ¢),
¢ |evé okoli bodu cjako B7(c,&) = (c— &, C),

e prave prstencové okoli bodu ¢ jako
Pt(c,e) = (c,c + ¢),



Definice
Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme

pravé okoli bodu ¢ jako BT (c,¢) = (c, C + ¢),
levé okoli bodu ¢ jako B~(c,¢) = (¢ — ¢, ¢),

e prave prstencové okoli bodu ¢ jako

P*(c.e) = (c,c + ¢),

levé prstencové okoli bodu ¢ jako
P~(c,e) = (c—¢,0),



Definice
Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme

e pravé okoli bodu ¢ jako B*(c,¢) = (¢, c + ¢),
¢ |evé okoli bodu cjako B7(c,&) = (c— &, C),
e prave prstencové okoli bodu ¢ jako
P*(c.e) = (c,c + ¢),
¢ |leve prstencoveé okoli bodu c jako
P=(c,e) = (c—¢,0),
e |levé okoli bodu 400 jako B~ (400, ¢) = (1/g, +00),



Definice
Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme

e pravé okoli bodu ¢ jako B*(c,¢) = (¢, c + ¢),
¢ |evé okoli bodu cjako B7(c,&) = (c— &, C),
e prave prstencové okoli bodu ¢ jako
P*(c.e) = (c,c + ¢),
¢ |leve prstencoveé okoli bodu c jako
P=(c,e) = (c—¢,0),
e |levé okoli bodu 400 jako B~ (400, ¢) = (1/g, +00),
e pravé okoli bodu —oco jako BT (—o0, &) = (—00, —1/¢),



Definice
Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme

e pravé okoli bodu ¢ jako B*(c,¢) = (¢, c + ¢),
¢ |evé okoli bodu cjako B7(c,&) = (c— &, C),
e prave prstencové okoli bodu ¢ jako
P*(c.e) = (c,c + ¢),
¢ |leve prstencoveé okoli bodu c jako
P=(c,e) = (c—¢,0),
e |levé okoli bodu 400 jako B~ (400, ¢) = (1/g, +00),
e pravé okoli bodu —oco jako BT (—o0, &) = (—00, —1/¢),
e |leve prstencoveé okoli bodu +o0 jako
P~ (400,¢) = B (400, ¢),



Definice
Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme

pravé okoli bodu ¢ jako BT (c,¢) = (c, C + ¢),

levé okoli bodu ¢ jako B~(c,¢) = (¢ — ¢, ¢),

pravé prstencove okoli bodu c jako

P*(c.e) = (c,c + ¢),

levé prstencové okoli bodu ¢ jako

P=(c,e) = (c—¢,0),

levé okoli bodu +oo jako B~ (400, €) = (1/¢, +00),
pravé okoli bodu —oo jako BT (o0, &) = (—o00, —1/¢),
levé prstencové okoli bodu +oo jako

P~ (400,¢) = B (400, ¢),

pravé prstencove okoli bodu —oo jako
Pt (—00,¢) = Bt (—00, ¢).



Definice 5

Necht A € R*, ¢ € R U {—o0}. Rekneme, Ze funkce f ma

v bodé c limitu zprava rovnou A (znacime Iim+ f(x) = A),
X—C

jestlize

VeeR,e>038eR,§>0Vx e Pt(c,d): f(x) e B(A,s).

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé
¢ € R U {+o00}. Pro limitu zleva funkce f v bodé c uzivame

symbol Iirrc1_ f(x).



Definice )

Necht A € R*, ¢ € R U {—o0}. Rekneme, Ze funkce f ma

v bodé c limitu zprava rovnou A (znacime Iim+ f(x) = A),
X—C

jestlize
VeeR,e>038eR,§>0Vx e Pt(c,d): f(x) e B(A,s).

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé
¢ € R U {+o00}. Pro limitu zleva funkce f v bodé c uzivame
symbol Iirrc1_ f(x).

Poznamka
Necht ¢ € R, A € R*. Pak

IimC fx)=A<% ( Iim+ flx)=A & Xirg_ f(x) = A) .



Definice
Necht ¢ € R. Rekneme, Ze funkce f je v bodé ¢ spojita

zprava (resp. zleva), jestlize limy_,.+ f(x) = f(c) (resp.
limy__ f(x) = f(C)).


















Veéta 20
Necht funkce f ma viastni limitu v bodé ¢ € R*. Pak
existuje takové 6 > 0, Ze f je na P(c, §) omezena.



Véta 21 (aritmetika limit)
Necht ¢ € R*. Necht' limy_,. f(x) = A € R*
alimy_.g(x) = B € R*. Potom plati:
(i) limy_c(f(x) + g(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B
definovan,
(i) limy_¢ f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,

(iii) limy—¢f(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/ B
definovan.



Véta 21 (aritmetika limit)
Necht ¢ € R*. Necht' limy_,. f(x) = A € R*
alimy_.g(x) = B € R*. Potom plati:
(i) limy_c(f(x) + g(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B
definovan,
(i) limy_¢ f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,
(iii) limy—¢f(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/ B
definovan.

Dusledek
Necht funkce f a g jsou spojité v bodé ¢ € R. Pak také

funkce f + g a fg jsou spojité v bodé c. Pokud navic
g(c) # 0, pak také funkce f/g je spojita v bodé c.



Véta 22

Necht ¢ € R*. Necht' lim,_,..g(x) = 0,

limy_.f(x) = Ae R* aA> 0. JestliZze existuje n > 0
takové, Ze funkce g je kladna na P(c, n), pak
Iimxec(f(x)/g(x)) = +o0.



Definice
Polynomem budeme rozumét kazdou funkci P tvaru

P(x)=ay+aix+---+ax", xeR,

kdene NU{0}a ag, ai....,a, € R.Cisla a. ..., a,se
nazyvaji koeficienty polynomu P.



Definice
Polynomem budeme rozumét kazdou funkci P tvaru

P(x)=ay+aix+---+ ax", xeR,

kdene NU{0}a ag, ai....,a, € R.Cisla a. ..., a,se
nazyvaji koeficienty polynomu P.

Poznamka
Necht n,me N U {0} a

P(x) =ay+ ajx + -+ apx", xeR,
Q(x) = by + byx + -+ + bpx™, x €R,

kde ag, ay,...,a, € R, a,#0, by, by,...,bn € R, by # 0.
Jestlize se polynomy P a Q rovnaji (tj. P(x) = Q(x) pro
kazdé x e R),pak n=maay = by, ...,a, = bp.



Definice
Necht P je polynom tvaru

P(x)=ay+ajx+---+ax", xekR.

Rekneme, e P je polynom stupné n, jestlize a, # 0.
Stupen nulového polynomu (tj. konstantni nulové funkce
definované na R) definujeme jako —1.



Véta 23 (limita a usporadani)
Necht ¢ € R* a existuje limy_,. f(x) alimy_. g(x).

(i) Jestlize limy_. f(x) > limy_.. g(x), pak existuje § > 0
takove, Ze

Vx € P(c,8): f(x) > g(x).



Véta 23 (limita a usporadani)
Necht ¢ € R* a existuje limy_,. f(x) alimy_. g(x).

(i) Jestlize limy_. f(x) > limy_.. g(x), pak existuje § > 0
takove, Ze

Vx € P(c,8): f(x) > g(x).

(ii) JestliZe existuje 6 > 0 takove, Ze
Vx e P(c,§): f(x) < g(x), potom

lim f(x) < lim g(x).
X—>C X—>C



Véta 23 (limita a usporadani)
Necht ¢ € R* a existuje limy_,. f(x) alimy_. g(x).
(i) Jestlize limy_. f(x) > limy_.. g(x), pak existuje § > 0
takove, Ze
Vx € P(c,8): f(x) > g(x).

(ii) JestliZe existuje 6 > 0 takove, Ze
Vx e P(c,§): f(x) < g(x), potom

lim f(x) < lim g(x).
X—>C X—>C

(iii) (o dvou policajtech) Necht' existuje n > 0 takové, Ze
Vx € P(c,n): f(x) < h(x) < g(x).

Je-li navic limy_,. f(x) = limy_.. g(x) = A € R*, potom

existuje rovnéz lim,_,. h(x) a rovna se A.



Dusledek

Necht ¢ € R*, lim,_,. f(x) = 0 a necht existuje n > 0
takové, Ze g je omezena na P(c, n). Potom
limyc(f(x)g(x)) = 0.



Véta 24 (limita sloZzené funkce)

Necht ¢, A, B € R*, lim,_,.g(x) = A, lim, . f(y) = B aje
splnéna alespori jedna z nasledujicich podminek:

(P) 3neR,n>0Vx e P(c,n): g(x) # A,

(S) funkce f je spojita v bodé A.

Potom

lim f(9(x)) = B.

X—>C



Véta 24 (limita sloZzené funkce)
Necht ¢, A, B € R*, lim,_,.g(x) = A, lim, . f(y) = B aje
splnéna alespori jedna z nasledujicich podminek:
(P) IneR,n>0VxePc,n): gx) # A,
(S) funkce f je spojita v bodé A.
Potom
)l('an f(g(x)) = B.
Dusledek

Necht funkce g je spojita v bodé ¢ € R a funkce f je
spojita v bode g(c). Potom je funkce f o g spojita v bodeé c.
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Véta 25 (Heine)

Necht ¢ € R*, A € R* a pro funkci f plati limy_,. f(x) = A.
Jestlize posloupnost {x,} spinuje x, € Dy, x, # ¢ pro
vsechnan e N alim,_ X, = ¢, pak lim,_ f(x,) = A.



Véta 26 (limita monoténni funkce)
Necht a, b € R*, a < b. Budiz funkce f monotdonni na
intervalu (a, b). Potom existuji limy_, o+ f(x) a limy_p— f(Xx),
pricemZz plati:
e Je-li f na (a, b) neklesajici, pak
limy— o+ f(x) = inff((a, b))
alim,p— f(x) = sup f((a. b)).
e Je-li f na (a, b) nerostouci, pak
limy— a4 f(X) = sup f((a. b))
alimy_, f(x) = inff((a. b)).



IV.3. Funkce spojité na intervalu



IV.3. Funkce spojité na intervalu

Definice
Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekone¢né mnoho bodul). Funkce f: J — R je spojita
na intervalu J, jestlize plati:
¢ fje spojita v kazdém vnitfnim bodé J,
e f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
e f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J.



Veéta 27 (spojitost slozené funkce na intervalu)

Necht | a J jsou intervaly, g: | — J, f: J — R, g je spojita
nal af je spojita na J. Potom funkce f o g je spojita na I.



Véta 28 (Heineova véta pro spojitost na
intervalu)

Necht funkce f je spojita na intervalu J a ¢ € J. Potom
pro kaZdou posloupnost {x,}°2 , bodu intervalu J splrujici
lim x, = ¢ plati, Ze lim f(x,) = f(c).



Véta 29 (Bolzano, o nabyvani mezihodnot)
BudiZ funkce f spojita na intervalu (a, b)

a predpokladejme, Ze f(a) < f(b). Potom pro kazdé
C € (f(a), f(b)) existuje & € (a, b) takove, Ze f(§) = C.



Véta 30 (zobrazeni intervalu spojitou funkci)

Necht J je interval a funkce f: J — R je spojita na J.
Potom je f(J) interval.



Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon
na M (tj. M c D;). Rekneme, Ze f nabyvéa v bodé x
maxima (resp. minima) na M, jestlize

Vy e M: f(y) <f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).



Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon
na M (tj. M c D;). Rekneme, Ze f nabyvéa v bodé x
maxima (resp. minima) na M, jestlize

Vy e M: f(y) <f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (resp. minima)
funkce f na mnoziné M.



Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon
na M (tj. M c D;). Rekneme, Ze f nabyvéa v bodé x
maxima (resp. minima) na M, jestlize

Vy e M: f(y) <f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (resp. minima)
funkce f na mnoziné M. Symbol maxy, f (resp. miny f)
oznacuje nejvetsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funkce
f na mnoziné M nabyva (pokud takova hodnota existuje).



Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon
na M (tj. M c D;). Rekneme, Ze f nabyvéa v bodé x
maxima (resp. minima) na M, jestlize

Vy e M: f(y) <f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (resp. minima)
funkce f na mnoziné M. Symbol maxy, f (resp. miny f)
oznacuje nejvetsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funkce
f na mnoziné M nabyva (pokud takova hodnota existuje).
Body maxima &i minima souhrnné oznacujeme jako body
extremu.



Definice )
Necht f je realna funkce a x € D;. Rekneme, Ze funkce f
ma v bodé x

e |okalni maximum, jestlize existuje § > 0 takové, ze
Vy e B(x,8): f(y) = f(x);



Definice )
Necht f je realna funkce a x € D;. Rekneme, Ze funkce f
ma v bodé x

e |okalni maximum, jestlize existuje § > 0 takové, ze
Yy € B(x,8): f(y) < f(x);

e |okalni minimum, jestlize existuje § > 0 takové, ze
Yy € B(x,8): f(y) > f(x);



Definice )
Necht f je realna funkce a x € D;. Rekneme, Ze funkce f

ma v bodé x
e |okalni maximum, jestlize existuje § > 0 takové, ze
Yy € B(x,8): f(y) < f(x);
e |okalni minimum, jestlize existuje § > 0 takové, ze
Yy € B(x,8): f(y) > f(x);
e ostré lokalni maximum, jestlize existuje § > 0 takové,
zeVy € P(x,6): f(y) < f(x);



Definice
Necht f je realna funkce a x € Dr. Rekneme, Ze funkce f
ma v bodé x
e |okalni maximum, jestlize existuje § > 0 takové, ze
Yy € B(x,8): f(y) < f(x);
e |okalni minimum, jestlize existuje § > 0 takové, ze
Yy € B(x,8): f(y) > f(x);
e ostré lokalni maximum, jestlize existuje § > 0 takové,
zeVy € P(x,6): f(y) < f(x);
e ostré lokalni minimum, jestlize existuje § > 0 takové,
zeVy € P(x,6): f(y) > f(x).



Definice
Necht f je realna funkce a x € Dr. Rekneme, Ze funkce f
ma v bodé x
e |okalni maximum, jestlize existuje § > 0 takové, ze
Yy € B(x,8): f(y) < f(x);
e |okalni minimum, jestlize existuje § > 0 takové, ze
Yy € B(x,8): f(y) > f(x);
e ostré lokalni maximum, jestlize existuje § > 0 takové,
zeVy € P(x,6): f(y) < f(x);
e ostré lokalni minimum, jestlize existuje § > 0 takové,
zeVy € P(x,6): f(y) > f(x).
Bodem lokalniho extrému rozumime bod lokalniho
maxima Ci lokalniho minima.



Véta 31 (o nabyvani extrému)
Necht f je spojita funkce na intervalu {a, b). Potom

funkce f nabyva na (a, b) své nejvétsi hodnoty (maxima)
a sve nejmensi hodnoty (minima).



Véta 31 (o nabyvani extrému)

Necht f je spojita funkce na intervalu {a, b). Potom
funkce f nabyva na (a, b) své nejvétsi hodnoty (maxima)
a sve nejmensi hodnoty (minima).

Dusledek 32 (omezenost spojité funkce)

Budiz f spojita funkce na intervalu (a, b). Potom je f
na (a, b) omezena.



Véta 33 (spojitost inverzni funkce)

Budiz f spojita a rostouci (klesajici) funkce na intervalu J.

Potom funkce ' je spojita a rostouci (klesajici)
na intervalu f(J).



IV.4. Zavedeni elementarnich funkci



IV.4. Zavedeni elementarnich funkci

Véta 34 (zavedeni logaritmu)

Existuje jedina funkce (znacime jilog a nazyvame ji
prirozenym logaritmem), ktera ma tyto vlastnosti:
(L1) Diog = (0, 400),

(L2) funkce log je na (0, +o0) rostouci,

(L3) Vx,y € (0,+00): logxy = logx + log y,

(L4) lim 99X — 1,

x—1 X~

L4



Vlastnosti funkce logaritmus



Vlastnosti funkce logaritmus
* log1 =0,



Vlastnosti funkce logaritmus
* log1 =0,
e Vx € (0,+00): log(1/x) = —log x,



Vlastnosti funkce logaritmus
® log1 =0,
e Vx € (0,+00): log(1/x) = —log x,
®* VneZ Vx € (0,4+00): logx" = nlog x,



Vlastnosti funkce logaritmus

® log1 =0,
Vx € (0,+00): log(1/x) = —log x,
VneZ Vx € (0,400): log x" = nlog x,

lim logx = 400, lim logx = —o0,
X—400 x—>0+



Vlastnosti funkce logaritmus
® log1 =0,
Vx € (0,+00): log(1/x) = —log x,
VneZ Vx € (0,400): log x" = nlog x,
lim logx = +o0, n(;n log x = —o0,

li
X—>+00 x—>0+

funkce log je spoijita na (0, +o0),



Vlastnosti funkce logaritmus
* log1 =0,
Vx € (0,+00): log(1/x) = —log x,
VneZ Vx € (0,400): log x" = nlog x,
lim logx = +o0, n(;n log x = —o0,

X—+00 x|—|> +
funkce log je spoijita na (0, +o0),
Hlog =R,



Vlastnosti funkce logaritmus
* log1 =0,
e Vx € (0,+00): log(1/x) = —log x,
®* VneZ Vx € (0,4+00): logx" = nlog x,

e |lim logx = 400, lim logx = —o0,
X—>+00 x—0+

¢ funkce log je spoijita na (0, +o00),

o Hlog =R,

e existuje prave jedno Cislo e € (0, +o0) takové, ze
loge = 1.



Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni
k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.



Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni

k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.

Vlastnosti exponencialni funkce



Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni

k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.

Vlastnosti exponencialni funkce
® Ueyxp = R, Hexp = (0, +00),



Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni

k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.

Vlastnosti exponencialni funkce
® Ueyxp = R, Hexp = (0, +00),
e funkce exp je spojita a rostouci na R,



Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni

k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.

Vlastnosti exponencialni funkce
® Doy = R, Hogp = (0, +00),
e funkce exp je spojita a rostouci na R,
e exp0=1,exp1 =e¢,



Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni
k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.

Vlastnosti exponencialni funkce
o Dexp = R, Hexp = (0, +00),
funkce exp je spojitd a rostouci na R,
exp0=1,exp1 =e¢e,
° Vx,y e R: exp(x + y) = exp(x) exp(y),



Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni
k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.

Vlastnosti exponencialni funkce

o Dexp = R, Hexp = (0, +00),
funkce exp je spojitd a rostouci na R,
exp0=1,exp1 =e¢e,
° Vx,y e R: exp(x + y) = exp(x) exp(y),
Vx e R: exp(—x) = 1/exp X,



Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni
k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.

Vlastnosti exponencialni funkce

o Dexp = R, Hexp = (0, +00),
funkce exp je spojitd a rostouci na R,
exp0=1,exp1 =e¢e,
° Vx,y e R: exp(x + y) = exp(x) exp(y),
Vx e R: exp(—x) = 1/exp X,
VneZ Vx € R: exp(nx) = (exp x)",



Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni
k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.

Vlastnosti exponencialni funkce

Dexp = R, Hexp = (0, +00),
funkce exp je spojitd a rostouci na R,
exp0=1,exp1 =g,
Vx,y € R: exp(x + y) = exp(x) exp(y),
Vx e R: exp(—x) = 1/exp X,
VneZ Vx € R: exp(nx) = (exp x)”

lim expx = +oo, I|m expx =

X—>+00 —00



Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni
k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.

Vlastnosti exponencialni funkce

Dexp = R, Hexp = (0, +00),
funkce exp je spojitd a rostouci na R,
exp0=1,exp1 =g,
Vx,y € R: exp(x + y) = exp(x) exp(y),
Vx e R: exp(—x) = 1/exp X,
VneZ Vx € R: exp(nx) = (exp x)”

lim expx = +oo, I|m expx =

X—>+00 —00
lim 2=t — 4
x—0 X ’



Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni
k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.

Vlastnosti exponencialni funkce

Dexp = R, Hexp = (0, +00),
funkce exp je spojitd a rostouci na R,
exp0=1,exp1 =g,
Vx,y € R: exp(x + y) = exp(x) exp(y),
Vx e R: exp(—x) = 1/exp X,
VneZ Vx € R: exp(nx) = (exp x)”

lim expx = +oo, I|m expx =

X—>+00 —00
lim 2=t — 4
x—0 X ’

VreQ: expr=e¢€'.



Definice
Necht a, b € R, a > 0. Obecnou mocninu &° definujeme
jako

a® = exp(blog a).



Definice
Necht a, b € R, a > 0. Obecnou mocninu &° definujeme
jako

a® = exp(blog a).

Definice

Necht a, b € (0, +00), a # 1. Obecny logaritmus log, b
definujeme jako

log b

log, b = oga’

b

a



Véta 35 (zavedeni funkce sinus a Cisla )
Existuje jediné kladné realné Cislo (budeme ho znacit )
a jedina funkce sinus (budeme ji znacit sin), které maji
nasledujici viastnosti:

(S1) Dsin =R,
(S2) sin je rostouci na (—n/2,7/2),
(S3) sin0 =0,
(S4) Vx,y e R: sm(x +y) =
sinx-sin(z —y) +sin(z —x) -siny,

(S5) lim 2% = 1.



Véta 35 (zavedeni funkce sinus a Cisla )
Existuje jediné kladné realné Cislo (budeme ho znacit )
a jedina funkce sinus (budeme ji znacit sin), které maji
nasledujici viastnosti:

(S1) Dsin =R,
(S2) sin je rostouci na (—n/2,7/2),
(S3) sin0 =0,
(S4) Vx,y e R: sm(x +y) =
sinx-sin(z —y) +sin(z —x) -siny,

(S5) lim 2% = 1.

Definice
Funkci kosinus rozumime funkci cos x = sin(3 — x),
X € R.



Vlastnosti funkci sinus a kosinus



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
* Funkce cos je klesajici na intervalu (0, ).



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
* Funkce cos je klesajici na intervalu (0, ).
® cosz =0,sin% =1,sin7 =0,
_ H T — 1 T o T xf2
cosm =sin(—%) = —1,sin7 =cos 7 = 5



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
* Funkce cos je klesajici na intervalu (0, ).
® cosz =0,sin% =1,sin7 =0,
_ H T — 1 T o T xf2
cosm =sin(—%) = —1,sin7 =cos 7 = 5

e VxeR: sin(x+x)=-sinx



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
* Funkce cos je klesajici na intervalu (0, ).
® cosz =0,sin% =1,sin7 =0,
cosm =sin(—=3) = —1,sin% =cos 7 = %
e VxeR: sin(x+x)=-sinx
¢ Funkce cos je sud4, funkce sin je licha.



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
* Funkce cos je klesajici na intervalu (0, ).
® cosz =0,sin% =1,sin7 =0,
cosm =sin(—=3) = —1,sin% =cos 7 = %
e VxeR: sin(x+x)=-sinx
¢ Funkce cos je sud4, funkce sin je licha.
e Funkce sin a cos jsou 2x-periodické.



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
* Funkce cos je klesajici na intervalu (0, ).
® cosz =0,sin% =1,sin7 =0,
cosm =sin(—=3) = —1,sin% =cos 7 = %
Vx e R: sin(x +m) =—sinx
Funkce cos je suda, funkce sin je licha.
Funkce sin a cos jsou 2x-periodické.
e VxeR: sin®x +cos2x =1



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
* Funkce cos je klesajici na intervalu (0, ).
® cosz =0,sin% =1,sin7 =0,
cosm =sin(—=3) = —1,sin% =cos 7 = %
e VxeR: sin(x+x)=-sinx
¢ Funkce cos je sud4, funkce sin je licha.
e Funkce sin a cos jsou 2x-periodické.
e VxeR: sin®x +cos2x =1
e VxeR: |sinx| <1,|cosx| <1



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
* Funkce cos je klesajici na intervalu (0, ).
® cosz =0,sin% =1,sin7 =0,
cosm =sin(—=3) = —1,sin% =cos 7 = %
e VxeR: sin(x+x)=-sinx
¢ Funkce cos je sud4, funkce sin je licha.
e Funkce sin a cos jsou 2x-periodické.
e VxeR: sin®x +cos2x =1
e VxeR: |sinx| <1,|cosx| <1
* Vx,y € R: sinx —siny = 2sin (33%) cos (1)



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
* Funkce cos je klesajici na intervalu (0, ).
® cosz =0,sin% =1,sin7 =0,
cosm =sin(—=3) = —1,sin% =cos 7 = %
e VxeR: sin(x+x)=-sinx
¢ Funkce cos je sud4, funkce sin je licha.
e Funkce sin a cos jsou 2x-periodické.
e VxeR: sin®x +cos2x =1
e VxeR: |sinx| <1,|cosx| <1
* Vx,y € R: sinx —siny = 2sin (33%) cos (1)
¢ Funkce sin a cos jsou spojité na R.



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
* Funkce cos je klesajici na intervalu (0, ).
® cosz =0,sin% =1,sin7 =0,
cosm =sin(—=3) = —1,sin% =cos 7 = %
e VxeR: sin(x+x)=-sinx
¢ Funkce cos je sud4, funkce sin je licha.
e Funkce sin a cos jsou 2x-periodické.
e VxeR: sin®x +cos2x =1
e VxeR: |sinx| <1,|cosx| <1
* Vx,y € R: sinx —siny = 2sin (33%) cos (1)
¢ Funkce sin a cos jsou spojité na R.
o Hsin = Icos = <—1,1)



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
* Funkce cos je klesajici na intervalu (0, ).
® cosz =0,sin% =1,sin7 =0,
cosm =sin(—=3) = —1,sin% =cos 7 = %
e VxeR: sin(x+x)=-sinx
¢ Funkce cos je sud4, funkce sin je licha.
e Funkce sin a cos jsou 2x-periodické.
e VxeR: sin®x +cos2x =1
e VxeR: |sinx| <1,|cosx| <1
* Vx,y € R: sinx —siny = 2sin (33%) cos (1)
¢ Funkce sin a cos jsou spojité na R.
o Hsin = lcos = <—1,1)
e Funkce sin je rovna nule pravé v bodech mnoziny

{km; k € Z}, funkce cos je rovna nule prave
v bodech mnoziny {Z + kr: k € Zj}.



Definice
Funkci tangens znacime tg a definujeme predpisem

sin x
COoS X

tgx =

pro kazdé realné x, pro néz ma zlomek smysl, ij.

Dg={xeR; x#n/2+ kn,k e€Z}.



Definice
Funkci tangens znacime tg a definujeme predpisem

sin x
COoS X

tgx =

pro kazdé realné x, pro néz ma zlomek smysl, ij.
Dg={xeR; x#n/2+ kn,k e€Z}.

Symbolem cotg budeme znacit funkci kotangens, ktera je
definovana na mnozin€ Dyog = {X € R; X # kn,k € Z}
predpisem




Vlastnosti funkci tangens a kotangens



Vlastnosti funkci tangens a kotangens
e tg7=cotgZ =1



Vlastnosti funkci tangens a kotangens
e tg7=cotgZ =1
e Funkce tg i cotg jsou spoijité v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.



Vlastnosti funkci tangens a kotangens
e tg7=cotgZ =1

e Funkce tg i cotg jsou spoijité v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.

e Funkce tg i cotg jsou liché.



Vlastnosti funkci tangens a kotangens
e tg7=cotgZ =1

e Funkce tg i cotg jsou spoijité v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.

e Funkce tg i cotg jsou liché.
e Funkce tg i cotg jsou m-periodické.



Vlastnosti funkci tangens a kotangens
e tg7=cotgZ =1
Funkce tg i cotg jsou spoijité v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.
Funkce tg i cotg jsou liché.
Funkce tg i cotg jsou m-periodické.

Funkce tg je rostouci na (—x/2, 7/2), funkce cotg je
klesajici na (0, 7).



Vlastnosti funkci tangens a kotangens

tg7 =cotgZ =1
Funkce tg i cotg jsou spoijité v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.
Funkce tg i cotg jsou liché.
Funkce tg i cotg jsou m-periodické.
Funkce tg je rostouci na (—x/2, 7/2), funkce cotg je
klesajici na (0, 7).
lim tgx = 400, lim tgx =—o0

T __ >
X—)2 X—> >

lim cotgx = o0, I|m cotgx = —oo
e

x—0+



Vlastnosti funkci tangens a kotangens

tg7 =cotgZ =1
Funkce tg i cotg jsou spoijité v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.

Funkce tg i cotg jsou liché.
Funkce tg i cotg jsou m-periodické.

Funkce tg je rostouci na (—x/2, 7/2), funkce cotg je
klesajici na (0, 7).

lim tgx = 400, lim tgx =—o0

T __ >
X—)2 X—> >

lim cotgx = o0, I|m cotgx = —oo
e

x—0+

Htg — Flcotg — =R



Definice

e Funkci arkussinus (zna¢ime arcsin) rozumime funkci
inverzni k funkci sin |-z z,.



Definice
e Funkci arkussinus (zna¢ime arcsin) rozumime funkci
inverzni k funkci sin |-z z,.
e Funkci arkuskosinus (zna¢ime arccos) rozumime
funkci inverzni k funkci cos | ).



Definice
e Funkci arkussinus (zna¢ime arcsin) rozumime funkci
inverzni k funkci sin |-z z,.
e Funkci arkuskosinus (zna¢ime arccos) rozumime
funkci inverzni k funkci cos | ).
e Funkci arkustangens (znac¢ime arctg) rozumime

funkci inverzni k funkeitg |-z ).

2



Definice

e Funkci arkussinus (zna¢ime arcsin) rozumime funkci
inverzni k funkci sin |-z z,.

e Funkci arkuskosinus (zna¢ime arccos) rozumime
funkci inverzni k funkci cos | ).

e Funkci arkustangens (znac¢ime arctg) rozumime
funkci inverzni k funkeitg |-z ).

e Funkci arkuskotangens (znaCime arccotg) rozumime
funkci inverzni k funkci cotg |(o,)-



Vlastnosti cyklometrickych funkci



Vlastnosti cyklometrickych funkci

® Uarcsin = Uarccos = <_1 s 1>a Darctg = Darccotg =R



Vlastnosti cyklometrickych funkci

® Uarcsin = Uarccos = <_1 s 1>a Darctg = Darccotg =R

¢ Funkce arcsin a arctg jsou liché.



Vlastnosti cyklometrickych funkci
® Uaresin = Darccos = <_1 s 1>a Darctg = Darccotg =R
¢ Funkce arcsin a arctg jsou liché.

e Funkce arcsin a arctg jsou rostouci, funkce arccos
a arccotg jsou klesajici (na svych defini¢nich
oborech).



Vlastnosti cyklometrickych funkci

d Darcsin = VParccos — <_1 s 1>a Darctg = Darccotg =R
Funkce arcsin a arctg jsou liché.
Funkce arcsin a arctg jsou rostouci, funkce arccos
a arccotg jsou klesajici (na svych defini¢nich
oborech).
Funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg jsou spojité
na svych definicnich oborech.



Vlastnosti cyklometrickych funkci

Darcsin = VParccos — <_1 s 1>a Darctg = Darccotg =R
Funkce arcsin a arctg jsou liché.

Funkce arcsin a arctg jsou rostouci, funkce arccos
a arccotg jsou klesajici (na svych defini¢nich
oborech).

Funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg jsou spojité
na svych definicnich oborech.

arctg0 = 0, arctg1 = 7, arccotg0 = 7



Vlastnosti cyklometrickych funkci

Darcsin = VParccos — <_1 s 1>a Darctg = Darccotg =R
Funkce arcsin a arctg jsou liché.

Funkce arcsin a arctg jsou rostouci, funkce arccos
a arccotg jsou klesajici (na svych defini¢nich
oborech).

Funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg jsou spojité
na svych definicnich oborech.

arctg0 = 0, arctg1 = 7, arccotg0 = 7

arctgx __ -1

lim arcsinx __ lim
x—0 X x—0



Vlastnosti cyklometrickych funkci

Darcsin = VParccos — <_1 s 1>a Darctg = Darccotg =R
Funkce arcsin a arctg jsou liché.

Funkce arcsin a arctg jsou rostouci, funkce arccos
a arccotg jsou klesajici (na svych defini¢nich
oborech).

Funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg jsou spojité
na svych definicnich oborech.

arctg0 = 0, arctg1 = 7, arccotg0 = 7

arctgx __ -1

lim arcsinx __ lim
x—0 X x—0

VX € <_1v 1) arcsin x 4+ arccos x = %,
Vx € R: arctg x + arccotg x = g



Vlastnosti cyklometrickych funkci

Darcsin = VParccos — <_1 s 1>a Darctg = Darccotg =R
Funkce arcsin a arctg jsou liché.

Funkce arcsin a arctg jsou rostouci, funkce arccos
a arccotg jsou klesajici (na svych defini¢nich
oborech).

Funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg jsou spojité
na svych definicnich oborech.

J— I T[ T
arctg0 = 0, arctg1 = 7, arccotg0 =
lim arcsinx __ = lim arctgx __ =1
x—0 X x—0

Vx € (—1,1): arcsinx + arccos x = 7,
Vx € R: arctg x + arccotg x = %
lim arctgx = %, Iimoo arctgx = -3

X—>—+00

lim arccotgx =0, Iim arccotg x =
—>—00

X—>—+00



IV.5. Derivace funkce



IV.5. Derivace funkce

Definice
Necht f je realna funkce a a € R. Pak

e derivaci funkce f v bodé a budeme rozumeét ¢islo

W@=ﬂ%ﬂa+2_“@,

e derivaci funkce f v bodé a zprava budeme rozumet

Gislo f B fa
, o a+ h)—f(a
fy(a) = h|—|>r(r)]+ h ’

e derivaci funkce f v bodé a zleva budeme rozumét

Cislo
f(a+ h) —f(a)
h 9

@ = iy

pokud prislusné limity existuji.



Definice
Necht f ma vlastni derivaci v bodé a € R. Tecnou ke grafu
funkce f v bodé [a, f(a)] nazveme primku

T={x.yleR?% y =f(a) + f(a)(x - a)}.



Véta 36
Necht funkce f ma v bode a € R vlastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojita.



Véta 37 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vlastni derivace a o € R. Potom plati, Ze

() (F+9)'(@ =f(a+4g(a,



Véta 37 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vlastni derivace a o € R. Potom plati, Ze

() (F+9)'(@ =f(a+4g(a,
(i) (af)(a) = a-f(a),



Véta 37 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vlastni derivace a o € R. Potom plati, Ze

(i) F+9'(a="Ffa+Jd@,
(i) (af)(a) =a-f(a),
(i) (fg)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a),



Véta 37 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vlastni derivace a o € R. Potom plati, Ze

(i) F+9'(a="Ffa+Jd@,

(i) (af)(a) =a-f(a),
(i) (fg)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a),
(iv) je-lig(a) # 0, pak

Y . fag@ - f@g ()
(g) @ = @




Véta 38 (derivace slozené funkce)

Necht funkce f ma vlastni derivaci v bodé y, € R, funkce
g ma viastni derivaci v bodé x, € R a yo = g(X). Pak

(fo9)'(x0) = f'(Yo) - g'(X0).



Véta 39 (derivace inverzni funkce)

Necht funkce f je na intervalu (a, b) spojita a ryze
monoténni a ma v bodé xy € (a, b) derivaci f'(xo) riznou
od nuly. Potom ma funkce f~' derivaci v bodé y, = f(xp)
a plati rovnost

1

1y = = )
Y00 =500 = 7))




Derivace elementarnich funkci



Derivace elementarnich funkci
e (konst.) =0,



Derivace elementarnich funkci
e (konst.) =0,
e (x"Y =nx"",xeR,neN;xeR\{0},neZ, n<0,



Derivace elementarnich funkci
e (konst.)’ =0,
o (x"Y =nx""xeR,neN;xecR\{0},neZ,n<0,
e (logx) =1 pro x € (0, +00),



Derivace elementarnich funkci
e (konst.)’ =0,
o (x"Y =nx""xeR,neN;xecR\{0},neZ,n<0,
e (logx) =1 pro x € (0, +00),
® (expx) =expxprox € R,



Derivace elementarnich funkci
e (konst.)’ =0,
o (x"Y =nx""xeR,neN;xecR\{0},neZ,n<0,
e (logx) =1 pro x € (0, +00),
® (expx) =expxprox € R,
* (x3) = ax? ' pro x € (0, +0), a € R,



Derivace elementarnich funkci
e (konst.)’ =0,
o (x"Y =nx""xeR,neN;xecR\{0},neZ,n<0,
e (logx) =1 pro x € (0, +00),
° (expx) =expxproxeR,
* (x3) = ax? ' pro x € (0, +0), a € R,
e (&) =a*logaproxeR,aeR,a>0,



Derivace elementarnich funkci
e (konst.)’ =0,
o (x"Y =nx""xeR,neN;xecR\{0},neZ,n<0,
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® (expx) =expxprox € R,
* (x3) = ax? ' pro x € (0, +0), a € R,
e (&) =a*logaproxeR,aeR,a>0,
® (sinx) =cosxprox €R,
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e (konst.)’ =0,
o (x"Y =nx""xeR,neN;xecR\{0},neZ,n<0,
e (logx) =1 pro x € (0, +00),
® (expx) =expxprox € R,
* (x3) = ax? ' pro x € (0, +0), a € R,
e (&) =a*logaproxeR,aeR,a>0,
® (sinx) =cosxprox €R,
® (cosx) = —sinx pro x € R,



Derivace elementarnich funkci
e (konst.)’ =0,
o (x"Y =nx""xeR,neN;xecR\{0},neZ,n<0,
e (logx) =1 pro x € (0, +00),
® (expx) =expxprox € R,
* (x3) = ax? ' pro x € (0, +0), a € R,
e (&) =a*logaproxeR,aeR,a>0,
® (sinx) =cosxprox €R,
® (cosx) = —sinx pro x € R,

° (tgx) = L pro x € Dy,




Derivace elementarnich funkci
e (konst.)’ =0,
o (x"Y =nx""xeR,neN;xecR\{0},neZ,n<0,
e (logx) =1 pro x € (0, +00),
® (expx) =expxprox € R,
* (x3) = ax? ' pro x € (0, +0), a € R,
e (&) =a*logaproxeR,aeR,a>0,
® (sinx) =cosxprox €R,

® (cosx)' = —sinx pro x € R,
* (ig X)/ = 00;2)( pro x € Dtg,
* (cotgx) = —Smgx Pro X € Deorg,



Derivace elementarnich funkci
e (konst.)’ =0,
o (x"Y =nx""xeR,neN;xecR\{0},neZ,n<0,
e (logx) =1 pro x € (0, +00),
® (expx) =expxprox € R,
* (x3) = ax? ' pro x € (0, +0), a € R,
e (&) =a*logaproxeR,aeR,a>0,
® (sinx) =cosxprox €R,

® (cosx)' = —sinx pro x € R,

° (tgx) = L pro x € Dy,

e (cotgx) = —SmLX pro x € Deorg,

e (arcsinx) = ——— pro x € (-1, 1),

T J1=x2



Derivace elementarnich funkci
e (konst.)’ =0,
o (x"Y =nx""xeR,neN;xecR\{0},neZ,n<0,
e (logx) =1 pro x € (0, +00),
® (expx) =expxprox € R,
* (x3) = ax? ' pro x € (0, +0), a € R,
e (&) =a*logaproxeR,aeR,a>0,
® (sinx) =cosxprox €R,

® (cosx) = —sinx pro x € R,

* (tgX) = 55 Pro x € D,

* (cotgx)’ = _sin12x pro x Dcotgs

e (arcsinx) = \/11_7 pro x € (—1,1),

e (arccosx) = —

= prox € (=1.1),



Derivace elementarnich funkci
e (konst.)’ =0,
o (x"Y =nx""xeR,neN;xecR\{0},neZ,n<0,
e (logx) =1 pro x € (0, +00),
® (expx) =expxprox € R,
* (x3) = ax? ' pro x € (0, +0), a € R,
e (&) =a*logaproxeR,aeR,a>0,
® (sinx) =cosxprox €R,

® (cosx)' = —sinx pro x € R,

° (tgx) = L pro x € Dy,

e (cotgx) = —SmLX pro x € Deorg,

e (arcsinx)’ = \/1‘_7 pro x € (—1,1),

e (arccos x) = _¢11_7 pro x € (=1,1),
* (arctgx)’ = 17z pro x € R,



Derivace elementarnich funkci
e (konst.) =0,
o (x"Y =nx""",xeR,neN;xeR\{0},neZ,n<0,
e (logx) =1 pro x € (0, +00),
® (expx) =expxprox € R,
* (x3) = ax? ' pro x € (0, +0), a € R,
e (&) =a*logaproxeR,aeR,a>0,
® (sinx) =cosxprox €R,

® (cosx)' = —sinx pro x € R,

° (tgx) = L pro x € Dy,

e (cotgx) = —SmLX pro x € Deorg,

e (arcsinx)’ = ~/1‘_7 pro x € (—1,1),

e (arccos x) = —\/11_7 pro x € (=1,1),
* (arctgx)’ = 17z pro x € R,

* (arccotgx)' = —75 pro x € R.



Véta 40 (nutna podminka lokalniho extrému)

Necht funkce f ma v bodé x, € R lokalni extrém. Jestlize
existuje f'(xp), potom je f'(xp) = 0.



IV.6. Hlubsi véty o derivaci funkce



IV.6. Hlubsi véty o derivaci funkce

Véta 41 (Rolle)

Necht a,b € R, a < b a funkce f ma nasledujici
vilastnosti:

(i) je spojita na intervalu (a, b),

(i) ma derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
otevieného intervalu (a, b),

(iii) plati, Ze f(a) = f(b).
Potom existuje & € (a, b) takove, Ze f'(§) = 0.



Véta 42 (Lagrange, o stredni hodnoté)

Necht a,b € R, a < b, funkce f je spojita na intervalu
(a, b) a ma derivaci (vlastni i nevlastni) v kazdém bodé
intervalu (a, b). Potom existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

f(b) — f(a)

6 = ———



Véta 43 (vztah znaménka derivace a monotonie
funkce)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojita na J a v kazdém vnitinim bodé J (mnoZinu
vnitfnich bodu intervalu J oznacme jako IntJ) ma
derivaci.

(i) Je-lif'(x) > 0 pro vSechna x € IntJ, pak f je rostouci
nad.
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Véta 43 (vztah znaménka derivace a monotonie
funkce)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojita na J a v kazdém vnitinim bodé J (mnoZinu
vnitfnich bodu intervalu J oznacme jako IntJ) ma
derivaci.

(i) Je-lif'(x) > 0 pro vSechna x € IntJ, pak f je rostouci
nad.
(i) Je-li f'(x) < 0 pro véechna x € IntJ, pak f je klesajici
nad.
(iii) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna x € IntJ, pak f je
neklesajici na J.



Véta 43 (vztah znaménka derivace a monotonie
funkce)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojita na J a v kazdém vnitinim bodé J (mnoZinu
vnitfnich bodu intervalu J oznacme jako IntJ) ma
derivaci.

(i) Je-lif'(x) > 0 pro vSechna x € IntJ, pak f je rostouci
nad.

(i) Je-li f'(x) < 0 pro véechna x € IntJ, pak f je klesajici
nad.

(iii) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna x € IntJ, pak f je
neklesajici na J.

(iv) Je-li f'(x) <0 pro vSechna x € IntJ, pak f je
nerostouci na J.



Véta 44 (vypocet jednostranné derivace)

Necht f je spojita zprava v bodé a € R a existuje
Iim+ f'(x). Potom existuje f\_(a) a plati rovnost
X—a

fi(a) = XI_|>r2+ f'(x).



Véta 45 ('Hospitalovo pravidlo)

Necht funkce f a g maji na jistém prstencovém okoli bodu
a € R* vlastni derivace a existuje im PL9. Necht plati
X—

A
jedna z nasledujicich podminek:
(i) lim f(x) = lim g(x) =0,
X—a X—a




Véta 45 ('Hospitalovo pravidlo)

Necht funkce f a g maji na jistém prstencovém okoli bodu
a € R* vlastni derivace a existuje im PL9. Necht plati
X—

A
jedna z nasledujicich podminek:
(i) lim f(x) = lim g(x) =0,
X—a X—a

(i) lim |g(x)| = +oc.




Véta 45 ('Hospitalovo pravidlo)

Necht funkce f a g maji na jistém prstencovém okoli bodu
a € R* vlastni derivace a existuje im P09 Necht plati

A
jedna z nasledujicich podminek:
(i) lim f(x) = lim g(x) =0,
X—a X—a
(ii) Iim |9(X)| = +o0.

Potom existuje i lim f((x)) a plati, Ze

f(x) . (%)
I )
x—>a g(x) Xana g’(x)



IV.7. Konvexni a konkavni funkce




Konvexni kombinace




Konvexni kombinace

X %

1'X1+O°X2:X1+0'(X2—X1)=X1



Konvexni kombinace

X %

O'X1+1°X2:X1+1'(X2—X1)=X2



Konvexni kombinace

X %

1

x+1x—x+1(x X1)
21 22—1 22 1



Konvexni kombinace

X %

3x+1x—x+1(x X1)
4_1 4_2—1 42 1



Konvexni kombinace

X %

1

—X +§x = X +§(x—x)
4_1 4_2—1 4 2 1



Konvexni kombinace

X %

Axi+(1=VDxo=x1+(1 =1 (x—x1), Ae(0,1)




Definice
Rekneme, Ze funkce f je na intervalu /

e konvexni, jestlize pro kazdé x;, x, € | a kazdé
A € (0,1) plati
fAxi + (1 = )x2) < Af(x1) + (1 = V)f(x),
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Rekneme, Ze funkce f je na intervalu /
e konvexni, jestlize pro kazdé x;, x, € | a kazdé
A € (0,1) plati
fAxs + (1 =) x2) < Af(xq) + (1 — V)f(x2),
e konkavni, jestlize pro kazdé xi, x. € | a kazdé
A € (0,1) plati
fAxs + (1 = )x2) = Af(xq) + (1 — V) f(x2),



Definice
Rekneme, Ze funkce f je na intervalu /

e konvexni, jestlize pro kazdé x;, x, € | a kazdé
A € (0,1) plati
fAXs + (1 = )Xx2) < Af(xq) + (1 = L) f(x2),
e konkavni, jestlize pro kazdé xi, x. € | a kazdé
A € (0,1) plati
FAXy + (1 = A)x0) > Af(xy) + (1 = L) f(Xx),
e ryze konvexni, jestlize pro kazdé xy, xo € I, X; # Xxo
a kazdé A € (0,1) plati
fAxi + (1 = )x) < Af(x1) + (1 = V)f(x),



Definice
Rekneme, Ze funkce f je na intervalu /

e konvexni, jestlize pro kazdé x;, x, € | a kazdé
A € (0,1) plati
fAxs + (1 =) x2) < Af(xq) + (1 — V)f(x2),
e konkavni, jestlize pro kazdé xi, x. € | a kazdé
A € (0,1) plati
fAxs + (1 = )x2) = Af(xq) + (1 — V) f(x2),
e ryze konvexni, jestlize pro kazdé xy, xo € I, X; # Xxo
a kazdé A € (0,1) plati
fAxi + (1 = )x) < Af(x1) + (1 = V)f(x),
e ryze konkavni, jestlize pro kazdé xi, x> € I, X # Xo
akazdé 1A € (0,1) plati
fAxy + (1 = A)x2) > Af(x1) + (1 — V) f(x2).






f(g) [ ‘

f(x0)




f(g) [ ‘

f(x0)




Q) 3 o+ (1= )%

fAxi + (1 =2)x)

f(a)
Af(x)+(1-1)f(x2)




10— 3 o+ (1= )%

fAxi + (1 =2)x)

f(a)
Af(x)+(1-1)f(x2)




Lemma 46
Funkce f je na intervalu | konvexni, pravé kdyz pro kazdé
tfi body xq, X2, X3 € 1, Xy < Xo < X3 plati, Ze

fOe) —f(x1) _ fOs) — f(xe)
Xo — X4 - X3 — Xo '




Lemma 46
Funkce f je na intervalu | konvexni, pravé kdyz pro kazdé
tfi body x1, X2, X3 € I, X1 < X2 < X3 plati, Ze

fOe) —f(x1) _ 1) — f(xe)
Xo — X4 - X3 — Xo .

()

f(x)

%)




Definice

Necht funkce f ma na jistém okoli bodu a € R vlastni
derivaci. Druhou derivaci funkce f v bodé a budeme
rozumét Cislo

f(a+h)—f

pokud limita existuje.



Definice

Necht funkce f ma na jistém okoli bodu a € R vlastni
derivaci. Druhou derivaci funkce f v bodé a budeme
rozumét Cislo

f(a+h)—f

pokud limita existuje.
Necht nyni n € N a funkce f ma v jistém okoli bodu a € R
vlastni n-tou derivaci (zna¢ime ji symbolem (). Pak
(n + 1)-ni derivaci funkce f v bodé a budeme rozumet
Cislo
M@+ h)—f"(a)

h )

D (a) = lim
( ) h—0

pokud limita existuje.



Véta 47 (druha derivace a konvexita)
Necht a,b € R*, a < b a f ma na intervalu (a, b) viastni
druhou derivaci.
(i) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a, b), pak f je ryze
konvexni na (a, b).



Véta 47 (druha derivace a konvexita)
Necht a,b € R*, a < b a f ma na intervalu (a, b) viastni
druhou derivaci.
(i) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a, b), pak f je ryze
konvexni na (a, b).
(i) Jestlize f"(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkavni na (a, b).



Véta 47 (druha derivace a konvexita)

Necht a,b € R*, a < b a f ma na intervalu (a, b) viastni
druhou derivaci.
(i) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a, b), pak f je ryze

konvexni na (a, b).

(i) Jestlize f"(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkavni na (a, b).

(iii) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a, b), pak f je
konvexni na (a, b).



Véta 47 (druha derivace a konvexita)

Necht a,b € R*, a < b a f ma na intervalu (a, b) viastni
druhou derivaci.
(i) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a, b), pak f je ryze
konvexni na (a, b).

(i) Jestlize f"(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkavni na (a, b).

(iii) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a, b), pak f je
konvexni na (a, b).

(iv) Jestlize f’(x) < 0 pro kaZdé x € (a, b), pak f je
konkavni na (a, b).





















Definice
Necht f ma vlastni derivaci v bodé a € R a T, oznacuje

teénu ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)]. Rekneme, Ze bod
[x, f(x)] lezi pod teCnou Ty, jestlize

f(x) < f(a)+ f'(a)- (x — a).

Plati-li opa¢na nerovnost, fekneme, Ze bod [x, f(x)] lezi
nad tecnou T.



Definice )
Necht f'(a) € R. Rekneme, Ze a je inflexnim bodem
funkce f, jestlize existuje A > 0 takové, ze plati

(i) Vx e (a— A, a): [x, f(x)] lezi pod tecnou T,
(i) Vx € (a,a+ A): [x, f(x)] lezi nad teCnou T,,



Definice )
Necht f'(a) € R. Rekneme, Ze a je inflexnim bodem
funkce f, jestlize existuje A > 0 takové, ze plati

(i) Vx e (@a— A, a): [x, f(x)] lezi pod teCnou T,,
(i) Vx € (a,a+ A): [x, f(x)] lezi nad teCnou T,,
nebo

(i) Vx e (@a— A, a): [x, f(x)] lezi nad teCnou T,,
(i) Vx € (a,a+ A): [x, f(x)] lezi pod teCnou T,.



Véta 48 (nutna podminka pro inflexi)

Necht a € R je inflexnim bodem bod funkce f. Potom
f"(a) neexistuje nebo je rovna nule.



Véta 48 (nutna podminka pro inflexi)

Necht a € R je inflexnim bodem bod funkce f. Potom
f"(a) neexistuje nebo je rovna nule.

Véta 49 (postacujici podminka pro inflexi)

Necht funkce f ma spojitou prvni derivaci na intervalu
(a,b) az € (a,b). Necht plati:

® Vxe(az:f(x)>0,
® Vxe(z,b): f"(x) <0.
Potom z je inflexnim bodem funkce f.



IV.8. Prabéh funkce



IV.8. Prabéh funkce

Definice
Pfimku, ktera je grafem afinni funkce x — kx + q,
k,q € R, nazveme asymptotou funkce f v +oo (resp.

vV —00), jestlize

lim (f(x)—kx—q) =0, (resp. Xﬂrpoo(f(x)—kx—q) = 0).

X—+o00



IV.8. Prabéh funkce

Definice

Pfimku, ktera je grafem afinni funkce x — kx + q,

k, g € R, nazveme asymptotou funkce f v +oo (resp.
vV —00), jestlize

lim (f(x)—kx—q) =0, (resp. Xﬂrpoo(f(x)—kx—q) = 0).

X—+o00

Tvrzeni 50
Funkce f ma asymptotu v +oo popsanou afinni funkci
X — kx + q, prave tehdy, kdyz

lim @:

x—>+oo X

keR a "T (f(x) —kx) = g € R.
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VySetreni prabéhu funkce

1. UrCime defini¢ni obor a provedeme diskusi spojitosti
funkce.

2. Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.

3. Dopocitame limity v ,krajnich bodech defini¢niho
oboru®.

4. VySetfime prvni derivaci, urCime intervaly monotonie
a nalezneme lokalni a globalni extrémy. Uréime obor
hodnot.

5. Spocteme druhou derivaci a uréime intervaly, kde je
funkce f konvexni nebo konkavni. Ur€ime inflexni
body.

6. UrCime asymptoty funkce.

7. Nacrtneme graf funkce.
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